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Notation

Objet Notation
Constantes du probléme
Facteur de régularisation AeZX
Fonction d’utilité u:R—>Z%
Espaces
Réels %
Espace des rendements RCZ%
Espace des variables de marché X C #?
Espace de décision Q=«x(X,")
Variables aléatoires et réalisations
Variables de marché XeX
z~X
Rendement ReR
r~R
Loi de marché (X,R)=MecM
(z,7)~M
Décisions, transformation ¢ ou induite par noyau
Décision 9:X->Z%
q(z) = (qlz)
Transformation non linéaire ¢: X = H(X)
Noyau K: XxX-o>%

K(zi, z5) = (3(x:), $(z;)) = (xilz;)




Notation (2)

Objet

Notation

Algorithmes et mesure de performance

Ensemble d’entrainement
Algoritme d’aprentissage

Utilité espérée

Utilité espérée régularisée

Utilité espérée en échantillon
Utilité esp. en éch. régularisée
Rendement espéré

Rendement espéré en échantillon
Erreur de généralisation (utilité)
Erreur de sous optimalité (utilité)
Equivalent certain en échantillon
Fquivalent certain hors échantillon

Erreur de généralisation (eq. cert.)

Erreur de sous optimalité (eq. cert.)

Sp = {(xl’Tl)a ey (xn:'rn)}
S, ~ M™

Q:M" 5 Q

Q(Sn) = argmax,eq EU, (Snsq)
EU(g) = Eu(R- ¢(X))

EU,(q) = EU(q) — /2|1
EU(Sn,q) =n* Y1, u(rig(z:))
EU(Sn,q) = EU(Sa,q) — M/2llq|I?
El(q) = E(R- q(X))

El(g)=n"' Y1 riq(z:)

$(Sn) = EU(Sn, Q(Sn)) — EU(Q(Sy))
((Sn) = EU(Q(Sn)) — EU(q*)
CE(Sn,q) = u™ (EU(Sn,q))

CE(g) = u™" (EU(g))

(e(Sn) = CE(Sn, Q(Sn)) — CE(Q(S))
(e(Sn) = CE(Q(Sn)) — CE(q*)




1 Introduction

For five years, Li’s formula, known as a Gaussian copula
function, looked like an unambiguously positive
breakthrough, a piece of financial technology that allowed
hugely complex risks to be modeled with more ease and
accuracy than ever before. [...] Then the model fell apart.

Wired Magazine — Recipe for Disaster : The Formula That
Killed Wall Street

1.1 Avant propos

Il est maintenant indiscutable que I’intersection des statistiques et de 1’informatique
joue un rdle fondamental dans la gestion de portefeuille. Ainsi, le Wall Street Journal,
dans une série consacrée au rdle croissant de I'investissement algorithmique, déclare
que

En utilisant des ordinateurs surpuissants pour construire des modeles abs-

cons, ces traders quantitatifs sont en mesure d’analyser une quantité de
données beaucoup plus vaste que ce qu’un homme ne pourrait jamais assi-

miler. IIs siphonnent et classent des trillions de gigaoctets de données. Et
maintenant, on les entraine a apprendre de leurs succes et de leurs erreurs.

[...] Ces guants sont devenus si puissants qu’ils contrdlent maintenant en-

viron un tiers des échanges sur les marchés boursiers américains. !

Et pour cause : jamais la puissance de calcul n’a été si impressionnante, ni I’acces a
I’information si peu chere. Construire un modéle d’investissement devient presqu’un
jeu d’enfant, qu’on peut implémenter a peu de frais. Et puis il n’y a qu’a constater que
les plus grands fonds de couverture américains sponsorisent massivement des confé-
rences en apprentissage machine 2.

Mais alors que chaque fond privé peut y aller de sa propre stratégie, ce ne sont pas la
des modeles universels qui garantissent des revenus sans ne prendre aucun risque. Ou
si c’est le cas, il y a alors une bréche dans I’hypothese d’absence d’arbitrage qui devra
nécessairement étre colmatée par des fonds rivaux. Quoi qu’il en soit, ces algorithmes
d’investissement peuvent faire des erreurs et sont forcément exposés a toute sorte de
risques.

La contribution de ce mémoire est de présenter un algorithme d’investissement robuste
et souple permettant, non pas de garantir des rendements, mais bien de garantir un in-
tervalle de rendements possibles, tout en tenant compte des préférences de risque d’un
investisseur. Grosso modo donc, ce mémoire propose une décision d’investissement
obtenue par entrainement sur des observations du marché qui permet par la suite de

1. Traduction de 1’auteur. Wall Street Journal, 21 mai 2017. Meet the New Kings of Wall Street — How
machines and their masters are rewiring the investment world. Disponible 2 https://www.wsj.com/
articles/the-quants-meet-the-new-kings—-of-wall-street—-1495389163.

2. Parexemple : https://nips.cc/Conferences/2016/Sponsors




suggérer dans quelle proportion un portefeuille devrait étre consacré a un certain titre
risqué.

Cette section fera office d’introduction aux hypoth&ses qui seront faites et aux questions
qu’on cherchera 2 résoudre ici. Par la suite, la Section 2 présentera une revue de litté-
rature consacrée  la gestion de portefeuille dans un contexte statistique ou mi par les
données (data driven). Puis, la Section 3 présentera en détails I’algorithme permettant
de choisir une fonction de décision et les choix qui doivent étre posés afin d’obtenir un
modgle satisfaisant. La Section 4 enchainera avec une analyse détaillée des garanties
qu’offrent alors une telle fonction de décision. Ces garanties seront finalement éprou-
vées dans un cadre expérimental 2 la Section 5. Enfin, la Section 6 sera I’occasion de
conclure et d’offrir des idées de travaux supplémentaires permettant d’étoffer le mo-
dele.

1.2 Exposition du probléme et hypotheses

Ce mémoire vise donc 2 établir clairement et rigoureusement comment un investisseur
averse au risque disposant d’information complémentaire au marché peut utiliser cette
information pour accroitre son utilité espérée, qu’on peut traduire par son rendement
équivalent certain.

Nous entendrons ici par marché n’importe quel type d’actif financier ou spéculatif dans
lequel un investisseur peut investir une partie de sa fortune dans I’espoir de 1a voir fruc-
tifier au cours d’une période de temps arbitraire. Ainsi, tout au long de 1’exposé théo-
rique qui suivra, il peut étre pertinent d’avoir en téte les rendements quotidiens issus
des grands indices boursiers (par exemple les 500 plus grandes capitalisations améri-
caines). Cependant, le traitement qui sera développé pourrait tout aussi bien s’appliquer
3 une action cotée en bourse dont on considére les rendements mensuels. Mathémati-
quement, I’idée de marché peut ainsi étre réduite 2 celle d’un processus aléatoire R(t)
décrivant 1’évolution du rendement de 1’ actif en question.

Relativement 2 I’idée de marché, nous ferons également 1’hypothése que 1’environ-
nement a une influence sur les réalisations de ces rendements. Il serait par exemple
raisonnable de croire que le cours du pétrole ou le mouvement de certains facteurs éco-
nomiques puissent affecter les aléas boursiers d’une compagnie aérienne. De la méme
facon, 1’annonce d’un scandale industriel pourrait 2 son tour avoir des répercussions
facheuses sur la valeur boursiere d’une firme. En outre, il a été montré par Fama et
French (voir Fama and French (1996)) que le rendement d’une action pouvait s’expli-
quer comme une combinaison linéaire de quelques facteurs fondamentaux (la taille de
I’entreprise, le risque de marché et le ratio cours/valeur). On peut alors considérer un
vecteur aléatoire d’information X () = (X1(t), X2(t),...) dont chaque composante
représente une information particuliére qu’on appellera variable de marché. D’un point
de vue probabiliste, il est donc naturel de considérer la loi jointe entre les rendements
{R(7)|r < t} d’'une partet {X () | 7 < t} I'ensemble des réalisation des événements
antérieurs ¢ d’autre part. Le processus joint de ces deux événements sera désormais
défini comme la loi de marché, ou simplement le marché et sera noté M (t).



Mais bien qu’un tel modele permette de représenter de fagon trés générale 1’évolution
d’un marché, une hypothese supplémentaire sera formulée : le caractére identiquement
et indépendamment distribué (i.i.d.) de la loi de marché.

C’est une hypothe¢se contraignante qui évacue complétement la notion de temporalité.
Les réalisations antérieures de { X (7), R(7)} n’ont alors plus aucune influence sur ses
réalisations futures. Dans un cadre appliqué, il serait toutefois possible de modifier le
vecteur aléatoire d’information X afin de lui incorporer, par exemple, les réalisations
des 7 périodes de temps précédentes. En choisissant adéquatement 7, un processus
saisonnier pourrait donc étre adapté pour respecter les hypotheses de processus i.i.d..

La nature i.i.d. de la loi de marché implique également 1’absence de probabilité de
faillite, puisqu’elle exclut d’emblée la présence d’un temps d’absorption. De plus, le
marché ne peut pas non plus étre congu comme un environnement adversariel qui réagi-
rait aux décisions de I’investisseur. Ceci vient notamment mettre en cause la théorie des
marchés efficients selon laquelle une bréche dans 1’absence d’arbitrage serait colmatée
par des agents du marché par effet d’autorégulation. Nous aurons toutefois 1’occasion
de revenir plus en détail sur les liens 2 faire entre cet exposé et I’efficience des marché.

Ce probleme de gestion de portefeuille supposera que le vecteur d’information X :=
X (t) est formé de p variables aléatoires réelles (X1, ..., Xp) et est supporté par un
domaine X C %P. Les réalisations de X seront notées z ~ X. La variable de ren-
dement aléatoire R := R(t) sera supportée par R C Z et une réalisation particulire
sera notée r ~ R. La loi de marché sera ainsi supportée par M .= R x X C %P et
pourra étre exprimée par

M = (R, X1,...,Xp). )

On fera également I’hypothése qu’un investisseur aura acces 2 un jeu de données
S, ~ M" formé de n observations de M (t). Ce jeu de données, aussi appelé en-
semble d’entrainement, sera composé d’une matrice d’information = ~ X" telle que
ZE € X" C ZP*™ et d’un vecteur de rendement » ~ R™ tel que r € R™ C %™,

La Figure 1 présente une illustration graphique d’un ensemble d’entrainement fictif
qui serait formé de deux variables de marché : le taux de chdmage et le prix du pétrole,
et comment celles-ci viendraient influencer les rendements d’une compagnie aérienne.
On y constate que lorsque ces deux variables sont & la hausse, les rendements de la com-
pagnie chutent, et inversement lorsque les deux variables sont a la baisse. Par contre,
dans la situation ot I’une des deux variable augmente et que I’ autre diminue, le résultat
est moins évident.

1.3 Décision d’investissement et risque de généralisation

Selon le modele ici proposé, un investisseur souhaitant investir dans le marché procé-
derait de 1a facon suivante. Dans un premier temps, il prend connaissance des réalisa-
tion des diverses variables de marché 2z ~ X. A partir de cette information, il décide
d’investir une fraction g(z) de sa fortune dans le marché. Puis, le marché annonce un
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FIGURE 1 — Ensemble d’entrainement fictif sur deux variables de marché : le taux de
chomage et le prix du pétrole. La taille des points est proportionelle 2 I'intensité des
rendements. Cet ensemble est formé des treize observations suivantes :
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rendement r ~ R. I”investisseur a ainsi réalisé un rendement r g(z). A priori, 'inves-
tisseur peut donc espérer réaliser un rendement égal 2 Ep; (R - g(X)).

Le probleme qui se pose d’emblée est alors de déterminer comment choisir cette fonc-
tion de décision g : X — Z.

Avant d’aborder ce probleme, il faut comprendre que I’investisseur peut disposer d’ une
aversion au risque qui lui fait préférer des rendements plus modestes mais siirs 2 des
rendements en moyenne plus élevés, mais affichant un étalement plus important. Sui-
vant von Neumann and Morgenstern (1944), cette préférence sera modélisée a I’aide
d’une fonction d’utilité¢ v : R — U dont le rdle est d’attribuer une valeur numérique
exprimant la satisfaction d’un investisseur a I’égard d’un certain rendement r € R.

En elle méme, une utilité de u(r) n’a aucune signification et c’est a I’investisseur de
déterminer une échelle exprimée en utils. Par exemple, s’il est averse au risque, il pour-
rait accorder a un rendement de -2% une satisfaction de -10 utils et 2 un rendement
de 10% une satisfaction que de 2 utils. De facon absolument équivalente, son utilité
pourrait étre calibrée de fagon a avoir u(—2%) = —1 et u(10%) = 0.2. L’utilité est
donc une notion foncieérement affine et adimensionelle (deux fonctions d’utilité u et u’
sont équivalentes si u'(r) = ku(r) + b pour deux constante k > 0 et b).

Pourvu d’une telle fonction, on supposera alors que 1’objectif de 1’investisseur sera
de maximiser son utilité espérée. Autrement dit, sa fonction de décision ¢ devrait étre
choisie de facon a

maximiser EU(q) := Earu(R - g(X)). )

L’investisseur peut alors espérer réaliser un rendement équivalent ou équivalent certain
de v 1 (EU(qg)), ot u™* : U — R est la fonction d’utilité inverse 3.

On peut de plus tracer un lien entre la concavité de I'utilité et I’aversion au risque
qu’elle convoit. En effet, toujours en supposant u inversible, une fonction fortement
concave donnera trés peu de valeur aux rendements positifs, méme les plus grands. A
I’inverse, une utilité négative sera trés rapidement accordée aux rendements négatifs
(voir par exemple Eeckhoudt et al. (2005)).

Typiquement, établir la fonction d’utilité d’un investisseur demande toujours beaucoup
de doigté et peut également exiger une connaissance approfondie des moments de la
loi de R. De plus, nous ferons désormais ’hypothése généralement acceptée que 1’in-
vestisseur est pourvu d’une utilité concave et monotone sur R. La Section 2 présentera
comment ces hypothéses s’arriment avec certaines théories classiques d’optimisation
de portefeuille. La Section 4 formalisera I’hypothése de concavité sur .

Par contre, étant donné que la forme précise de M n’est pas connue, le probleme (2)
ne peut pas étre résolu. Il peut néanmoins étre approximé en utilisant un ensemble
d’entrainement S,, = {(r1,21),...,(rn,z,)} constitué de n observations du marché.

3. On suppose ici que u est inversible. C’est une hypoth&se qui est satisfaite pour toute fonction crois-
sante. Autrement, il faudrait considérer .~ (y) comme étant la valeur la plus petite qui atteint y
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L’investisseur cherchera alors 2 maximiser son utilité espérée en échantillon :

maximiser EU(q) ==n"" Zu(ri q(zs)). 3)
i=1

La justification théorique d’une telle approximation est la suivante. En notant ¢* =
arg max EU(q) la décision optimale hors échantillon et § = arg max EU(q) la déci-
sion optimale en échantillon, I'investisseur s’assure alors que § ~» ¢*, & mesure que
I’investisseur recueille de nouvelles observations sur le marché (voir Shapiro et al.
(2009) pour un traitement rigoureux de 1’optimisation stochastique).

L’ennui avec la décision optimale en échantillon, ¢’est qu’elle souffre d’un important
risque de généralisation { défini par

{ = EU(G) — EU(§). “

Autrement dit, § peut mener 2 une utilité espérée hors échantillon beaucoup plus faible
qu’anticipé par I’utilit¢ moyenne en échantillon.

Considérons par exemple la situation illustrée 2 la Figure 2. 11 suffirait simplement de
définir une fonction q : X — & préconisant un investissement positif aux réalisations
déja observées et dont le rendement a été positif et un investissement négatif dans le
cas contraire. Autrement dit, avec o > 0, cette décision serait construite de la fagon
suivante :

o dz; €Sy :xi=xzAr; >0

gz)=< —a Fz;€Sy:zi=zAr; <0]. ®)
0 z¢8,

Or, si 1a fonction utilité de ’investisseur n’est pas bornée, une telle fonction de décision
aura nécessairement une utilité moyenne en échantillon arbitrairement élevée 4 mesure
que « est grand. Par contre, si X le support de X est dense dans %7, alors I'utilité hors
échantillon sera simplement EU(q) = u(0). Le risque de généralisation { de g est ainsi
arbitrairement grand.

On peut alors faire appel au principe du rasoir d’Occam pour éviter que des fonctions
de décision comme celle-ci ne soient favorisées. Ceteris paribus, ce principe suggére en
effet qu’une hypothese trop complexe devrait étre découragée au profit d’une hypothese
plus simple (voir Vapnik (1998) pour une discussion approfondie). Intuitivement, si
%(q) € % mesure la complexité d’une fonction de décision g, on pourrait régulariser
1’ objectif pour que 1'investisseur cherche plutot a

maximiser EUj(q) = EU(q) — X¢(q). (6)
Différentes valeurs de X favorisent alors des solutions plus ou moins complexes. En
utilisant une technique de validation croisée (voir par exemple Bishop (2006)), il y a

alors moyen de déterminer le niveau de complexité permettant de minimiser le risque
de généralisation.
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FIGURE 2 - Fonction de décision “dictionnaire”. A tout rendement positif on associe un
investissement positif g(x) = +a et vice versa. On obtient ainsi une utilité espérée en
échantillon arbitrairement élevée. Par contre une telle fonction offre un énorme risque
de généralisation puisqu’aucune décision n’est prescrite 2 'extérieur de 1’ensemble

UL {z:} des points déja observés. Si X
sirement.

est dense dans %2, alors g(X) = 0 presque
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1.4 Espaces de décision et décisions linéaires

Ce mémoire étudiera les décisions d’investissement obtenues a partir d’un produit sca-
laire entre un vecteur de décision g et une observation z ; le scalaire d’investissement
est alors donné par g7 z. Le probléme de maximisation d’utilité espérée s’ exprime alors

comme
n

o -1 T A 2

ma;(é%ser n ; u(rig” ;) 3 lla]l%, 7
c’est-a-dire que la norme du vecteur de décision g représente la complexité qu’on lui
associe. On comprend alors le rdle que joue alors le facteur de régularisation A. Plus
ce facteur est faible et plus la norme de ¢ peut étre élevée. Or, comme le scalaire
d’investissement g7 x = ||g||||z|| cos 6 est directement proportionnel i cette norme, un
facteur de régularisation faible entrainera intuitivement des décisions d’investissement
plus importantes.

Un tel espace de décision est cependant inutilement rigide puisque toute solution ne
peut qu’étre linéaire en X, i.e. g(0) = 0. Cette restriction peut &tre facilement levée
en considérant plutdt des décisions affines ; il suffit pour ce faire d’ajouter un terme de
“biais”, L.e. de déplacement constant au probléme d’optimisation :

n
A
iz -1 . Lo N —. 2 2
rilea%f?él%? " i=1U(n(b+q xz)) 2“q” ®

On peut aussi tout simplement ajouter une nouvelle variable de marché X1 ~ (1)
(loi de Dirac constante 2 1), qui permet d’optimiser g directement sur un espace a2 p+1
dimension.

Finalement, on remarquera que si la fonction u est concave, la présence du terme de
régularisation quadratique fait en sorte que la solution est unique. De plus, le probleme
est alors convexe et peut ainsi étre résolu numériquement par un solveur standard (par
exemple Grant and Boyd (2014, 2008)).

A des fins d’illustration, la Figure 3 présente trois courbes d’investissement (-100%,
0%, +100%) de la solution optimale § obtenues 2 partir de 1’ensemble d’entrainement
de la Figure 1. La géométrie linéaire de § entraine que certaines observations dont le
rendement est négatif se voient attribuer un investissement positif. On verra a la Section
3 comment régler ce probleéme.

1.5 Objectifs et contributions

Ce mémoire cherche donc & dégager les principales caractéristiques de cet algorithme
d’apprentissage appliqué 2 la gestion de portefeuille. Les contributions apportées sont
nombreuses.

D’abord, et c’est son but, cette méthode est parfaitement adaptée pour tenir compte
des informations de marché dont la valeur ajoutée est a priori inconnue. Une analyse
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FIGURE 3 —Trois courbes d’investissement (-100%, 0%, +100%) de 1a solution linéaire

optimale § obtenue avec une fonction d’utilité u(r) =

—e”" 4+ 1 et un facteur de

régularisation A = 0.3. La géométrie rigide imposée par la forme linéaire de § attribue
a certaines observations dont le rendement est négatif un investissement positif.
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de covariance entre ces variables d’information et les réalisations du rendement per-
mettrait certainement d’en avoir une certaine idée, mais une telle analyse ne tiendrait
pas compte de I'utilité de I’investisseur et ne serait pas régularisée. De plus une simple
analyse en covariance présuppose une dépendance linéaire entre les rendements et les
variables de marché. La méthode par noyaux proposée a la Section 3 offre au contraire
une richesse supplémentaire au modéle permettant d’exprimer des situations non li-
néaires.

Mais ¢’est aussi le faible nombre d’hypotheses sur la forme de loi de marché (voir Sec-
tion 4) qui permet & ce modele de s’éloigner radicalement de I’approche couramment
employée en finance. Par exemple, dans le domaine de la tarification d’instruments fi-
nanciers, les rendements sont souvent modélisés selon une distribution particuliére : on
peut penser par exemple 4 1’exemple classique du modele Black Scholes ol le rende-
ment est distribué selon une simple loi normale (voir Shreve (2004)), mais également
a des modeles plus sophistiqués qui incluent des processus a saut (voir par exemple
Madan et al. (1998)).

De plus, ce modele est d’une grande flexibilité puisqu’il accepte toute forme d’uti-
lité monotone concave et fournit A I’investisseur des garanties probabilistes exprimées
en rendement équivalent sur les erreurs de généralisation et de sous optimalité encou-
rues. En fait, non seulement ces erreurs sont connues, mais leurs ordres asymptotiques
de convergence le sont eux aussi. Ainsi, un investisseur est en mesure de prédire de
combien peut décroitre ou augmenter 1’erreur maximale hors échantillon lorsque de
nouveaux échantillons ou de nouvelles variables de marché sont ajoutés pour la prise
de décision. '

Notons par ailleurs que ce mémoire a aussi le mérite de s’inscrire dans la recherche en
apprentissage statistique en explorant de nouvelles formes de fonction de perte. Deux
classes de problémes sont traditionnellement considérées : 1a régression et la classifica-
tion. Notre probléme emprunte des éléments propres a ces deux classes de problemes.
D’abord avec la régression puisqu’on cherche dans les deux cas a obtenir une quantité
scalaire. Notre probléme en différe toutefois puisque, contrairement 2 la régression ol
on cherche & minimiser la distance entre un estimateur et les données du probléme,
I’algorithme d’investissement proposé ici cherche plut6t a amplifier (positivement ou
négativement selon le cas) les valeurs (les rendements) du probiéme.

On se rapproche également du probleme de classification puisque son objectif (non
régularisé) est de la forme

n
minilrlniser n > l(yiq"z:) )
i=1
ot y; € {—1,+1} est la cible du probleme et £ : #Z — 2 mesure ’adéquation
entre y; et ¢¥'z;. Typiquement £(z) est nul lorsque 2z > 0, i.e. lorsque y; et g7 x; sont
du méme signe, et est positif (constant ou croissant) dans la région ol 2 < 0, ie.
lorsque y; et g x; sont de signes opposés. En fait, 1a théorie des machines a vecteurs
de support est un cas particulier de notre probléeme d’optimisation d’utilité lorsqu’on
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ne considere que le signe des rendements et qu’on emploie une fonction d’utilité u
nulle sur I'intervalle [1,cc]. Voir Mohri et al. (2012) pour une introduction générale
aux problemes de régression et de classification.

Finalement, ce travail apporte également une modeste contribution au domaine des
statistiques multivariées puisqu’une fagcon de concevoir le probléme de maximisation
d’utilité est comme celui des périls inhérents a I’estimation d’un vecteur de covariance
non centrée entre une variable aléatoire scalaire et un vecteur aléatoire. En effet, dans le
cas limite o I'utilité est neutre au risque, i.e. u(z) = z, le probléme de maximisation
d’utilité revient a

maximiser E(Rg"X) - 3la]*, (10)

dont la solution est donnée par g = A~! E(RX), i.e. la covariance non centrée entre B

et X. Ainsi, tous les résultats dérivés dans ce travail s’appliquent aussi a ce probléme
d’estimation statistique.
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2 Optimisation moderne de portefeuille

Je connais quelques hommes qui lisent avec le profit
maximum, cent pages de mathématiques, de philosophie,
d’histoire ou d’archéologie en vingt minutes.

Louis Pauwels et Jacques Bergier
LE MATIN DES MAGICIENS

L’objet de cette section est de présenter une bréve introduction 2 quelques textes fon-
damentaux 2 I'intersection des statistiques et de la gestion financiere de portefeuille.

2.1 Approche statistique

Une revue de littérature sur la théorie du portefeuille serait fondamentalement incom-
pléte sans I’article fondateur de Markowitz, publié en 1952 Markowitz (1952). Le cadre
théorique développé par Markowitz peut &tre considéré comme un cas particulier de
notre algorithme, pour autant que 1’on considére un portefeuille a un seul actif.

Soit un portefeuille 2 k actifs d’espérance de rendement u € %Z* et de covariance -
3 € #**k. Si g € #* représente la répartition du portefeuille & optimiser, alors un
investisseur markowitzien souhaite

maxi;niser plg—~vq' 2. 1n

Littéralement, il cherche a2 maximiser le rendement espéré du portefeuille pondéré (pre-
mier terme) tout en minimisant, pour un certain niveau de risque -y > 0, sa covariance
totale. En ne considérant qu'un seul actif dont la variance de rendement est notée o2,
le probleéme devient alors

maxi;niser ;qu -y olq?. (12)

En recalibrant le terme de régularisation pour tenir compte de la variance o, ce pro-
bleme devient un cas particulier du probleéme exposé dans ce mémoire (utilité risque
neutre, décision linéaire et une seule variable de marché constante a 1).

Mais le probleme de Markowitz 4 un actif peut aussi étre considéré comme une maxi-
misation d’utilité sans régularisation. En effet, en définissant

_ v 253
u(r)—r—ma Ps (13)
on obtient ~
EU(gR)=qER—- ——0%¢? E R, 14
(gR)=g¢ p e LA (14)

et donc, puisque 0% + p? = E R?, le probleme de Markowitz s’exprime aussi comme
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un probleme d’utilité espérée :

maximiser EU(gR). (15)
q

Par contre, les garanties sur le rendement équivalent hors échantillon, qu’on dévelop-
pera 2 la Section 4, ne s’appliquent qu’a des fonctions d’utilité monotones. Or, comme
I’utilité de Markowitz est quadratique, elle ne peut donc pas bénificer des mémes ga-
ranties, quand bien méme on la régulariserait avec un terme Al|g||.

Nous suggérons au lecteur intéressé par 1’équivalence des diverses formulations d’op-
timisation de portefeuille dans un univers de Markowitz Bodnar et al. (2013) et Marko-
witz (2014), tous deux publiés a I’occasion du soixantieme anniversaire de Markowitz
(1952).

L article Brandt et al. (2009) se rapproche d’une des contributions de ce mémoire puis-
qu’il considere I’optimisation d’un portefeuille a k actifs disposant de p variables de
marché. Avec X; € Z%*P une matrice aléatoire représentant la réalisation au temps ¢
des diverses variables de marché, la composition w; € %* du portefeuille sera donnée
par

wy = Wy + Xyq. (16)

La décision ¢ € %P agit donc linéairement sur les variables de marché et globalement
sur tous les actifs. Le terme de biais @, représente dans I’article original une compo-
sition de référence, par exemple un index lorsqu’il est question de gestion active de
fonds. L’ objectif de I’investisseur sera alors de

maximiser E; u(w] ), an
autrement dit de choisir une décision ¢ permettant de

ma;(eil;rj}‘i,ser E;u(olrs +rf Xiq). (18)
On obtient donc un objectif trés proche de ce qui est proposé dans ce mémoire. Cepen-
dant, I’absence de régularisation dans le vecteur de décision ne permet pas de fournir
a I'investisseur des garanties sur la performance du portefeuille. Pire, sous certaines
formes d’utilité (par exemple risque neutre), il est évident que la solution de 1’objectif
peut avoir une amplitude non bornée !

Néanmoins, une telle approche demeure simple 4 implémenter, laisse une grande liberté
dans la forme paramétrique de I'utilité et évite d’avoir a calculer les deux premiers
moments statistiques d"un univers 2 k actifs.

2.2 Approche régularisée

D’une certaine fagon, Markowitz (1952) et Brandt et al. (2009) approchent le probléme
de gestion de portefeuille un peu trop brusquement en ne laissant pas suffisamment de

19




place aux garanties statistiques. Autrement dit, ils présentent tous un risque de géné-
ralisation élevé. La question est particulierement bien documentée dans le cas du por-
tefeuille de Markowitz, voir par exemple Michaud (1989). Cependant, a I’instar de la
méthode proposée par ce mémoire, d’autres travaux ont cherché a étudier I’'importance
de la régularisation des décisions dans la gestion de portefeuille.

Par exemple Olivares-Nadal and DeMiguel (2015) étudie I’idée selon laquelle les coiits
de transaction inhérents a la gestion de portefeuille peuvent étre modélisés comme
une régularisation dans I’objectif de maximisation de rendement — minimisation de
variance. Le probléme de Markowitz (11) devient alors

maximiser uTq— 14" Sq — k[|Alg — q0)|[B, (19)

le troisiéme terme représentant les cofits de transaction comme la p-norme du rebalan-
cement du portefeuille linéarisé par un opérateur symétrique A € Z*** et paramétré
par un scalaire . Bien que la régularisation soit ici appliquée au vecteur de poids et non
a une décision linéaire sur des observations, les auteurs parviennent empiriquement 2 la
méme conclusion, ¢’est-a-dire que les résultats hors échantillons sont mieux controlés.
Intuitivement, un tel résultat s’explique par le fait qu’un gestionnaire de portefeuille
soumis 2 des contraintes de cofits de transaction évitera une politique d’investissement
trop ambitieuse.

Cependant, I’argument demeure empirique et ne bénéficie donc pas comme ici de véri-
tables garanties théoriques sur les performances hors échantillon. En outre, le modele
suggéré reste essentiellement markowitzien et se limite donc 2 maximiser une utilité
quadratique, alors que notre modéle permet d’optimiser sur une fonction d’utilité de
forme arbitraire.

Plus récemment, Ban et al. (2016) explore I'importance de la régularisation dans une
gestion de portefeuille ol le risque est représenté par une fonction R : Z* — Z agis-
sant sur le vecteur de poids ¢ € Z*. Comment définir ce risque est laissé 2 1a discrétion
de I’investisseur, mais pourrait étre représenté par exemple par R(g) = ¢” Xq la va-
riance totale du portefeuille ou par sa valeur 4 risque conditionnelle R (q) = CVar(g).*
L’ argument offert est essentiellement le méme que celui présenté a la section 1 : si on
sait que le probleme empirique

maximiser /i"q — AR () (20)
converge asymptotiquement vers la solution optimale régularisée, 1’absence de régula-
risation implique I’absence de garantie sur la qualité des résultats lorsque 1’ optimisa-
tion a lieu sur un nombre de points finis. La régularisation est alors exprimée comme

la variance empirique du risque, i.e. 1’ objectif devient

maximiser /17 — MoR(q) — M Var(R(g)). @1)

4. La valeur 2 risque conditionnelle paramétrée par 8 € (0,1) d’une variable aléatoire R (en I’occur-
rence le rendement pondéré par g) est une mesure de 1’ étalement dans les régions défavorables a I’investisseur
et est donné par E(R | R < j¢ quantile de R).
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Dans ces conditions, les auteurs démontrent que le risque encouru par la décision empi-
rique régularisée § converge elle aussi vers le risque optimal. Cependant, aucune borne
finie n’est donnée, contrairement 2 ce qui est proposé dans ce mémoire.

Plus prés de 1’objectif de ce mémoire, Rudin and Vahn (2014) a le mérite d’appliquer
plusieurs théorémes issus de I’apprentissage statistique dans un contexte de gestion.
L’idée est en fait de coupler le probléme classique du vendeur de journaux® 2 une
situation ou la décision est prise a partir d’un grand nombre de variables X € Z7 liées
au probléme. Sous un noyau linéaire, 1’objectif est alors de déterminer g de facon a

minimiser E ¢(¢” X, D). (22)
q

ol ¢ : # x D — Z est la fonction du cofit correspondant 2 I’achat de ¢” x journaux
si une demande aléatoire D € D C % alieu. La convexité de ¢ permet alors d’obtenir
des garanties hors échantillon lorsqu’un terme de régularisation quadratique est ajouté
a I’objectif :

minizniser Ec(¢ X, D)+ )|g|?. (23)

De plus, ce papier cherche également 2 établir le role de la dimension p de X dans la
qualité des résultats. Ainsi, & bien des égards, son objectif est trés semblable au notre.

Tous les travaux présentés jusqu’a présent font I’hypothese que les variables aléatoires
d’intérét (rendement et variables de marché) sont stationnaires dans le temps. A I'in-
verse, Cover (1991) considére un univers ou les rendements sont distribués selon un
processus arbitraire et possiblement adversariel. Lidée est alors de minimiser le regret
encouru par une décision scalaire d’investissement ¢; € %, ou le regret est calculé
comme étant la fortune finale obtenue en appliquant une décision g; par rapport a la
fortune finale qui aurait été obtenue en appliquant une politique optimale constante g*.
Autrement dit,

T 7
Regret(T) == n}ﬁ.xz log(g* r¢) — Z log(gs 71). (24)
=1 =1

En choisissant g; 2 partir d’une descente de gradient (voir par exemple Hazan (2015)
pour un contexte plus général d’apprentissage en ligne) on peut alors garantir un regret
dont la progression est de O(\/T) Un tel algorithme induisant un regret sous linéaire,
i.e. dominé par O(T), est appelé portefeuille universel.

5. Le probléme du vendeur de journaux (ou newsvendor problem) cherche 2 minimiser les colits de
gestion d’inventaire ¢{p, D) = a1 (D —p)* + aa(p— D) T ol p est la quantité de journaux 2 commander,
D € % la demande aléatoire et o1, 2 € 4 sont respectivement les coiits liés a la rupture de stock et
au maintien des invendus. Sous sa forme classique, le probléme revient aussi 4 une estimation de quantile.
Voir par exemple Shapiro et al. (2009) pour une introduction au probléme du vendeur de journaux dans un
contexte d’optimisation stochastique.
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2.3 Conclusion

En conclusion, la nature générale de notre modele (impliquée par la forme arbitraire
de la fonction d’utilité) permet donc de le positionner comme une version flexible des
travaux présentés ici. Plusieurs avantages sont ainsi regroupés : le terme de risque ar-
bitraire, la stabilité des résultats consolidée par la présence de régularisation et 1’ad-
mission de variables de marché quelconques. Cependant, notre algorithme a le désa-
vantage de ne considérer ni un portefeuille 2 plusieurs actifs, ni de prendre en compte
I’aspect dynamique des marchés, ce qui ce fait généralement en gestion classique de
portefeuille.
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3 Algorithme d’apprentissage

The word “algorithm” itself is quite interesting ; at first
glance it may look as though someone intended to write
“logarithm” but jumbled up the first four letters.

Donald Knuth
THE ART OF COMPUTER PROGRAMMING, VOLUME I

Cette section sera 1’occasion d’étudier 1’algorithme Q : M™ — @ permettant d’obte-
nir une politique d’investissement empirique § a partir d’un ensemble d’entrainement
Sp = {(r1,21),...,(rn, zn)} échantillonné de la loi de marché M.

Les formulations primale et duale seront d’abord présentées dans le cas oi1 I’espace des
variables de marché X ne subit aucune transformation. Ces deux formulations seront
ensuite généralisées au cas non linéaire obtenu par application z +— ¢(z). Finalement
I’“astuce du noyau”, qui permet de représenter des situations complexes ol ¢(x) est
possiblement de dimension infinie, sera introduite.

3.1 Formulations primale et duale

Tel que discuté en introduction, les décisions d’investissement considérées dans ce
mémoire seront données par produit scalaire. Le cas le plus simple pour un espace
de décision est alors celui ot ’espace X des variables de marché ne subit aucune
transformation. L’espace @ correspond 87 alors & X et le scalaire de décision g{z)
est obtenu par produit scalaire g7z. On obtient donc ici le probleme sous la forme
primale :

n
A
;o -1 oT 2 — Zlgli?
mazlen)l(lser n i=EIU(nq x;) 2”4” (25)

Formulation primale 1

Par la théorie de I’optimisation convexe (voir par exemple le Lemme 6 de Nesterov
(2009)) on sait qu’une solution § existe et qu’elle est unique. En supposant que p =
dim X, on peut alors exprimer ¢ comme une combinaison de p coordonnées.

Cependant, § peut aussi étre exprimé comme une combinaison linéaires des 1 observa-
tions {z1,...,2,}. Autrement dit, il existe un vecteur & € %" tel que § = =74, o
= € #"™*P est la matrice des observations,

6. En fait, pour étre exact, ¢ : X — 4 étant une fonction, il est plus exact de faire correspondre Q a
I’espace dual X*. Mais par le théoréme de Riez, 2 tout vecteur v € V' d’un espace vectoriel, il existe un
unique vecteur dual v* € V* (noté v7 en dimension finie). On peut donc se contenter de faire correspondre
QaXx.

7. Ici aussi on fait une approximation : @ ne correspond pas nécessairement 2 X, mais bien 2 ZP ol
p = dim X. En effet, X représente le support du vecteur aléatoire de marché et est possiblement borné,
alors qu’on ne veut pas imposer une telle restriction 2 Q. Cependant la notation demeure plus claire ainsi.
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1l suffit en effet de remarquer que I'espace Q@ = X peut étre décomposé comme la
somme directe du sous-espace vectoriel X engendré par =7 et son complément or-
thogonal XL ie Q= X BXt . Ainsi, tout vecteur de décision ¢ € Q s’exprime
comme la somme de & € X et #- € X, deux vecteurs orthogonaux (voir les appen-
dices de Boyd and Vandenberghe (2004) ou Mohri et al. (2012)). La fonction objectif
EU,, évaluée au point ¢ = & + & choisi arbitrairement se simplifie alors ainsi :

EU)(q) = EU5(8 + 27) (26)
=S (s (3 + 54) i) - g||z+§;i|12 an
3=1
n )\ R
<n! Zu(r,- Tz — §||$||2 (28)
= EU,\(%), (29

puisque, par définition, (£)7z; = O pour toute observation z; et que d’autre part
112 < [|2)|2 + |l#H]|1* = |lgl|*. Ainsi, toute solution § repose bien dans 1’espace
colonne de =7

Cette observation (qui correspond en fait au célebre théoreme de la représentation :

voir Scholkopf and Smola (2001) pour un traitement rigoureux de 1’apprentissage par

noyau) peut se révéler trés utile car elle permet de changer le domaine d’optimisation

de X a Z™ par P'identité § = =7 &. Autrement dit, le probléme d’optimisation devient
“ A

maxngrz;lser n! Zu(n oT=x;) §aT=':Ta (30)

=1

On peut simplifier cette expression en posant K = Z=7 € ™"

n
A
s -1 ey DT
m%)‘(émiser n E u(r; K;a) ¢ Ka, 31

i=1

Formulation duale 1

ol E —1 J = K; € %" représente la i¢ colonne (ou rangée car K est alors symé-
tnque) de K. En fait K correspond 2 la matrice gramienne, i.e. 1a matrice des produits
scalaires de toutes les observations z;.

On peut par ailleurs remarquer que ce résultat était déja annoncé par le cas spécial
ol I'utilité de I'investisseur est risque neutre. On a souligné en introduction que dans
un tel cas, la solution optimale pouvait effectivement s’exprimer comme une moyenne
pondérée des n observations (voir aussi le Lemme 1 en Appendice B.1) :

1
Q—a;nmi (32)
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et on obtient donc & = (nA)~!r.

3.2 Transformations non linéaires

Le cas Q = X est cependant trop simple pour rendre compte de certaines géométries
de probleme. En fait, certaines géométries du probleme peuvent donner lieu a des si-
tuations oit aucune solution n’est vraiment satisfaisante. Par exemple, le panneau a) de
la Figure 4 présenterait a I’investisseur un dilemme de taille puisqu’aucune fonction de
décision affine ne permet d’attribuer un investissement positif aux rendements positifs
ou un investissement négatif aux rendements négatifs. Il s’agit du probléme XOR bien
connu en apprentissage machine.

Afin d’enrichir I'espace de politiques d’investissement atteignables, il est alors naturel
de définir une transformation non linéaire de ’espace X par une fonction ¢ : X —
¢(X). Par exemple, si X € Z, i.e. seule une variable de marché est considérée, alors
on peut chercher une solution polyndmiale en posant la transformation suivante :

1
T

2
oz | T ]. (33)

2k
Cette transformation se généralise en plusieurs dimensions en considérant aussi les

termes croisés.

En notant (-, -) le produit scalaire de 1’espace ¢(X ), le probléme consiste alors a trou-
ver un vecteur optimal ¢ € Q@ = ¢(X) de fagon a

n
A
aximise; =t i \d, P\Zi))) — 5 . 34
mqe;sr(r;l()r n iE=IU(TZ(q #(x:))) 2||Q|| (34

Formulation primale Il

Mais puisque le théoréme de représentation s’ applique encore, ¢ peut aussi s’ exprimer

comme une combinaison linéaire o des observations {¢(z1), ..., ¢(zn)}:
" A
. . = ) 3 -~ I
maximiser 7 ;Zl u(ri Kia) 5 Ka. (35)

Formulation duale 11

Cette fois par contre K;; = (¢(z;), ¢(z;)); chaque élément de K représente le pro-
duit scalaire des éléments ¢(z;). Une fois qu’une solution & est obtenue, la décision
optimale est donnée par §(z) = Y 1| ;i (p(s), d(z)).
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FIGURE 4 — Ensemble d’entrainement XOR. Au paneau a), aucune décision linéaire
ne permet d’attribuer a des rendements positifs une décision d’investissement positive,
et de la méme facon pour les rendements positifs. Le panneau b) présente la solution
optimale avec transformation quadratique lorsque u(r) = —e™" + 1et A = 0.1
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Le panneau b) de la Figure 4 illustre comment une transformation quadratique permet
de résoudre le probléme XOR.

3.3 Fonctions de noyau

Ainsi, pour toute transformation ¢ : X — ¢(X), quelle que soit la dimension de
I’espace ¢(X), on peut exprimer la décision optimale a partir d’'une optimisation sur
n dimensions. En outre, ce programme d’optimisation ne dépend plus que du produit
scalaire entre ces observations transformées. De plus, on peut dans bien des cas court-
circuiter le calcul de ce produit scalaire par une fonction noyau k : X x X — Z telle

que k(zi, ;) = (B(z:), $(25))-

Par exemple, dans I’exemple 4 une dimension discuté plus haut, il suffirait de poser
K(Zi, z5) = 1 + 25z + (225)* + - + (2iz;)". (36)

Fvidemment, dans un pareil cas le gain est assez faible puisqu’on a uniquement réar-
rangé I’ordre des opérations. Mais, il est alors possible de circonvenir complétement la
transformation ¢ et de ne représenter sa non linéarité qu’a partir de x. Par exemple, le
noyau gaussien
2
Ly =iL5

K(z3,2;) = exp (—”z—%zi) 37N
permet de calculer directement le produit scalaire {¢(z;), #(z;)) d’observations ¢(x;)
et ¢(z;) de dimension infinie (Mohri et al. (2012); Scholkopf and Smola (2001)).

Choisir adéquatement le noyau est alors une tiche cruciale du modele puisque tout
noyau « induit une géométrie particuliere du modele; il peut alors étre impossible de
déterminer une fonction de décision g pourvue de bonne performance si le noyau ne
correspond pas 4 la géométrie de la loi de marché M.

11 faut par ailleurs imposer une contrainte supplémentaire  la classe des noyaux pos-
sibles. En effet x(z;, z;) représente un produit scalaire dans ¢(X) et est donc tenu de
respecter les popriétés algébriques de celui-ci. Notamment, » doit satisfaire I’inégalité
de Cauchy-Schwartz :

K@i, 25)* = ($(=3), $(25)) (38)
< llgza)lllid(z;)ll (39)
= k(zi, zi)w(25, 25). (40)

Mais plus précisément, le noyau  doit étre une forme symétrique bilinéaire définie
positive sur X (voir encore Mohri et al. (2012); Scholkopf and Smola (2001)).
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3.4 Espace de décision vectoriel

Enfin, cette fonction noyau est également en mesure d’induire un espace de décision
par la relation @ = k(X ). L'espace de décision ainsi obtenu est alors un espace de
Hilbert a noyau reproduisant, et donc un espace vectoriel. Autrement dit, les opéra-
tions comme la norme, 1’addition ou le produit scalaire sont supportés et peuvent étre
appliquées sur des fonctions de décision g € Q. Dans le cas linéaire, on revient au cas
ot Q correspond au dual de X .

On peut de surcroit introduire une nouvelle notation qui offre une symétrie avec le cas
linéaire. En notant

[V: X —>Q (41)

) = x(,) 2)
la transformation d’un point z € X vers sa fonction dans Q et

(1:Q@— Q" (43)

(d =q (44)

I’élément dual d’un élément de Q, on peut obtenir I’identité

q(z) = (g|x), (45)

c’est a dire le produit scalaire entre g et |x). Par exemple, on peut alors exprimer la
solution du probléme 2 utilité neutre au risque simplement comme

D
i== i;n-lxi), (46)

quel que soit le noyau ou la transformation employé.

3.5 Conclusion

La méthode des noyaux, qui permet de généraliser toute transformation non linéaire ¢,
est d’une grande capitale dans ce travail puisqu’elle admet alors des politiques d’in-
vestissement complexes (telle qu’illustré par le probléme XOR), tout en conservant
les avantages offerts par un algorithme de maximisation d’utilité espérée convexe qui
seront présentés a la section suivante.

Enfin, la Figure 5 offre a titre d’exemple les solutions quadratiques et gaussiennes
obtenues sur I’ensemble d’entrainement fictif de la Figure 1. Notamment, bien que la
transformation quadratique du panneau a) ne soit toujours pas en mesure de suggérer
un investissement cohérent avec toutes les observations, on constate cependant que la
transformation gaussienne b) y parvient sans probléme.
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FIGURE 5 — Deux solutions au probleme de la Figure 1. En utilisant un noyau qua-
dratique (panneau a)), on obtient une plus grande complexité, mais certains points de-
meurent mal “classés”. Par contre, au panneau b), le noyau gaussien offre une flexiblité
suffisante pour bien classer toutes les observations. Dans les deux cas, une utilité de
u(r) = —e™” + 1 et une régularisation A = 0.1 ont ét€ employés. Le noyau gaussien
a une bande passante o = 1/2.




4 Garanties statistiques

Et nous avons aussi des Maisons consacrées aux Erreurs des
Sens [...] Ce sont 12, 6 mon fils, les richesses de la Maison
de Salomon.

Francis Bacon
NEW ATLANTIS

La section précédente était dédi€e a I’approche algorithmique du probleme : comment,
donnés un ensemble d’entrainement et un espace de décision @ induit par un noyau «,
une fonction de décision § : X — Z permettant de prescrire un investissement pouvait
étre déterminée. Cette section sera consacrée aux garanties statistiques de cette décision
4. Afin de parvenir 4 ces garanties, certaines hypothéses devront étre formulées afin de
garantir qu’une solution § donne lieu 2 une erreur bornée. On pourra ainsi énoncé
un théoréme sur 1’erreur de généralisation maximale, exprimée en terme d’utilité et
d’équivalent certain. Par la suite, le probléme sera approché d’un point probabiliste
(en terme de variables aléatoires) afin de comparer les performances de la décision
optimale d’investissement sur M par rapport a la décision empirique, ce qui permettra
deux autres théorémes (1’un en util, ’autre en équivalent certain) sur 1’erreur de sous
optimalité. Enfin, 1a Section 4.4 portera sur I’influence de la dimensionalité de I’espace
Q sur la qualité des bornes alors obtenues.

4.1 Hypothéses et discussion

Certaines bornes devront d’abord étre posées afin d’étre en mesure d’obtenir des résul-
tats finis : ce sera en fait le prix a payer pour 1’absence de contraintes sur la forme de
la loi de marché M, notamment sur 1’amplitude de ses moments.

Hypothése 1. La norme d’une observation est bornée : pour tout x € X, k(z,z) <
52

Hypothese 2. Le rendement aléatoire est borné : |R| < F.

Hypothese 3. Un investisseur est doté d’une fonction d’utilité u concave, monotone
et standardisée, c’est-a-dire que u(0) = 0 et 1 € Au(0)%. De plus, u est défini sur

P’ensemble de 2. Enfin, u est y-Lipschitz, c’est-a-dire que pour tout 71,79 € %,
[u(r1) —u(r2)| < 7ylrs —ra|.

Avant d’aller plus loin, il convient de discuter de la plausiblité de ces contraintes. Ce-
pendant, compte tenu de 1’aspect central de la premiére hypothése, une discussion ap-

8. Ici, u(r) signifie I’ensemble des sur-gradients de u. Dans le cas dérivable, cela revient 2 la notion
de gradient (ou de dérivée dans le cas 2 une dimension). Dans le cas continu, du(r) est ’ensemble des
gradients de fonctions affines “touchant”  u(r) et supérieures 2 u(r) pour tout r du domaine). Voir Boyd
and Vandenberghe (2004); Rockafellar (1970)
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profondie ne sera abordée qu’a la section 4.4.

Bien que la deuxiéme hypothese puisse paraitre limitante, si on définit les rendements
selon Iinterprétation classique d’un changement de prix p, i.e., 7 = Ap/p, on consta-
tera que 7 est nécessairement borné par -100%. De plus, selon la période de temps
pendant laquelle Ap est mesuré, il y a forcément moyen de limiter 1’accroissement
dans le prix, pour autant que At soit suffisament court.

La troisiéme hypothese est davantage contraignante. Elle exclut d’emblée plusieurs
fonctions d’utilité courantes ; par exemple ’utilité logarithmique et racine carrée puis-
qu’elles ne sont définies que pour %.. Une utilité quadratique, comme celle de Mar-
kowitz est également inadmissible puisqu’elle est non-monotone. Les utilités de forme
exponentielle inverse u(r) = p(— exp(—r/p)+ 1) de paramétre p1 > 0 violent quant 2
elles 1a condition Lipschitz. On peut cependant définir une utilité exponentielle a pente
contrdlée, ¢’est A dire dont la pente devient constante lorsque r < r¢. La Section 5 em-
ploiera une telle fonction d’utilité pour illustrer numériquement ces résultats. En outre,
une utilité qui serait définie par morceaux linéaires serait parfaitement acceptable.

4.2 Garantie de généralisation

Soit Q un espace de décision induit par un noyau  : X x X — Z et soit un ensemble
d’entrainement S, = {(z;,73)}7; ~ M™ échantilloné a partir de la distribution de
marché. Alors on peut définir I’algorithme de décision Q : M™ — Q par

Q(8n) = argmax EUX(Sn, 9) (47
qEQ
ol
EU(S1,0) = BU(Sn,0) — 5 lal? @)
et i
EU(Sp,q) =n"! Z u(r g(z;)). 49)

i=1

L'erreur de généralisation ¢ : M"™ — Z de cet ensemble d’entrainement est alors
définie par
E(Sn) = EU(Sn, Q(Sn)) — EU(Q(S0))- (50)

Ainsi, plus 'erreur de généralisation f est élevée, plus I'investisseur sera dégu par
1utilité espérée de la fonction de décision § par rapport a ce qu’il aura observé en
échantillon. Le théoréme suivant établit de fagon probabiliste la différence maximale
de ces deux mesures de performance :

Théoréme 1 (Borne sur ’erreur de généralisation (util)). Avec probabilité d’au




moins 1 — 6,

5 22727 | (497 7+ P \/W
WSS~ 5 - 51

Tel que discuté, un investisseur sera avant tout concerné par 1’erreur de généralisation
hors échantillon exprimée en équivalent certain :

8u(Sn) = CE(Sp, Q(Sn)) — CE(Q(Sn)) (52)

od CE = u~! o EU et CE = u~! o EU dénotent I’équivalent certain en et hors
échantillon. Le Théorgme 2 fournit alors a I’investisseur la déviation maximale que
peut subir I’équivalent certain hors échantillon par rapport au rendement équivalent en
échantillon.

Théoréme 2 (Borne sur ’erreur de généralisation (rendement)). Avec probabilité
d’au moins 1 — 6,

LS < 1 (272F2£2+(472+7+1)F2£2 log(1/5)> -

Au(CE) An A 2n
ot CE = CE(S,, Q(S)).

Ces deux théorémes sont démontrés a I’ Annexe B.2.

Le rythme de décroissance de O(n~'/2) permet tout d’abord d’appréhender dans quelle
mesure un large échantillonage est nécessaire pour obtenir un degré de confiance suf-
fisament élevé sur 1’erreur hors échantillon. On notera de plus I’influence de plusieurs
facteurs sur la qualité de 1a borne (la discussion sur I'influence du terme £2 est repoussé
ala Section 4.4).

Ainsi, la constante et le terme du sur-gradient inverse du ™! (C/‘E) sont tous deux sus-
ceptibles de dégrader considérablement la borne, particulierement lorsque I’investis-
seur est doté d une utilité trés averse au risque ; dans des cas extrémes, par exemple une
utilité exponentielle inverse, ces deux valeurs divergeront trés rapidement. Il convient
cependant de prendre note que la constante Lipschitz est globalement plus importante
puisqu’on considére son carré. 1l devient alors essentiel de contrdler 1’agressivité de
I’algorithme en choisissant des valeurs élevées pour la régularisation A de maniére a
chercher une utilité espérée relativement proche de (0).

On constate par ailleurs le réle de premier plan que joue le terme de régularisation.
Avec une régularisation élevée, on obtiendra sans surprise une borne trés serrée. Ce-
pendant, une valeur trop élevée de ) risque d’entrainer des décisions d’investissement
possiblement trop modestes. En pratique, il est donc primordial de faire une validation
croisée sur A pour déterminer le meilleur compromis entre la variance des résultats et
I’objectif a atteindre. Cela dit, la question du rythme de décroissance approprié pour A
sera abordé a la prochaine sous-section.
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4.3 Bornes de sous-optimalité

Jusqu’ici, les efforts théoriques ont été déployés pour déterminer comment se com-
portait la fonction de décision § = Q(S,) dans un univers probabiliste par rapport
2 I’univers statistique dans lequel elle avait été construite. Notre attention va mainte-
nant se tourner vers la performance de § dans I’univers probabiliste par rapport 2 la
meilleure décision disponible, c’est 2 dire la solution g* au probléme de

ma);ierréiser EU(q) (54)
ou
EU(q) := Eu(Rq(X)). (55)

1l convient cependant de réaliser que I’existence d’une décision optimale ¢* finie n’est
pas assurée. En effet, supposons d’une part que 1’on dispose d’une utilité neutre au
risque u;, telle que u; () = 7. On pourrait alors définir 1a décision suivante :

4= aE(R|X)) (56)

ol on rappelle que | X) = x(X,-). On aurait alors, du fait de la linéarité du produit
scalaire,

E1(q) = E(Rq(X)) (57
= E{q|(R|X)) (58)
= (9| E(R| X)) (59)
=allq|* > 0. (60)

On peut alors obtenir une utilité espérée non bomée a mesure que o — oo. Pour
empécher une telle situation de se produire, on introduit 1’hypothése suivante. Elle
exclut toute forme d’utilité A pente constante pour 7 > 7o, notamment 1’ utilité risque
neutre.

Hypothese 4. L'utilité croit sous-linéairement, ie. u(r) = o(r).°

Une autre hypothése est maintenant nécessaire pour s’assurer que ¢* soit borné : 1’ab-
sence d’arbitrage. D’un point de vue strictement financier, cela fait certainement du
sens en vertu de 1’efficience des marchés, version semi-forte (voir Fama (1970)). Cette
hypothése précise en effet qu’un investisseur doté de toute 1’information publique dis-
ponible au sujet d’un titre risqué ne devrait pas pouvoir étre en mesure de “battre” le
marché sans prendre de risque. D’un point de vue théorique, ceci exige en fait qu’il n’y
ait pas de région dans X telle que tous les rendements s’y produisant soient nécessai-
rement positifs ou négatifs. Ainsi, méme en ayant une conaissance parfaite du monde,
il subsistera toujours un terme de bruit rendant incertain la réalisation des rendements.

9. Mathématiquement, on exige donc que u(r)/r — 0.
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Hypothése 5. Pour toute région X C X,
P{R>0|X e X} <1 (61)

et
P{R>0|XeX} <1 (62)

Ces deux hypothéses supplémentaires permettent alors de montrer que g* est bien
borné, i.e. que ||g*|| est fini. En effet, on peut alors décomposer ¢ = s6, tel que ||8]] = 1
et s > 0;si g = 0 alors la décision est déja bormée. Ainsi, on peut poser notre pro-
bléme d’optimisation comme la recherche d’une “direction” § € Q et d’une magnitude
S EXR.

En premier lieu, I’hypothese 5 entraine en particulier qu’il existe § > 0 et p > O tels
que
P{R-6(X)< -4} >0 (63)

pour tout # et s. Définissons maintenant une variable aléatoire 4 deux états : B = —4
avec probabilité g et B = 7£ avec probabilité 1 — o. Puisque R-8(X) < 7€, on a alors
que, pour tout r € R,

P{B>r}>P{R-0(X)>r} (64)
Mais puisque par hypothése u est concave et puisque que B domine stochastiquement

R - 0(X), on a nécessairement que Eu(sB) > Eu(R - s6(X)), pour tout s > 0 (voir
Eeckhoudt et al. (2005)). Or, par hypothése de sous-lin€arité on obtient que

lim Eu(R - 56(X)) < lim u(sB) (65)
= lim (ou(~s8) + (1 - u(s6)) ©6)
< all)r{olo —086 + (1 — p)o(s) = —o0, 67)

ce qui démontre bien que s est borné et donc que g¢* est fini.
On est alors en mesure de définir ’erreur de sous-optimalité en util {(S,,) par

¢(Sn) = EU(Q(S,)) — EU(g*) (68)
et Perreur de sous-optimalité en rendement (.(S,) par

Ce(Sn) = CE(Q(Sn)) — CE(q"). (69)

Ces deux notions d’erreur indiquent alors, en terme d’util ou de rendement, a quel point
la performance hors échantillon est éloignée de la performance suivant la politique
optimale g¢*. Il faut bien comprendre que, puisque § est déterminé suivant un objectif
régularisé, méme lorsque n — oo jamais cette erreur de sous-optimalité ne pourra
étre nulle. En fait, il faudrait décroitre le facteur de régularisation A pour que ¢ puisse
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converger vers une erreur nulle.

Les deux théorémes suivant précisent comment se comporte 1’erreur de sous-optimalité
de 1a solution § = Q(S,).

Théoréme 3 (Erreur de sous-optimalité (util)). Avec probabilité d’au moins 1 — &
sur I’ensemble d’entrainement S,,, ’erreur de sous optimalité en util est bornée par

8v2£2(32 + log(1/8))  4yF€? [32+1og(1/8) =~ A .u2
¢(Sn) < " TV " +§|Iq | (70)

Théoréme 4 (Erreur de sous-optimalité (équivalent certain)). Avec probabilité d’au
moins 1 — 4 sur I’ensemble d’entrainement S, I’erreur de sous optimalité exprimée en
équivalent certain est bornée par

1 [ 87%€%(32+1log(1/%)) | 4y7€* [32+1og(1/8) & A, .
CE(STL) < 8U(CE) ( An + A n + Ellq ”2) 3

1)
oit CE = CE(Q(S,)) représente I’équivalent certain de la politique § = Q(S,)
hors échantillon. Cette quantité étant inconnue, on lui substituera son approximation
CE(Sn, Q(Sn)).

Voir I’ Annexe B.2 pour une démonstration.

Les bornes de sous-optimalité convergent ainsi environ 2 la méme vitesse que celle
de généralisation, ¢’est-a-dire 2 un rythme de O(1//n). Bien sir, une différence ma-
jeure est la présence du terme ||g* || qui est a priori impossible 2 déterminer, dans la
mesure ol aucune hypothése n’est faite sur la distribution de M. En fait, ces bornes
de sous-optimalité établissent rigoureusement de quelle facon la régularisation devrait
étre décrue afin de s’assurer de converger vers la solution optimale tout en contrélant
I’erreur de généralisation. De facon schématisée, I'erreur de sous-optimalité progresse
de la fagon suivante :

(<o) + o), (72)

etil y a alors un choix a faire. Le premier terme, qu’on retrouve aussi dans 1’erreur de
généralisation, quantifie I’amplitude possible d’erreur die & un échantillonage limité,
alors que le deuxieme terme quantifie la sous-optimalité dans une situation asympto-
tique n — oo. Un investisseur prudent pourrait alors vouloir étre dans une situation
proche de A = O(1) qui offre de meilleures garanties hors échantillon. A I’inverse,
un investisseur compétitif et soucieux d’obtenir une faible erreur de sous-optimalité
cherchera plutdt 2 décroitre A 3 un rythme de 1'ordre de A = o(n~'/2). Son erreur
de généralisation restera a peu prés constante, mais il se rapprochera rapidement de la
solution optimale. La Section 5 sera I’occasion de mesurer en pratique la validité€ de
ces ordres de convergence.

En dernier lieu, il convient peut étre de discuter rapidement de cette solution optimale
g*. Car il ne faut pas la confondre avec la meilleure décision compte tenu du marché
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M :il s’agit plutét de la meilleure décision donnée par 1’espace Q capable d’optimiser
I'utilité non-régularisée. Autrement dit, ¢* sera limité par la complexité de 1’espace
Q. Par exemple, 1a décision optimale pour une loi de marché semblable a 1’exemple
XOR présenté 2 la figure 4 sera de faible qualité si le noyau choisi est linéaire. Tel que
discuté, il est donc particulierement important de choisir avec soin un noyau capable
d’exploiter 1a loi de marché. Malheureusement, il revient a I’investisseur de conduire
cette tache.

4.4 Garanties et dimensionalité du probléme

Toutes les bornes considérées jusqu’a présent ont été dérivées sans faire apparaitre ex-
plicitement la relation qui les lient avec avec la dimension p de ’espace Q ; autrement
dit, on a implicitement considéré que cette dimension était constante. Cependant, a
mesure qu’on ajoute de nouvelles variables de marché, on s’expose en fait a un risque
de généralisation et de sous-optimalité croissant puisque @ dispose alors de degrés de
liberté supplémentaires.

La premiére chose 2 prendre en considération est 1’effet du noyau « ou de la projection
¢ : X — ¢(X) sur la dimension de Q lorsqu’on ajoute 2 X de nouvelles variables de
marché. Dans le cas le plus simple o @ = X, alors nécessairement la dimension des
deux espaces concordent :

dim @ = dim X = p. (73)

Par contre, si on considére par exemple un noyau polynomiale de degré 2 tel que
k(zs,25) = (xF ;)% alors dimQ = (p + 1)(p + 2)/2. En fait, (voir Mohri et al.
(2012) ou Bishop (2006)), si un noyau polyndmial de degré k est utilisé, alors

k
dimQ = (pzk) =%H(p+j)=0(n")- (74)
1

Néanmoins, on a vu 4 la Section 3 que la solution ¢ d’un probléme donné pouvait étre
obtenue indépendamment de la dimension de Q. Toutefois, cette dimension jouera un
role dans la borne k(z,z) < ¢2 qu’on retrouve dans les bornes de généralisation et de
sous-optimalité des Théoremes 1, 2, 3 et 4.

Si on prend le cas simple d’un noyau linéaire, cette variable correspond alors simple-
ment A la norme maximale du vecteur d’information : £2 = esssup || X ||2. Par contre, si
on avait plutdt employé un noyau polyndmial de degré k, en supposant que | X||? < »2,
la borne a employer serait donnée par

(X, X)=(XTX +1)* < (2 +1)x (75)
Par contre, les noyaux de forme s(2;,2;) = s(||lx; — x;]|) (comme par exemple le

noyau gaussien) auront nécessairement une borne £2 constante puisque x(z, z) = £(0)
peu importe la dimension initiale de X.
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On comprend cependant de cette discussion que dans le cas ol x n’impose aucune
borne naturelle au produit scalaire des transformations ¢, il est nécessaire de prendre
les mesures nécessaires pour faire respecter la contrainte x(z,z) < £2. Mais il y a en
fait plusieurs facons d’y parvenir. Pour ce faire, nous allons considérer a des fins de
simplification uniquement le cas linéaire ob x(z;, z;) = =7 x;.

D’abord, on peut décider d’imposer une borne rigide 4 chaque variable de marché :
X? < v?. On alors

P
KX, X) =) X7 <|v|* (76)
j=1

Pour ce faire, on peut supposer que les variables sont déja bornées naturellement : en
utilisant notre connaissance du domaine, on peut juger que chacune de ces variables ne
peut qu’avoir des réalisations dans un intervalle fini. Mais on peut également saturer
les variables de marché par une certaine borne v;. Par exemple, une variable de marché
X; dont I’amplitude est incertaine pourrait &tre ainsi remplacée par la variable X -

% X; 1X5| < v 17
J signe(X;)v; | Xj| > v,

quitte 2 introduire une nouvelle variable de marché indiquant si b'e ; est saturée ou non.

Tl y a également une autre fagon d’obtenir une borne sur || X ||2 sans limiter individuel-
lement le support de chaque variable de marché. Plusieurs théorémes, en utilisant des
hypotheses plus ou moins fortes, permettent en effet d’affirmer qu’un phénomene de
concentration de la norme aléatoire || X ||* autour de E || X||? aura lieu 2 mesure que p
croit.

Par exemple, si les variables de marché X; sont indépendantes 'une a I’autre et que
X7 a une distribution sous exponentielle ', I'inégalité de Bernstein implique qu’avec

probabilité 1 — 4,
2wlog(1/6
X2 - ElX|?) < 4| =222 °i( /9) (78)

ol w caractérise || X ||2. Autrement dit, 2 mesure que p croit, la norme || X ||? sera forte-
ment concentrée autour de son espérance. En supposant que chaque variable est stan-
dardisée, alors E || X ||* = >7F_, X7 = p, puisque les composantes X; sont indépen-
dantes. Ainsi, £2 ~ p avec haute probabilité.

En fait, on peut parvenir au méme type de constat en n’utilisant que I’inégalité de
Markov. Ainsi, quelle que soit la loi de M, on aura

P{IX|? 2 tE|XIP}h< 9)

10. Tel est le cas par exemple de Z2 lorsque Z ~ 4(0, 1). Précisément, une variable aléatoire Z est

sous exponentielle s’il existe deux parametres v et 5 non négatifs tels que E erZ-E2) < A2 pour
tout [A| < B~1. Voir Boucheron et al. (2013).
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et on retrouve donc une fois de plus, dans des conditions beaucoup plus générales, une
concentration autour de E || X ||2.

En fait, le point A retenir est que £2 = (O(p) dans un contexte d’hypotheses assez
faibles sur la loi de marché. C’est & dire que les bornes dérivées aux Théorémes 1, 2,
3 et 4, qu’on croyait O(n~'/2) sont en fait O(pn—'/2). Ces bornes exposent donc un
danger potentiel 2 un investisseur. Par exemple, dans un régime qu’on pourrait qualifier
de big data ot p = O(n), les bornes sur I'erreur de généralisation et de sous optimalité
seraient en fait divergentes! 2 un rythme O(n'/2). 11 faut en fait imposer un rythme
p = w(nl/ %) pour s’assurer d’une convergence vers une erreur nulle.

Nous verrons cependant 2 la Section 5 le comportement de I’erreur empirique par rap-
port a ces ordres de grandeur asymptotiques. En particulier, il faut bien comprendre
que ces garanties forment une borne supérieure impliquant gu’au plus V’erreur croit 2
un rythme O(p). Cependant, cette discussion n’est valide que dans le cas particulier
des noyaux linéaires. Les noyaux gaussiens conservent quant a eux une indépendance
par rapport 4 la dimensionalité, alors que les noyaux polynomiaux I’exacerbent; pour
un noyau de degré k il devient plus juste d’indiquer

{ < O@p*/a/n). (80)

4.5 Conclusion

Cette section a permis d’obtenir des garanties probabilistes sur les erreurs de générali-
sation et de sous-optimalité de I’ équivalent certain. Dans les deux cas, une décroissance
de O(£2/n~1/2) a lieu. On a également indiqué de quelle fagon devrait étre réduit le
facteur de régularisation A pour conserver ces garanties tout en convergeant vers une
erreur de sous-optimalité nulle.

La Section suivante illustrera empiriquement le comportement de ces garanties. En em-
ployant un environnement contrdlé, il sera possible d’établir si ces bornes sont serrées
ou non, et si elles permettent bien de déduire 1’ordre de décroissance de I’erreur.
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5 Expériences empiriques

L’expérience instruit plus sirement que le conseil.

André Gide
LES FAUX MONNAYEURS

Cette section sera 1’occasion de valider numériquement les garanties présentées a la
Section 4 quant aux erreurs de généralisation et de sous optimalité inhérentes a 1’algo-
rithme d’investissement présenté dans ce mémoire.

1l va sans dire que le cadre théorique général qui a été développé jusqu’a maintenant
présente plusieurs paramétres (dimensionalité du probleme, loi de marché, fonction
d’utilité, noyau employé, etc.); tous les décrire représenterait une tache titanesque,
aussi certains choix devront étre faits pour restreindre la quantité de paramétres étudiés ;
la Section 5.1 énumérera le choix fait pour chacun de ces paramétres.

Par la suite, les Sections 5.2, 5.3 et 5.4 étudieront la qualité des garanties de générali-
sation et de sous optimalité dans un contexte o, respectivement, la taille de I’échan-
tillonage augmente (n variable, p constant), la taille de 1’échantillonage est fixe mais
la dimensionalité du probléme augmente (n constant, p variable) et enfin, la taille de
I’échantillonage et de la dimensionalité augmentent toutes les deux, mais a des rythmes
différents.

5.1 Méthodologie

Noyau Le noyau employé dans nos expériences sera linéaire, i.e. g(z) = gTz. En
particulier, ¢’est avec un tel noyau que la dépendance entre la dimensionalité du pro-
bléme et les erreurs de sous optimalité et de généralisation se caractérise le plus facile-
ment (voir Section 4.4).

Fonctions d’utilité Chaque expérience sera conditionnée par une fonction d’utilité
exponentielle Lipschitz LEU, définie algébriquement par

r r<0
LEU,(r) = {M(l B e_'/“) r>0° @1

pour 4 > 0 (voir ia Figure 7). Cette famille de fonctions d’utilités est intéressante pour
deux raisons : de telles fonctions ont toutes un coefficient Lipschitz y = 1 et leur pa-
rametre 1 > O permet de quantifier facilement 1’aversion au risque qu’elles convoient,
it = oo correspondant 2 une attitude neutre au risque et z = 0 correspondant a 1’ atti-
tude extrémement averse ol aucune utilité n’est accordée aux rendements supérieurs a
zéro (semblable aux fonctions de perte hinge loss en classification).

La fonction d’utilité inverse LEU;1 : U — R, nécessaire pour exprimer en terme de
rendement équivalent les erreurs exprimées en util, est illustrée 2 la Figure 8. On peut
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vérifier algébriquement que

r r<0

—plog(l—r/p) >0 ®

LEU,'(r) = {

Finalement, les bornes d’erreur de généralisation et de sous optimalité, lorsqu’elles
sont exprimées en équivalent certain, font intervenir I'inverse multiplicatif 1/8,u(r)
du sous-gradient de la fonction d’utilité. Dans le cas d’une utilité LEU,, cet inverse
correspond simplement & I’inverse de la dérivée de LEU , et est donc donné par

d ot 1 r<0
(E;LEU“(T)) = {er/“ r> 0 . (83)

Régularisation Sauf exception, le facteur de régularsation A = 1 sera employé au
cours de toutes les expériences.

Loi de marché La loi de marché M sera construite en deux temps. D’abord, une loi
de marché théorique M € ZP+1*P+1 sera construite selon la méthode présentée au
prochain paragraphe. Puis, un échantillon fini M ~ A%0% de 5000 points en sera tiré
afin de former une loi de marché discréte M a partir de laquelle toutes les expériences
seront réalisées. En quelque sorte, M fournit alors une approximation 4 M, mais per-
met de déterminer exactement des statistiques qui ne pourraient autrement n’étre qu’es-
timées, comme I'utilité hors échantillon EU(g) d’une politique g, 1a décision optimale
g* ou I'utilité espérée optimale EU™* de la loi de marché.

Pour construire la loi théorique M, chacune de ses lois marginales X;,..., Xz et R
sera décrite par une variable aléatoire Rademacher (retournant +1 avec probabilité
1/2). La dépendance entre ces lois marginales sera modélisée par une copule gaus-
sienne dont la matrice de corrélation X sera de la forme

X1 - X; R
X, I
y— Inxp p |, (84)
X5 ’ |
R —  p — 1
avec
p= ( % T 1_;5) (85)
sauf exception.

Le parameétre € > 0 permet de quantifier I’idée que cette loi de marché n’admet pas
d’arbitrage puisque R conserve alors une faible indépendance par rapport aux variables
de marché X ;. La Figure 6 présente 1000 réalisations de cette loi de marché M lorsque
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P = 2. Chaque point indique une réalisation de la loi normale multivariée de matrice
de corrélation X. Les lois marginales Rademacher de M font s’“effondrer” ces valeurs
a leur signe ; les quatre histogrammes donnent la fréquence d’un rendement positif ou
négatif selon la valeur des deux variables de marché.

Par ailleurs, pour ce cas particulier de loi de marché théorique, on peut établir que la
corrélation entre X; et R correspond au tau de Kendall, i.e. Corr(X;, R) = % arcsin p.
Voir Rémillard (2013) pour des précisions.

La valeur ¢ = 0.05 sera employé au cours de toutes les expériences. De plus, on obtient
dans de telles conditions trivialement || X|| < { = /pet7 = 1.

Validation des garanties Les garanties énoncées a la derniére section s’appliquaient
de fagon probabiliste 2 1’ensemble des réalisations hors échantillon. Les expériences
suivantes mesureront, sauf exception, le 95¢ percentile d’erreur en employant m = 150
échantillons d’erreur. Le parametre § de confiance des deux bornes sera fixé 2 95%.

Plus précisément, m échantillons S,, seront tirés indépendamment et identiquement de
M?™. Chacun de ces m échantillons fournira une politique de décision § = Q(S,) dont
I’erreur de généralisation et de sous optimalité pourra alors étre calculée. Puis, de ces
m observations d’erreur, le 95¢ percentile d’erreur pourra finalement étre calculé.

Progression de ’erreur Bien que les garanties sur 1’erreur de généralisation et de
sous optimalité donnent une borne “numérique”, elles suggerent aussi une progression
de I'erreur O(p/4/n). On cherchera donc a vérifier cette “suggestion” en dévoilant
progressivement de nouveaux échantillons et/ou de nouvelles variables de marché afin
de vérifier I'évolution de 1’erreur par rappport aux garanties théoriques.

Au début de chaque expérience, un ensemble d’entrainement formé de 7 réalisation de
p variables de marché seront tiré de M. Puis, on exposera progressivement a 1’algo-
rithme n des 7 points et p des p variables de marché de cette ensemble d’entrainement
afin d’ obtenir peu 2 peu une meilleure représentation de M. Le tout sera répété m fois
(donc sur m ensembles d’entrainement) afin de pouvoir mesurer le 95¢ percentile des
deux types d’erreur.

Le premier ensemble d’expériences (Section 5.2) conservera p = 2 fixe et fera varier
n de 2 2 110. A la Section 5.3, ce sera la dimensionalité du probléme qui variera,
donc avec n = 10 fixe et p variant de 1 2 50. Enfin,  la section 5.4, la situation sera un
mélange des deux précédentes : plus en plus de points provenant d’un méme échantillon
sont présentés 2 1’algorithme, leur dimension dévoilée progressant en fonction de 7.

Environnement de calcul L’identification numériques des politiques optimales § se
fera a partir de I'implémentation CVXPYDiamond and Boyd (2016) et du solveur
ECOSDomahidi et al. (2013). Les calculs numériques se feront a partir de la librai-
rie BLAS et de I’interface NUMPY. Pour plus de détails, consulter
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r=-1r=1 r=-1 r=1

FIGURE 6 — Loi de marché théorique pour p = 2. Les points bleus et rouges indiquent
500 réalisations d’une loi normale multivariée avec matrice de corrélation 3. Les lois
marginales Rademacher de la loi de marché entrainent un “effondrement” des réalisa-
tions en Xo, X et R & leur signe. Les quatre histogrames présentent la distribution de
R par rapport 2 Xo = +1 et X; = +1. On constate par ailleurs I’absence d’arbitrage
d’une telle loi de marché puisqu’aucune région ne contient uniquement des rendements
positifs ou uniquement des rendements négatifs.
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FIGURE 7 — Comportement des fonctions d’utilité exponentielles Lipschitz LEU , se-
lon le parametre . L’ abscisse est I’axe des rendements, alors que I’ordonnée est celui
des utils. Le parametre p de chacune des instances LEU , permet de quantifier 1’aver-
sion au risque : un parametre p — oo indique une attitude neutre au risque, alors qu’a
1’autre extréme, un paramétre ¢ — 0 modélise une indifférence (utilité constante) aux
rendement positifs. Sur la branche négative, I’utilité correspond 2 la fonction identité,
sur la branche positive, LEU ,(r) = u(1 — e~ /*).
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FIGURE 8 — Utilité et utilité inverse. La fonction d’utilité permet de caractériser en utils
le rendement observé. L' util est cependant une notion abstraite qu’on peut réexprimer
en rendement 2 partir de Ia fonction utilité inverse. Une fonction LEU,, () tend asymp-
totiquement vers 4 2 mesure que r — oo. Inversement, LEU () — co & un rythme
logarithmique lorsque » — p. En effet, sur sa branche négative LEU;1 correspond &
la fonction identité, alors que sur la branche négative, LEU,* (1) = —plog(l — r/p).



5.2 n variable, p constant

L’objet de cette section est I’étude du cas canonique ot la taille » de I’ensemble d’en-
trainement S,, augmente progressivement afin de donner une meilleure représentation
de M.

5.2.1 Erreur de généralisation

On rappelle tout d’abord que 'erreur de généralisation d’une politique d’investisse-
ment g consiste & mesurer la différence entre 1’ utilité (resp. 1’équivalent certain) espérée
observée en échantillon et 1’utilité (resp. I’équivalent certain) eigérée hors échantilton,
ou, mathématiquement, de déterminer EU(q) — EU(q) (resp. CE(q) — CE(q)).

Avant de rentrer dans le vif du sujet, il peut étre intéressant de voir graphiquement
comment se comportent différents quantiles de 1’erreur de généralisation & mesure que
de nouveaux échantillons sont fournis a I’algorithme (i.e. 3 mesure que n augmente).
La Figure 9 illustre précisément ce comportement, en présentant 1’erreur en util et
en rendement. Puisque la variable de rendement R est bornée entre —1 et 1 et que son
espérance marginale est nulle, le panneau b) indique qu’avec un échantillon d’entraine-
ment formé de n = 10 observations de marché, I’ erreur maximale sera d’environ 40%.
Par ailleurs, comme la courbe du 1" quartile correspond & une erreur nulle, on peut
conclure que dans environ 75% des cas, la performance hors échantillon sera moindre
que celle observée en échantillon. Finalement, sans surprise, plus 7 est élevé, moins
I’erreur de généralisation sera importante et tous ses quantiles finiront par converger
vers une erreur nulle.

La Figure 10 illustre quant 2 elle la relation entre 1’aversion au risque (caractérisée par
le paramétre p de la fonction d’utilité LEU) et le 95¢ percentile d’erreur de généralisa-
tion en util et en équivalent certain. On constate en particulier qu’une faible aversion
au risque, toutes choses étant égales par ailleurs, entraine une plus grande erreur de
généralisation. On peut expliquer cette observation d’un point de vue géométrique,
puisqu’une aversion plus prononcée au risque vient ajouter de la courbure a la fonc-
tion d’utilité, et qu’en ce sens, cette courbure a le méme effet que I’ajout d’un terme
de régularisation \||g||? dans la fonction objectif de 1’algorithme. Or, comme 1'idée
méme de la régularisation est de permettre d’établir des politiques d’investissement
plus conservatrices qui favorisent des investissement moins importants, on comprend
donc qu’une aversion au risque élevée aura le méme genre d’effet et entrainera donc
une erreur hors échantillon plus proche de I’erreur d’entrainement.

A la Figure 11, c’est le 95¢ percentile d’erreur et sa borne théorique (6 = 5%) en
fonction de n qui sont illustrés, ce qui permet donc de constater la pertinence des
garanties théoriques offertes par 1’algorithme d’investissement. Ce qui frappe le plus,
¢’est surtout que la borne n’est pas exactement serrée, les deux courbes différant 1’une
de I’autre d’un ordre de grandeur (soit d’un facteur d’environ 10). Par exemple, il faut
attendre d’avoir environ n = 150 observations avant de pouvoir garantir une erreur
inférieure 4 100%, alors que le 95¢ percentile d’erreur empirique n’y est que de 5%.
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Néanmoins, il faut d’abord conserver a 1’idée que ces bornes sont valides pour toute
loi de marché M telle que £ < V2 et 7 < 1 et toute courbe d’utilité u de coefficient
Lipschitz 1. C’est toutefois avec cette forme particuliere de M (marges Rademacher)
qu’on a pu observer les bornes plus serrées. Mais d’autre part, si les bornes ne sont en
tant que telles pas particulidrement fortes, 1'ordre O(n~'/2) qu’elles indiquent semble
bien respecté empiriquement. Cette propriété est trés importante puisqu’elle permet 2
un investisseur de savoir de quelle fagon et a quel rythme décroit son risque d’erreur de
généralisation en fonction de la taille de son ensemble d’entrainement S,,.

11 peut en outre étre intéressant de décomposer ce 95¢ percentile d’erreur de généralisa-
tion en sa composante de performance en échantillon EU(4) et hors échantillon EU(4)
(Figure 12). Cette figure permet de constater que bien que la composante hors échan-
tillon posséde une utilité espérée positive, elle sera cependant beaucoup plus faible
que ce qui était anticipé par 1'utilité espérée en échantillon. De plus, la composante
hors échantillon demeure relativement stable et ¢’est 1a composante en échantillon qui
converge vers elle. De plus, cette figure permet de comptrendre comment on peut pas-
ser d’une représentation en util 2 une représentation en rendement suite a I’application
de la fonction utilité inverse LEU;1 : U — R (voir Figure 8). Puisque p = 1 ici,
cette utilité inverse a un effet plus prononcé pour des utilités proches de 1, et son effet
décroit pour des utilités plus faibles. Bien entendu, cette amplification est plus pronon-
cée 4 mesure que I'investisseur est averse au risque, ce qui dégrade alors la qualité des
garanties offertes par 1’algorithme.
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FIGURE 9 — Progression des quartiles de I’erreur de généralisation en util et en équi-
valent certain en fonction de la taille n de I'échantillonage. Dans environ 75% des cas,
la performance hors échantillon sera moindre que celle observée en échantillon.
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FIGURE 10 — Progression du 95¢ percentile d’erreur de généralisation en fonction de
la taille de 1’échantillon n pour trois niveaux d’aversion au risque. Plus I’aversion au
risque est faible (avec comme cas limite I'attitude neutre au risque g = o), plus
Ierreur de généralisation est importante, et inversement pour une forte aversion au
risque.
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FIGURE 11 —Progression du 95¢ percentile I’ erreur de généralisation et borne théorique
(parametre de confiance § = 5%) en fonction de la taille d’échantillon 7, exprimés
en util et en rendement. DA 2 la différence d’ordre, les deux figures font intervenir
deux ordonnées : celle de gauche quantifie 1’erreur empirique alors que celle de droite
quantifie la borne théorique. Ainsi, la borne théorique est environ 10 fois supérieure a
I’erreur empirique.
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Utilité et rendement
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FIGURE 12 — Progression sur la méme échelle des composantes de performance en
échantillon et hors échantillon, exprimées en util et en rendement, du 95¢ percentile
d’erreur de généralisation de la Figure 11 a). Plus une valeur d’utilité est grande, plus
I’amplification de I'utilité inverse se fera ressentir. L'erreur de généralisation est donc
plus importante lorsqu’elle est mesurée en unités de rendement qu’en unités d’utils.
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5.2.2 Erreur de sous optimalité

Contrairement A I’erreur de généralisation, I’erreur (en util) de sous optimalité EU(g*)—
EU(§) (resp. CE(g*) — CE(§) dans le domaine des rendements) ne bénéficie pas d’une
convergence vers zéro du fait de la présence du terme de régularisation dans 1I’algo-
rithme Q(S,,). En fait, 1a meilleure garantie offerte par le Théoréme 3, lorsque n — oo,
correspond & \/2||g* || dans le domaine des utils.

Ainsi, 1a Figure 13 présente la progression du 95¢ percentile de 1’erreur empirique de
sous optimalité et de la borne théorique § = 5% selon la taille » de I’échantillon. En
particulier, le facteur de régularisation constant A = 1 fait en sorte que, exprimés en
utils, la borne théorique converge vers ||g*||?/2 (évaluée numériquement 2 3.16) alors
que le 95¢ percentile d’erreur semble converger vers une utilité espérée aux alentours
de 0.24.

D’autre part, 1a borne théorique de sous optimalité du 95¢ percentile d’erreur empirique
est relachée d’environ deux ordres de grandeur (10~ pour 1’erreur empirique vs 102
pour la garantie théorique). En fait, ce qui est particulierement déconcertant, c’est que
méme dans la limite n — 0o, la borne théorique est supérieure 2 la plus grande erreur
empirique observée (i.e. lorsque n = 10)! Cela étant, méme si la borne de sous opti-
malité est particuli¢rement relachée, elle suggere en revanche un ordre de convergence
O(n~1/?) qui lui semble étre en adéquation avec le 95¢ percentile de I’erreur de sous
optimalité empirique.

Néanmoins, un investisseur ayant  cceur une faible erreur de sous optimalité devra né-
cessairement faire converger son parameétre de régularisation vers zéro 3 mesure que de
nouvelles observations de la loi de marché sont disponibles. De plus, il a été démontré
au cours de la section précédente qu’on doit avoir A = w(1//n), i.e. une décrois-
sance moins rapide que O(1/4/n) pour bénéficier d’une convergence vers une erreur
nulle. En particulier, si A = O(n~*), alors la garantie théorique sera composée de trois
termes : O(n*~1) + O(n*~1/2) + O(n—F). Dans de telles conditions, une constante
k = 1/4 semble bien adaptée pour balancer les deux derniers termes.

Ainsi, la Figure 14 présente la progression du 95¢ percentile d’erreur de sous optimalité
empirique et de sa garantie théorique en fonction de n lorsque A = (10/n)'/4, Ainsi
défini, lorsque n = 10, X est identique au facteur de régularisation employé pour pro-
duire la Figure 13. On constate effectivement que I’erreur de sous optimalité est initia-
lement la méme pour les deux figures. Cependant, alors qu’elle paraissait stagner vers
une erreur de 34% avec une régularisation constante, la décroissance A = O(n~1/4)
permet ici d’obtenir une erreur de 26% lorsque 7 = 150. Par contre, il faut étre bien
conscient que la borne théorique ne décroit plus qu’a un rythme O(n'/4).
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Erreur de sous optimalité (util)

Erreur de sous optimalité (rendement)

a) Utilité
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FIGURE 13 — Progression du 95¢ percentile 1’erreur empirique de sous optimalité et de
la borne théorique (§ = 5%) selon la taille n de I’échantillonage. Le facteur de régula-
risation constant A = 1 fait en sorte que, exprimés en utils, 1a borne théorique planche a
A/2|g*||* (évaluée numériquement & 3.16) alors que le 95¢ percentile d’erreur semble
plancher aux alentours de 0.24. En plus d’étre dégagée de prés d’un ordre de gran-
deur de la courbe empirique, méme la limite de la borne théorique est supérieure aux
plus hautes valeurs observées. Cependant, I’ordre O(n~ 1/2) théorique se manifeste ici
aussi dans le domaine empirique.
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Rendement

Erreur de sous optimalité — Régularisation décroissante A = O(n'/*)
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FIGURE 14 — Progression du 95¢ percentile de I’erreur de sous optimalité empirique
exprimée en util et de la borne théorique § = 5% selon la taille n de 1’échantillonage
avec un facteur de régularisation A = (10/n)'/*. Le panneau a) indique la progression
de la borne théorique alors que le panneau b) indique sa limite de la borne dans le
cas n — oo. Contrairement au cas présenté a la Figure 13, cette situation offre une
garantie théorique d’une erreur nulle puisque le facteur de régularisation converge vers
0. Le rythme de convergence théorique n’est toutefois que de O(n"l/ 4,
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5.3 n constant, p variable

Cette section sera consacrée 3 1’étude du rapport qu’entretient les erreurs de généra-
lisation et de sous-optimalité de notre algorithme lorsque sont incorporées a la prise
de décision de nouvelles variables de marché indépendantes des précédantes, tout en
conservant la taille d’échantillonnage constante.

On rappelle donc que les expériences suivantes dévoileront une a une les 50 variables
de marché X; & partir desquelles le rendement aléatoire R est construit sur une copule
gaussienne. Tr01s situations différentes seront par ailleurs considérées, chacune d’elles
représentée respectivement par les vecteurs de corrélation Corr(X R) € 97 (dans le
domaine de la copule gaussienne) suivants :

= )
(\/—_—6 0 --- 0 ; &7)
p= (0 0) . (88)

La premiere situation sera donc celle out chacune des variables de marché a une in-
fluence égale sur le rendement, la seconde celle ol seule la premiere variable vient
influencer la réalisation du rendement et enfin la derniére celle ot toutes les variables
de marché sont indépendantes au rendement, i.e. elle ne forment qu’un “bruit”. Ces
trois situations seront désignées respectivement par information dispersée, information
concentrée et aucune information.

5.3.1 Erreur de généralisation

La figure 15 présente donc pour ces trois situations comment progresse leur 95¢ percen-
tile d’erreur de généralisation (avec . = 10 observations du marché) et leur garantie
théorique (ici commune aux trois cas) & mesure que de nouvelles variables de mar-
ché sont dévoilées a 1’algorithme. Intialement, lorsque p = 1, la courbe Information
concentrée affiche sans surprise une erreur beaucoup plus faible que les autres, puisque
I’algorithme est déja en mesure d’inférer 1a meilleure politique d’investissement. Au
contraire, la courbe Information dispersée ne détecte qu’un faible lien entre cette va-
riable de marché et R. A mesure que de nouvelles varialbes sont dévoilée, la situation
ol I'information concentrée continue de présenter une erreur plus faible aux autres cas,
bien que la courbe d’erreur dans la courbe Information dispersée semble finir par la
rejoindre. C’est de plus lorsqu’aucune information n’est présente que le risque d’erreur
de généralisation est le plus grand, puisque toute décision d’investissement non nulle
se traduit forcément par une utilité hors échantillon plus faible qu’en échantillon.

En outre, la garantie sur I’erreur de généralisation, dans le cas d’un apprentissage par
noyau linéaire et d’une taille constante d’échantillonnage, suggere une progression de
Perreur 2 un rythme linéaire O(p) (voir Section 4.4). Or, les trois courbes d’erreur
empirique semblent indiquer qu’il se pourrait que ce ne soit que le cas que dans une
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limite asymptotique, non observée dans ce cas ci. En effet, leur forme est loin d’étre
linéaire et semble plutdt posséder une composante racine carrée. Il se pourrait donc que
le comportement de I’erreur de généralisation soit plutét de O(p'/2) + O(p).

Afin de confirmer cette idée, la figure 16 présente un ajustement des 25 derniers points
des trois courbes d’erreurs empiriques a deux fonctions polyndmiales f(z) = aoz +
a12'/? + bet f(z) = apx'/? + b par méthode des moindres carrés. I faut garder 2
I’esprit qu’estimer numériquement un ordre polyndmial n’est pas forcément simple,
particulierement lorsqu’on ne dispose que de si peu de points (p = 50 dans ce cas-ci).
Cela dit, dans les trois cas, ’hypotheése ol ’erreur de généralisation serait de nature
O(p*/?) + O(p) semble plus convaincante puisqu’elle suit de plus proche les vingt
cing premiers points des trois courbes. Cette conclusion reste cependant spéculative.

5.3.2 Sous optimalité

Dans le cas oi1 on ajoute de 1’information, la sous optimalité, contrairement a I’ erreur de
généralisation, peut référer a deux types d’erreur. Soit on compare la performance hors
échantillon de § a celle de 1a politique optimale qui ne dispose que de p < p variables
d’information, soit 2 la politique optimale qui dispose des p variables d’information
nécessaires pour décrire M. Cependant, le développement théorique qui a été mené
au cours de la derniére section ne s’est implicitement préoccupé que de la premiére
situation.

La Figure 17 indique le comportement de 'utilité espérée optimale EU* en fonction du
nombre de variables de marché connues de 1’algorithme. Naturellement, le cas ol toute
I’information est disponible dés p = 1 affiche une utilité espérée optimale constante,
alors qu’il s’agit plutét d’une progression a peu pres linéaire lorsqu’on dévoile pro-
gressivement des variables d’information chacunes faiblement corrélées a R, mais in-
dépendantes I’'une a I’ autre. Enfin, I’ utilité espérée optimale est bien entendu nulle dans
le cas ou toutes les variables de marché sont indépendantes a R.

La Figure 18 elle, indique la progression du 95¢ percentile des erreurs de sous opti-
malité des trois situations et de leur garantie théorique pour § = 5% a mesure que de
nouvelles variables de marché sont dévoilées a I’algorithme, avec # = 10 constant.
Initialement, I’erreur de sous optimalité des courbes Information dispersée et Aucune
information est tres faible alors que la courbe Information concentrée dispose déja de
suffisament d’information pour permettre une erreur élevée. Puis, & mesure que p se
rapproche de p, on observe pour la courbe Information dispersée une progression qui
correspond environ a la progression de I'utilité espérée optimale. Cela signifie donc
que ’erreur de sous optimalité serait maximisée lorsque 1'utilité espérée hors échan-
tillon est nulle. Les deux autres courbes d’erreur empirique progressent beaucoup plus
lentement, possiblement & un rythme O(,/p). Dans le cas de la courbe Information
concentrée, puisque sa courbe de référence EU* est constante, on en conclut que 1’uti-
1ité espérée hors échantillon minimale augmente selon O(,/p).

De plus, le caractére linéaire annoncé n’est empiriquement pas trés clair, sauf dans le
cas particulier ol I'information est dispersée. Mais comme ¢’état le cas pour I’erreur
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de généralisation, il n’est pas non plus impossible que I’erreur de sous optimalité ait un
ordre de progression O(,/p) + O(p) : cela permettrait d’expliquer pourquoi la courbe
Information dispersée est linéaire alors que les deux autres affichent plut6t un caractére
de progression racine carrée.
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a) Utilité

FIGURE 15 — Progression du 95¢ percentile de 'erreur de généralisation exprimée en
util et en équivalent certain 2 mesure que de nouvelles variables de marché sont dé-
voilées 2 1’algorithme, pour une taille d’échantillonnage constante 7 = 10. Dans le
domaine des utils, illustré par le panneau a), la borne théorique est commune aux trois
situations et progresse linéairement. Lorsque p = 1, la courbe Information concentrée
affiche sans surprise une erreur initialement plus faible que les autres, puisque I’algo-
rithme est déja en mesure d’inférer la meilleure politique d’investissement. Les courbes
Aucune information et Information dispersée présentent une erreur similaire lorsque p
est faible (donc peu de variables connues) mais se distancent 1’une de 1’autre 2 mesure
que p converge vers p.
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a) Information dispersée
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FIGURE 16 — Ajustement des 25 derniers points des courbes d’erreur présentées 2 la
Figure 15 2 deux polynémes f(p) = aop + a1p*/? + bet f(p) = aop + b. Entre
les deux, I’hypothese ol I’ erreur aurait une progression O(pl/ 2) + O(p) serait ainsi la

plus probable.
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FIGURE 17 — Progression de I’utilité espérée optimale EU™ en fonction du nombre de
variables de marché connues. Naturellement, le cas ol toute 1’information est dispo-
nible dés p = 1 affiche une utilité espérée optimale constante, alors qu’il s’agit plutot
d’une progression & peu preés linéaire lorsqu’on dévoile progressivement des variables
d’information chacunes faiblement corrélées 3 R, mais indépendantes 1’une a I’autre.
Enfin, I'utilité espérée optimale est bien entendu nulle dans le cas ol toutes les va-
riables de marché sont indépendantes 2 R. Les bornes théoriques exprimées en util se
confondent car elles sont numériquement trés rapprochées.
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Erreur de sous optimalité (util)

Erreur de sous optimalité (Rendement)
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FIGURE 18 — Progression du 95¢ percentile des erreurs de sous optimalité et de leur
garantie théorique 2 mesure que de nouvelles variables de marché sont dévoilées a 1’al-
gorithme, avec fi = 10 constant. Initialement, I’erreur de sous optimalité des courbes
Information dispersée et Aucune information est trés faible alors que la courbe Infor-
mation concentrée dispose déja de suffisament d’information pour permettre une erreur
élevée. Puis, 2 mesure que p se rapproche de B, on observe pour la courbe Information
dispersée une progression linéaire, alors que I’erreur plafonne dans les deux autres cas.
Les garanties en util donnent une progression qui elle est linéaire en util.
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54 netp variables

Finalement, cette section cherche 2 illustrer le comportement de 1’erreur de générali-
sation et de sous optimalité lorsqu’on est en présence de régimes dynamiques entre n
eten p, i.e. lorsque p = O(nF). Trois régimes seront étudiés : celui ot p = O(n'/?),
p = O(n3*) et p = O(n). La fagon de procéder restera la méme que celle em-
ployée aux sections précédentes. Les percentiles d’erreur seront déterminés a partir
d’un échantillon formé de m = 150 ensembles d’entrainement de taille n, n variant de
9 2 50. Le nombre de variables de marché dévoilées sera ensuite donné a partir d’une
des trois relations suivantes : p = 2n, p = 3.5n3/4 et p = 6n'/2, selon le régime. Le
marché sera constitué de p = 100 variables, ce qui correspond 2 p(7) dans le régime
p = O(n). Ces relations ont été déterminées afin que les valeurs initiales de p soient
identiques et qu’elles conservent le méme ordre de grandeur sur toute 1I’expérience
(voir Figure 19).
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FIGURE 19 — En fonction de n, trois de cas de figure seront étudiés ou le nombre p
de variables de marché dévoilées 2 1’algorithme dépend de n. Dans les expériences de
cette section, n variera de 9 a 50. La relation entre p et n sera alors respectivement
donnée par p = 2n, p = 3.5n%/* et p = 6n'/2,

Les propriétés mathématiques des deux types d’erreur établies 2 la Section 4.4 suggé-
rait un ordre asymptotique O(pn~1/2). Les résultats empiriques de la Section 5.2 (n
variable, p constant) ont d’abord permis de confirmer I’ordre O(1/+/n) avec p constant.
Puis 2 la Section 5.3 (n constant, p variable), la progression qu’on aurait pu anticiper
étre linéaire s’est révélée comporter possiblement une composante racine carrée, i.e.
O(p)+ O(/p). Ainsi, uniquement a partir de ces observations, on pourrait conjecturer
que Perreur se comporte en fait comme O(p/+/n)}+O(y/p/n). Du fait de la dominance
de 1/4/n sur 1/n, rien n’empécherait non plus que I’ordre soit O(p/n) + O(y/p/n).

61



5.4.1 Erreur de généralisation

La Figure 20 présente la progression du 95¢ percentile de ’erreur de généralisation
et de la garantie théorique (& = 5%) des trois régimes de p en fonction de la taille
d’échantillonage n. Ce qui frappe surtout, c’est comment les ordres théoriques n’ont
rien 2 voir avec les ordres empiriques. Soit par exemple le cas ot p = O(y/n). La
courbe de la garantie demeure constante alors qu’en fait ¢’est plutdt une décroissance
qui est observée. Si on a plutdt une progression p = O(n), il aurait été raisonnable de
penser que I'erreur de généralisation augmenterait, alors que méme dans ce cas, elle
continue de décroitre !

La Figure 21 présente le 95¢ percentile de I’erreur de généralisation suivant un autre
régime ot p = 0.0016n3/2. Si I’erreur est alors bien croissante, il faut étre prudent et
éviter de généraliser cette observation puisque la valeur de départ p = 1 lorsque n = 9
n’est pas la méme que pour les trois régimes de la Figure 20 ol p = 18 lorsque 7 = 9.
Mais de toute fagon, les résultats de la Section 5.3 confirment qu’il existe un point ol
si p domine suffisament n ’erreur de généralisation devra croitre. Il n’est cependant
pas clair quel est ce point, ni comment il dépend de n ou de p.

54.2 Erreur de sous optimalité

La Figure 22 présente quant a elle la progression du 95¢ percentile de I’erreur de
sous optimalité de la borne de généralisation selon les trois régimes a I’étude, p =
O(n'/?),p = O(n®*) et p = O(n). L'ordre O(p/+/n) de 1a borne théorique semble
ici respecté, puisque ’erreur de sous optimalité demeure constante dans le cas p =
O(y/n), alors qu’elle augmente dans les deux autres cas. Cependant, les courbes théo-
riques décroissent, excepté lorsque p = O(n)!

Pour expliquer ce phénoméne contre intuitif, il suffit de réaliser que la borne théorique
a en fait une croissance O(p//n) + O(y/p/n) + O(1). Donc si p = O(/n), I'ordre
asymptotique de 1’erreur sera alors (1), i.e. constant mais le deuxiéme terme forcera
une décroissance O(+/n) vers cette constante, et c’est précisément cette décroissance
qu’on observe dans la Figure 22.

De plus, il ne faut pas oublier que la norme de la décision optimale A||g*||? entre aussi
dans la composition de la borne théorique, et donc possiblement dans celle de 1’erreur
empirique de sous optimalité. Hélas, I’ordre de grandeur de cette décision optimale est
inconnue.

Cette figure illustre en fait assez bien le probleéme & réduire la progression des erreurs
en ordres asymptotiques. En effet, si I’erreur est polynémiale, alors méme si un certain
ordre doit émerger asymptotiquement, lorsque 7 est fini, il est tout a fait possible que ce
soit un terme d’un autre ordre qui domine la progression. Avec les paramétres choisis
pour I’expérience de la Figure 22, si I’ordre de I’erreur de sous optimalité est effecti-
vement de O(p/+/n) + O(y/p/n), alors il est clair que seule la premiére composante
joue sur la progression de I'erreur. A la Section 5.3 oi le cas oi 7 étant constant était
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étudié, il semblait pourtant que I’erreur progresse en O(,/p) + O(p), ce qui laisse donc
finalement assez incertain 1’ordre véritable de 1’erreur de sous optimalité.
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Erreur de généralisation (util)

Erreur de généralisation (rendement)
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FIGURE 20 — Progression du 95¢ percentile d’erreur de généralisation et des garanties
théorique en fonction de n, selon le régime de p. Une forte disparité entre la courbe des
garanties théoriques et celle de I’erreur empirique est observée. Les courbes théoriques
suggérant une progression de I'erreur O(p/n'/?), on se serait attendu 2 une amplifi-
cation de I'erreur d&s que p domine n'/2, ie. si p = w(n'/?). Pourtant, cette figure
indique que méme si p est de I'ordre de n, i.e. p = O(n), I'erreur de généralisation
empirique décroit tout de méme.
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Erreur de généralisation: Régime p = O(n®/?)
a) Erreur en util
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FIGURE 21 — Progression du 95¢ percentile de 1’erreur de généralisation et de sa borne
théorique (6 = 5%) en fonction de la taille de I’ échantillonage n. La relation entre n et

p est donnée par la partie entiere de p = 0.0016n

3/2

. On observe bien une croissance

de I'erreur de généralisation, cependant il serait trompeur de comparer ce résultat a ce-
lui présenté 2 1a Figure 20 puisque le nombre p de variables de marché est initialement
beaucoup moins €levé dans ce cas-ci.




Util

Rendement

Erreur de sous optimalité — Régimes p= O(n'/2), O(n%/*), O(n)
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FIGURE 22 — Progression du 95¢ percentile de I’ erreur de sous optimalité et de sa garan-
tie théorique (5 = 5%) selon les trois régimes 2 I'étude, p = O(n'/2),p = O(n/*) et
p = O(n). Lordre O(p/+/n) de 1a borne semble ici respecté, puisque 1’erreur de sous
optimalité demeure constante dans le cas p = O(4/n), alors qu’elle augmente dans
les deux autres cas. Cependant, les courbes théoriques décroissent, excepté lorsque
p=0(n)!
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5.5 Conclusion

Cette section a permis d’illustrer le comportement des erreurs de généralisation et de
sous optimalité dans un cas relativement simple, ol I’algorithme de décision ne dispo-
sait que d’un noyau linéaire et ou les variables de marché et le rendement étaient toutes
distribuées selon une loi Rademacher, liées les unes autres par une copule gaussienne.

Il a pu étre établi assez clairement que pour un nombre constant de variables de mar-
ché, Ierreur décroit bien a un rythme O(1/+/n), ce qui d’une certaine fagon est sans
surprise au su du théoréme limite centrale ou de la théorie de la programmation sto-
chastique (voir Shapiro et al. (2009)).

Les choses se compliquent sensiblement lorsqu’on fait intervenir un nombre croissant
de variables de marché. Néanmoins, avec n constant, les expériences menées plus haut
ont permis de constater que 1’ordre des deux types d’erreur est probablement O(p),
bien que ce régime puisse mettre du temps a apparaitre et qu’il serait en fait plus précis
de parler d’un régime O(p) + O(,/p).

La théorie ne permet par contre pas d’expliquer les courbes d’erreur de généralisation
observées dans des régimes dynamiques ol p = O(n*), oli, pour k < 1, celles-ci
étaient toutes décroissantes alors qu’elles auraient di étre croissantes. Ceci dit, 1I’étude
faite sur I’erreur de sous optimalité viendrait supporter 1’idée que sa progression serait

bien de O(p/+/n).
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6 Conclusion

1 would hate to die twice, it’s so boring.

Richard. P. Feynmann

En conclusion, nous jugeons que 1’algorithme d’investissement présenté dans ce mé-
moire est d’un grand intérét et ce, pour plusieurs raisons.

En premier liew, il permet de représenter naturellement le niveau de risque auquel un
investisseur est prét a4 s’exposer grice 2 la maximisation de la fonction d’utilité. Cet al-
gorithme permet de plus de traiter de facon relativement simple toute sorte de variables
de marché que I’investisseur pourrait estimer intéressantes. Par apprentissage, on s’at-
tend alors a ce que 1’algorithme décide de lui méme sur quelles variables de marché
devraient reposer les décisions d’investissement. De plus, la méthode de noyaux per-
met de rendre compte de situations complexes non linéaires dans la relation entre ces
variables de marché et le rendement aléatoire.

Finalement, les garanties statistiques sur 1’erreur de généralisation de I’équivalent cer-
tain, au dela de I’aspect purement numérique, et d’ailleurs souvent extrémement rela-
chée, offrent néanmoins une bonne idée de leur comportement en fonction de la taille de
I’échantillon employé et du nombre de variables de marché considérées. En particulier,
nous avons tenté de mettre en lumire comment 1’interaction entre ces deux quantités
peut donner lieu 2 des situations périlleuses. Nous avons également établi rigoureuse-
ment un intervalle de vitesse dans lequel un investisseur peut chercher a réduire son
erreur de sous optimalité, tout en maintenant de garanties hors échantillon.

D’un point de vue méthodologique aussi, ce mémoire a cherché 2 illustrer comment la
gestion de portefeuille peut donner lieu 4 une autre forme d’optimisation ou la fonc-
tion objectif n’est pas une régression aux moindres carrés sur certains parametres d’un
modele donné, mais bien la fonction utilité elle méme. A notre avis, il s’agit 13 d’une
différence profonde de ce qui est typiquement observé en statistiques ou dans des pro-
blemes d’inférence classiques.

Cependant, ces résultats sont obtenus au prix de plusieurs hypotheses, certaines assez
contraignantes. On peut penser 2 la stationnarité de la loi de marché. Bien que ce soit
une hypothese couramment faite dans un contexte théorigue, elle n’en demeure pas
moins problématique aussitot qu'on cherchera a mettre en ceuvre les idées présentées
dans ce mémoire dans un contexte appliqué. Les idées assez proposées dans Kuznetsov
and Mohri (2017) nous semblent de cette fagon dignes d’intérét, puisqu’elles offrent le
méme genre de garantie de généralisation i des processus mélangés (mixing processes)
non stationnaires. Il s’agit en fait de limiter 1a facon dont la loi de M; peut changer au
cours d’un intervalle de temps § donné.

Mais au del2 de ces considérations théoriques, notre algorithme souffre évidemment
du fait qu’il ne considere que les portefeuilles dotés d’un seul actif. On peut néanmoins
généraliser assez facilement la fonction objectif 2 un portefeuille a k actifs dans le cas
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d’une décision matricielle () :

n

s -1 T A 2

maximiser n ; u(r{ Qz;) — SllQl%- (89)
Par contre, il n’est pas clair quel réle le nombre d’actifs k viendrait jouer dans I'erreur
de généralisation. Ceci étant dit, il y a probablement moyen de s’inspirer des SVM
multiclasses qui disposent justement de telles garanties. On peut noter au passage que
ces garanties se dégradent généralement selon O(k?) ol k représente le nombre de
classes possibles. Il est donc possible qu’un tel portefeuille multi-actifs soit exposé au
méme type de risque de généralisation.

Enfin, I’ Appendice C présente une conjecture sur I’erreur de généralisation. Rapide-
ment, celle-ci repose d’abord sur I’observation empirique que pour un ensemble d’en-
trainement S,, donné, on aura I’inégalité

16a(Sn)l < 161(Sn)- (90)

ol fu est ’erreur de généralisation en employant une fonction d’utilité quelconque
et {; Ierreur de généralisation avec une attitude risque neutre. Doté d’une telle in-
égalité, il suffirait alors de borner ’erreur de généralisation dans le cas d’une utilité
neutre au risque. Or, si I'inégalité de McDiarmid se généralise a des vecteurs aléatoires
(deuxiéme conjecture), il y aurait moyen d’obtenir une borne beaucoup plus serrée sur
I’erreur de généralisation, illustré par la Figure 26.

Pour la postérité, un mot devrait également étre consigné dans cette conclusion au sujet
d’efforts ayant été déployés afin de tester notre algorithme dans un véritable contexte
empirique, i.e. avec de véritables variables de marché. L’idée était 1a suivante. En em-
ployant I’algorithme doc2vec (tel que décrit par Le and Mikolov (2014)) sur les dé-
péches de presses Reuters ', il nous apparaissait possible d’obtenir une représentation
numérique des nouvelles ayant eu lieu au cours de chaque journée d’activité financiere.
Cependant, les résultats obtenus furent assez décevant et finalement le projet a €t€ aban-
donné. Néanmoins, la plupart du code écrit pour ce projet reste accessible a I’adresse
https://github.com/thierry-bm/MEMOIRE/tree/master/cd/data.

A ce sujet, I’essentiel du code employé pour la production de ce mémoire, tant pour les
figures que pour le document est disponible sur https: //github.com/thierry-bm/
MEMOIRE.

11. Disponibles 2 I'adresse http://www.reuters.com/resources/archive/us/.
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A Application expérimentale

Le monde est tout ce qui a lieu.

Ludwig Wittgenstein
TRACTACUS LOGICO-PHILOSOPHICUS

Pour conclure ce mémoire, nous offrons au lecteur une bréve application de la méthode
algorithmique présentée 2 la Section 3. Le but ici n’est pas nécessairement d’offrir
une intuition sur le comportement fondamental des marchés, mais plutot d’illustrer de
quelle fagon un technicien pourrait mettre en ceuvre un algorithme d’investissement en
utilisant une approche d’apprentissage machine régularisée simple.

Le cadre expérimental sera le suivant : le rendement aléatoire R sera celui du titre
AMZN et les variables de marché X; seront obtenues a partir de la valeur 2 la fer-
meture des marchés des indices NASDAQ et VVIX (voir Figure 23). Ces valeurs se-
ront obtenues 2 partir du 1¢ janvier 2004 jusqu’au 15 aofit 2017, ce qui représente un
échantillon de 3429 points. Ces données brutes seront d’abord normalisées sur toute la
période considérée puis transformées en considérant les moyennes et les écarts type de
ces variables lors des cing jours précédants de fagon a avoir dix variables de marché
(incluant le biais). La Table 1 précise la nature de chacune de ces variables.

—— NASDAQ|
6 s\ TX
—— AMZN

Valeur normalisée de l'instrument

S T . S

FIGURE 23 — Evolution temporelle de valeur a la fermeture du titre AMZN et des
indices VIX et NASDAQ sur un échelle commune.

En second lieu, la fonction d’utilité employée au cours de cette expérience sera de type
Lipschitz exponentielle (voir Section 5) avec parametre d’échelle p» = 3. La Figure 24
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Variable Signification

R Rendement I’ AMZN a ¢+ 1

Xo Terme de biais constant 2 1

X, Rendement normalisé du NASDAQ a ¢
X Rendement normalisé du VIX a ¢
X3 Rendement normalisé d’AMZN a ¢
Xy Moyenne de R sur [t — 5,1

Xs Moyenne de X sur [t — 5, ]

Xe Moyenne de X, sur [t — 5,1]

X7 Ecart type de R sur [t — 5,1]

Xg Ecart type de X7 sur [t — 5,1

Xy Ecart type de X, sur t[t — 5, 1]

TABLE | — Variables de marché employée dans le cadre de cette expérience.

présente cette fonction d’utilité par rapport 2 la distribution des rendements normalisés
d’ AMZN ainsi que la distribution u(R) de 1" utilité appliquée 2 ce rendement aléatoire.
On obtient alors une utilité moyenne (obtenue sans décision) Eu(R) = —0.0657. Par
ailleurs, pour des raisons computationnelles, nous nous limiterons 4 un noyau linéaire.
Notons que le choix de ces paramétres est tout 2 fait arbitraire, mais souhaite représen-
ter le type d’utilité dont un véritable investisseur pourrait souhaiter se voir doter.

L’ensemble de test sera composé des 686 derniers jours, soit du 1¢* décembre 2014
jusqu’au 15 aofit 2017. L'ensemble d’entrainement sera formé des 2740 jours res-
tants. Pour déterminer le facteur de régularisation a employer, on procédera par va-
lidation croisée. Cette méthode consiste d’abord a scinder 1’ensemble d’entrainement
en plusieurs groupes de méme taille (cing dans ce cas-ci). Puis, tour a tour, chaque
groupe joue le role de I’ensemble de validation alors que les autres groupes constituent
I’ensemble d’entrainement. Ceci permet d’optimiser la performance moyenne atteinte
sur les échantillons de validation en modifiant le parametre de régularisation A\. Par
exemple, la Figure 25 indique les différentes valeurs d’utilité moyenne en entraine-
ment et en validation selon A. On peut ainsi optimiser le parametre de régularisation
sans jamais n’avoir recours a I’ensemble de test. Ceci permet alors de trouver un para-
metre de régularisation optimal A = 0.001.

A partir de cette valeur, on est alors en mesure de déterminer une fonction d’inves-
tissement § optimale puis de calculer 2 partir des ensembles d’entrainement et de test
I’utilit¢ moyenne atteinte sur 1’échantillon d’entrainement et sur 1’échantillon de test.
On finit par obtenir une utilit¢ moyenne en entrainement de 0.013 487 et de 0.005 354
sur I’ensemble de test. Les composantes de la fonction de décision § ainsi obtenue sont
données a la Table 2.

Ces résultats sont donc assez encourageants puisqu’en comparaison, un investisseur
dont I'unique action serait de détenir le titre, i.e. d’appliquer une fonction de décision
go(z) = 1 pour toute réalisation z obtiendrait une utilité espérée sur le méme ensemble
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a) Distribution du rendement normalisé par rapport 4 sa courbe d'utilité

4 J[==+ Courbe qusitivc LEV; |
I Distribution du rendement
2 -7
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b) Distribution de 'utilité
T L T
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Utilité

FIGURE 24 — Le panneau a) présente la distribution des rendements de AMZN du 1
janvier 2004 jusqu’au 15 aofit 2017 ainsi que le comportement de la fonction d’utilité
LEUj3 sur un domaine commun. Le panneau b) illustre 1’effet de la fonction d’utilité
sur ces rendements. Les deux croix indiquent ol se situent les moyennes empiriques de
ces deux distributions. On a respectivement E(R) = 0.000 409 et E u(R) = —0.0657.
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Util

0.020 T———— ST
[ = Utilité espérée en échantillon
| = Utilité espérée hors échantillon
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FIGURE 25 — Figure d’optimisation de paramétre de régularisation. En fixant I’en-
semble d’entrainement et de validation, on fait varier A sur une échelle logarithmique
afin de déterminer la meilleure régularisation a appliquer.



Variable g

Xo 0.237228
X1 —0.180824
X —0.004 759
X3 0.219 300
X, —0.227734
X5 —0.116276
X 0.061 316
Xy —0.447030
X3 0.205 306
X —0.116 650

TABLE 2 — Composantes de § pour chacune des variables de marché.

de test de EU (g0) = —0.0175. De plus, un investisseur qui baserait sa décision que
sur le rendement en entrainement, i.e. ol § ne serait déterminé qu’avec la variable de
marché de biais obtiendrait alors une décision constante g; (z) = —0.0305, ce qui lui
fournirait une utilité moyenne hors échantillon de —1.25 x 1075,

11 est important de comprendre que la qualité des résultats sera nécessairement limi-
tée par les variables X utilisées. Pour faire un travail appliqué plus complet, il serait
nécessaire d’avoir d’abord une bonne intuition et une bonne expérience des facteurs
fondamentaux qui viennent affecter les mouvements de marché. Ceci dépasse cepen-
dant le cadre de ce travail, qui se veut avant tout intéressant sur le plan théorique et
méthodologique.

De plus, il pourrait &tre intéressant de considérer d’autres fonctions d’utilité. En effet,
une utilité¢ LEU,, est peut étre trop agressive puisqu’elle est bornée par .. Au contraire,
une utilité log Lipschitz (linéaire sur les rendements négatifs et de progression loga-
rithmique sur sa branche de droite) ne serait pas bornée et pourrait donc possiblement
offrir des résultats plus intéressants.

Par ailleurs, ces résultats n’ont été obtenus qu’a partir d’un noyau linéaire. Un travail
plus complet examinerait la différence de performance obtenue avec d’autres types de
noyaux.

11 est par ailleurs fort possible qu’avec une meilleure intuition financi¢re permettant de
choisir de meilleures variables et en employant un noyau plus général (par exemple
gaussien), un investisseur pourrait réellement déterminer une fonction de décision effi-
cace lui permettant d’obtenir une utilité moyenne élevée.

En conclusion, cette expérience a permis de montrer comment on pouvait obtenir des
résultats intéressants en n’utilisant que quelques variables de marché. Rappelons que
I’avantage qu’apporte 1’algorithme d’investissement décrit dans ce mémoire est d’opti-
miser directement I’effet que peuvent avoir les variables de marché sur I’ utilité espérée,
et non pas de simplement chercher a obtenir une régression sur les rendements 2 partir
de ces variables, comme on pourrait &tre tenté de le faire. On pondere ainsi chacune
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des variables non pas par sa relation avec le rendement, mais plutot la fagon dont elles
parviennent 2 procurer a un investisseur une utilit€¢ moyenne plus grande.
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B Démonstrations

Bad coffee is better than no coffee.

David Lynch
B.1 Lemmes
Lemme 1 (Décision neutre au risque). La solution au probléme
maximiser EI(q) — 5|| & o
s q 2 q
est donnée par
1 n
== gmxi). 92)
On en déduit par ailleurs que
El=)\§ 93)
et donc que
E1(g:) = N|d:|1* (94)
et A
El\(q) = Slla|* 95)

Démonstration. Si on considére un déplacement de décision §; +Ag, alors par linéarité
le premier terme de I’ objectif devient E1(g; + Aq) = E1(G:1) + E1(Aq) et le terme de
régularisation devient

—2/2]lG1 + Aql|2 = =2/2|@|I? — X (d:1|Ag) — A/2]|Aq]]. (96)
On a donc

El\(&1) — E1\(4 + Ag) = — EI(Ag) + M (d@1|Ad) + X/2]|Aql> 97
= —X(d@i|Ag) + A (@1|Ag) + M2 Aql*  (98)
= )/2||Aq|* >0, (99)

Ce qui entraine El NG El 2{¢1 + Aq) pour tout déplacement Ag € Q. O

Lemme 2 (Forte concavité de I’objectif). Soit S,, un ensemble d’entrainement et § =
arg max EU , (g) 1a décision régularisée optimale. Alors pour toute décision g € @,

A — .
7 11d —alf* < EUA(d) — EUx(9)- (100)
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Remarque. Naturellement, ce résultat s’applique aussi & I’opérateur d’utilité espérée
hors échantillon hors échantillon EU, autour de g3, ol g5 = argmax, EUx(g). La
démonstration demeure en effet identique dans les deux cas.

Lemme 3 (Forte concavité IT). L objectif est fortement concave, que ce soit sous sa
version statistique EU, ou probabiliste EU 5. Autrement dit, pour tout « € [0,1], ona

EU\(tq1+(1—0)q) > a EUx(q1)+ (1~ ) EUx(g2) +Aa(1—a)||q1 —g2|*, (101)

et de méme pour EU . Effectivement, puisque u est concave et || - ||2 est convexe, on a
successivement :

EU)(aq1 + (1 — @)g2) (102)
=Eu(R - (aq + (1 - 0)@2)(X)) — Aag + (1 - @) (103)
=Eu(a(R - (X)) + (1 — a)(R- 2(X))) — Alag + (1 - a)g|* (104
> E(ou(R - q1(X)) + (1 — o)u(R - g2(X))) — M|agi + (1 — @)z (105)
= aEU(q1) + (1 — @) EU(g2) — Allag + (1 — o)g2)? (106)
= aEUx(q1) + (1 — @) EUx(g2) — Mo + (1 - 0)a|* — a||ai [ —((1107—) )|lg2[?)-

Mais d’autre part,
— Mlegr + (1 — a)ga|* + Aol [|* + A(1 — @)|ql1? (108)
=Xa(l - a)(lal® + lgall* — 2a1, 2)) (109)
=Xa(l-a)llq — gl (110)

Ce qui complete la démonstration. La dérivation demeure exactement la méme lors-
qu’on considere EU .

Lemme 4 (Sigma admissibilité). Soit g,¢’ € Q deux vecteurs de décision et (z,7) €
M deux points quelconques du support de la loi de marché. Alors

|u(r g(x)) — u(r ¢'(z))] < ¥7Ellq — 'l (111)

Démonstration. D’abord avec la propriété Lipschitz de u puis par I’hypothese |r| < 7,
on obtient

[u(r g(z)) — u(r ¢ (@))| < 77l(a(z) - ¢ (@))- (112)

Puis en notation vectorielle on obtient

= 7| {glz) — (d'|z)| (113)
=7|(qg — ¢'|z)| (114)
< y7éllg - || (115)
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successivement par Cauchy Schwartz et par ’hypothese x(z, z) < &, ce qui compléte
la démonstration.

Lemme 5 (Stabilité). Soit S, et 5/, deux ensembles d’entrainement ne différant qu’a
leur j¢ point :

Sy, = {71} s 5(Bgs 1554+« 5(EBoas Pm)} (116)

Sy ={(x1,m1),- -, (@ 75)s s (@nsTn) }s 117

et soit § = Q(S,) et § = Q(S),) les deux décisions optimales correspondantes. Alors
s o 2T
&Il < ==,

lg—g'll< = (118)

Remarque. Cette propriété a été démontrée par Bousquet and Elisseeff (2002). Nous
en donnons ici une version simplifiée et adaptée 2 la situation. Voir aussi Mohri et al.
(2012) pour une démonstration dans un contexte général.

Démonstration. Posons EU = EU(S,, ) et EU = EU (8], ). Du Lemme 2, on ob-
tient
— — 1 -~/
Mg - @'l < EUA(@) - EUA(@) + EUX(¢)) — EU,(d). (119)

Les termes de régularisation s’annulent et on obtient donc :
— — 1 ]
Mg —4'|I* < EU(q) — EU({) + EU (§') — EU (9) (120)
Ces deux différences font disparaitre tous les termes, excepté le j¢ :
Alg = @11 <n~(ulr;dz;)) — u(rsd (z5))) + (21
n”H (u(rd (25)) — w(rid (7)) (122)

D’autre part, cette somme est positive par le terme de gauche, on peut donc succes-
sivement appliquer I’ opérateur valeur absolue, I'inégalité du triangle et le résultat du
Lemme 4 pour obtenir

.. 2 ..
Ma-4q|* < ~yrélla— 4l (123)
d’ot1 on tire le résultant annoncé. Od

Lemme 6 (Décision limite). SoitS,, un ensemble d’entrainement, §,, = arg max, EU, (9)
la solution au probléme pour une utilité u quelconque (respectant les hypotheses) et
g1 = argmax, E1,(g) la solution au probléme risque neutre. Alors

laull < llanl < == (124)

Démonstration. D’abord, par 1a propriété de forte concavité de EU () Lemme 2),
en posant g = 0, on obtient, 2||4,||? < EUx(4x), ou encore A||gy,[|? < EU(gy,).

80



On a par ailleurs, .
EU(Gu) < u(EI1(Gu)) < E1(du) (125)

en appliquant successivement 1’inégalité de Jensen et 'inégalité u(z) < z. Ainsi, en
appliquant Cauchy Schwartz et le résultat du Lemme 1,

Mdull? < EX(gu) = Mdrldu) < Mlaalllldul (126)

pour obtenir || gy || < ||§1]|- On obtient la deuxiéme inégalité simplement avec la défini-
tionde gy = A1 Y 1 | 7;|2;) et en appliquant les hypothéses r; < 7et |x;) <& O

Lemme 7 (Domaine d’utilité limite). Soit § = Q(S,) et § = O(S}) deux dé-
cision obtenues A partir de deux ensembles d’entrainement S,,S], ~ M™, et soit
(z,7), (z',7") € M deux points du domaine de marché. Alors
|u(r g(z)) — u(r' ¢’ ()] < X7y + 1)72€% (127)
Démonstration. Du Lemme 6 et par hypoth&se, on sait que pour tout (z,r) € M,
[rd(x)] < A172¢2. De plus, u(z) < z sur tout le domaine de u et yr < u(2) si
x < 0 par hypothése Lipschitz. On en déduit donc que
A 197262 < u(rg()) < A7l (128)
Donc au plus, deux valeurs d’utilité ne peuvent différer que de A~* (v + 1)72¢2. O

Lemme 8 (Théoréme de McDiarmid). Soit S, et S), deux ensembles d’entrainement
échantillonés 2 partir d’une quelconque variable aléatoire réelle D supportée par D et
ne différant que d’un seul point, et soit g : D™ — Z telle que

l9(Sn) — 9(Sp)l <. (129)
Alors pour tout € > 0 et pour tout échantillon aléatoire S,, ~ D",

2 2
P{9(52) — Eg(5n) > 6} < exp (—n—) . (130)

Remarque. De fagon équivalente, en posant

2
6 =exp (—%%) ; (131)

alors on aura, avec probabilité au moins 1 — 4, ¢(S,) < € + E g(S,,). Autrement dit,
avec probabilité au moins 1 — §, I’événement suivant aura lieu :

9(Sn) < Eg(Sn) + \/n—cﬂog(lﬂ. (132)

Démonstration. Consulter Mohri et al. (2012) ou Boucheron et al. (2013). O
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Lemme 9 (Inégalité de Shalev-Schwartz). La forte concavité de EU), (voir Lemme
2) fait en sorte que pour toute solution § = Q(S,,), la sous optimalité dans I’objectif
sera bornée avec probabilité d’au moins 1 — § par

EUA(&}) - EU(g) < 2L E2 ;Ln log(1/9)) (133)

oll ¢ est la solution de
ma);ie%iser EU,(g). (134)
Démonstration. Voir le résultat principal de Sridharan et al. (2009). O

Lemme 10 (Borne sur ’équivalent certain). Soient CE; = u ' (EU;) et CEy =
u~(EU,) et soit une borne Q,, telle que

EU, > EU; —,,. (135)

Par définition du sur-gradient, pour tout 7 € %, u(r + A) < u(r) + A - du(r). Donc
en posant A = CE; — CE; et r = CE,, on obtient ces deux inégalités :

— Q, < EU, — EU, = u(CEy) — u(CE3) < 8u(CE;)(CE; — CE;).  (136)

On trouve ainsi :
CE; > CE; —Q, - du™ ' (CE,). (137)

Typiquement, CE; et EU; seront des quantités inobservables, alors que CE; et EU»
seront des quantités calculables. De plus, si du~(CE>) comporte plusieurs éléments
(e.g. si la dérivée de u est discontinue a CE3), on choisira 1’élément le plus favorable ;
la plupart du temps ce sera équivalent 2 lim__ CE; 1/4/(r) dans la région ol 1/v'(r)
est défini. Enfin, on note que cette limite existe puisque u est strictement monotone, et
donc sa pente ne s’annule nulle part.

B.2 Théoremes de généralisation

Théoréme 1. On rappelle qu’on veut démontrer que pour tout ensemble d’entraine-
ment, avec probabilité 1 — 4,

((Sn) = EU(Q(54)) — EU(Sn, Q(Sn)) < . (138)
Démonstration. L’idée est en fait d’appliquer le théoreme de McDiarmid (énoncé au
Lemme 8) a1’erreur de généralisation { (S, ). Pour ce faire, on va donc d’abord chercher

2 borner la différence d’erreur entrainée par deux fonctions de décision § = Q(S,) et
§ = 9(S)), ou S, et S, ne different que d’un seul point qu’on supposera étre le j°.
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Formellement, si on pose

Sp = {(z1,71),--- ,(xj,rj), sz (Be0s i)} (139)
Sy ={(x1,71)s -5 (& 75) - s (@na )} (140)
Alors
E@) - {(@)| = | EU(q) — EU(4) - BU(G) + EU ()| (141)
< |EU(G) - EU(§)| + | EU(§) - EU ()| (142)

Par le théoréme de Jensen appliqué 2 la fonction valeur absolue, on obtient du premier
terme que

|EU(¢) — EU(§)| = | E(u(R - §(X)) — u(R - §'(X)))| (143)
<Elu(R-§(X)) - u(R- (X)) (144)
< y7Ellg -4l (145)
< 2—,)12—7252')‘, (146)
An

en appliquant successivement les Lemmes 4 et 5. Quant au deuxiéme terme de (142)
on peut le borner de la facon suivante :

|EU() — EU (@)

= ulrsd@) — u(rjd @) + 3 (alriden) — urd @)|, - 147

1#]
qu’on peut décomposer en deux termes en appliquant I’inégalité du triangle. Le premier
terme : -
17
i) — urd @) < LD (148

en appliquant le résultat du Lemme 7. En appliquant une deuxié¢me fois les Lemmes 4
et 5, le deuxiéme terme est borné par

n
R -1 2,),25252 2’)’2F2€2
= wrid(:)) — u(rd ()| < 2 < . 149
;(U(T1Q($z)) u(rig'(z;)))| < R et Ty e (149)
i#]
Une fois toutes réunies, ces inégalités donnent donc
y = 272F2§2 (,Y_+_ 1),;.—262 2,)12,;:252
—_ M < 150
6@~ s —S—~—+"—,—* (150)
2 =242
Bl o) L (151)

n
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On peut alors directement appliquer le corrolaire du Théoréme de McDiarmid (Lemme
8). On trouve donc qu’avec probabilité au moins 1 — 4, on aura

(42 + v+ 1)72€?  [log(1/6)

R _—
{(Sn) <EL(Sp) + T = (152)
Mais (voir Mohri et al. (2012) pour une preuve technique mais compléte),
R 24272¢2
E((S,) < 1
C(Sn) < n (153)
et donc,
; 228 (4 +y+ DF%E? [log(1/9)
< 154
(s < =+ 5 ! (154
ce qui correspond au résultat annoncé. O

Théoréme 2. Le Lemme 10 permet alors directement d’inverser le domaine des ré-
sultats afin de I’exprimer en rendement et non pas en unités d’util.

B.3 Théoremes de sous optimalité

De I'inégalité de Shalev-Schwartz (Lemme 9), on sait qu’avec une probabilité d’au
moins 1 — 4, avec 0 < § < 1, I’événement suivant aura lieu :

EU(g5) - BUx(3) < 2L E2 ;“n log(1/9)) (155)

Donc de fagon équivalente, on aura également
BU(;) - BU(q) < LT IBUO | Xy Xyge (156
_ SO Iog /) |, Mgt glgs +4) (157)
<@L Qs g +al a5
< BPETER LIoB /D) 4 Ayt — g (gl + ). @59)

Cette expression peut étre bornée par des constantes si on considere d’abord le Lemme
6 duquel on sait que ||g|| et ||g}|| sont bornés par 7 /A. D’autre part, en combinant la
propriété de forte convexité de EU) (Lemme 2) et I'inégalité de Shalev Schartz, on
aura, toujours avec le méme 9,

812€2(32 + log(1/6))

A ~ * (12
P = =
Clld - a3l < = ,

(160)
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ou encore

. 4 32 + log(1/8
ll§— g§ll < —}5\/—g( /9, (161)
n
Ainsi, en simplifiant,
242 722
EU() — BU(G) < 8y2%¢ (32;—nlog(1/5)) 1 47;5 /32 +lc;g(1/5). (162)

Mais d’autre part, par définition de g%, EUx(¢*) < EUx(q}), i.e.,

Ay A A
EU(¢") - EU(q}) < 3lla°]I* - S 1a3lI* < Slle"|? (163)
Et donc en combinant les inégalités (162) et (163) :

2¢2 FL2 /
(164)

ce qui correspond bien au résultat annoncé. De plus, le Lemme 10 permet une fois de
plus d’exprimer ce résultat en terme d’équivalent certain.
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C Conjecture sur ’erreur de généralisation

Lemme 11 (Généralisation du lemme de Hoeffding). Ce lemme généralise le lemme
de Hoeffding 4 un espace vectoriel de dimension arbitraire (. Soit un vecteur aléatoire
Q€ Qtelque ||Q| < Bet EQ = 0. Alors pour tout t € Q,

2 2
Ee? < exp <%) . (165)

En effet, on sait que par définition de la convexité de la fonction exponentielle, pour
tout s € [0, 1],

exp(sa + (1 — s)b) < sexpa+ (1 — s)expb. (166)

Donc en définissant g : {g € Q : ||| < B} — [0, 1] par

1 t,
9(g) = 5 (ﬁ - 1) (167)
et en posant a = f|t|| et b = — |||, alors pour tout g € Q,
1
aglg) = 5({t, ) + Blit)), (168)
1
b(1 - g(q)) = —§(ﬁ||t|| - (t,q)), (169)
et donc
exp(ag(g) + (1 — g(g))b) = e{2. (170)
La branche droite de I’inégalité devient quant a elle
{t, ) ) Blit] ( {t, q)) — Bl
~— +1 -1 —= 171
(ﬁlltll ti)e Bl ) © 5

et donc, puisque E(t, Q) = (t,EQ) =0,

Eet@ < E ((M N 1) Gl (1 - (;_”ﬁ_')) e—ﬂlltll) 172)

BlIEl
= Bl 4 gBliel (173)
= e#lItl) (174)

ol ¢(z) = log(e® + e *). Or, avec le résultat de Mohri et al. (2012), p. 370, on a
#(x) < 22/2, d’ol on tire le résultat annoncé.

Lemme 12 (Généralisation de la borne de Chernoff). Ce lemme généralise 1a borne
de Chernoff a un espace vectoriel de dimension arbitraire Q. Soit un vecteur aléatoire
Q € Q. Alors I’évenement || Q|| > e aura lieu si et seulement s’il existe ¢ € Q, ||¢]| = 1
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tel que (£, Q) > e. Ainsi, pour tout s > 0, en employant I’inégalité de Markov,

P{||Q|| > €} = P{s(t,Q) > se} = P{e***X) > &%} (175)
< e ¢ Eelt), (176)

Conjecture 1 (Généralisation de I’inégalité de McDiarmid). L’inégalité de McDiar-
mid peut également se généraliser A des fonctions prenant leurs valeurs dans des es-
paces vectoriels.

Plus précisément, soit une distribution .# a valeur dans un espace quelconque F', un
espace vectoriel @ et une fonction f : F™ — Q. S’il existe une constante ¢ € Z telle
que pour deux ensembles d’échantillons i.i.d. S, ~ F™ et S}, ol S, et S), ne different
que d’un seul point rééchantilloné de .#, on a

[£(Sa) — F(Spl < ¢, (177)

alors pour tout échantillon aléatoire S,, ~ F",

2¢2
PUIFS) - ESE) 2 & <o (2. arm)

Conjecture 2 (Borne sur la décision). Considérons le cas d’une utilité neutre au
risque puisqu’on sait que toute solution 2 max, EU) (g) sera bornée par celle de max, E1(g).
La stabilité de 1’algorithme ©Q fournie par Bousquet and Elisseeff (2002) établit que

pour deux échantillons Sy, et S}, tirés de M™ et ne différant que d’un seul point,

PESEPEA R

(179)
En posant § ~ Q(M™), on peut donc appliquer directement le résultat de I’inégalité de
McDiarmid (Lemme 1) pour obtenir avec probabilité 1 — 4 que

log(1/6)

la-E Qs < T/ =5

(180)

Or, Q est un estimateur non-biaisé de g3. En effet, pour une utilité neutre au risque,

1 n
E Q(S,) = Eyn <mzn|xi)) (181)
——Z—E (R|X)) (182)
.=5;ﬁ (183)
= g}. (184)
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On obtient ainsi

.y TE [log(1/9)
li-aill < 3y (185)

Conjecture 3. Pour tout ensemble d’entrainement S, on a
16u(Sn)l < 161(Sn)l- (186)

ol fu est ’erreur de généralisation en employant une fonction d’utilité quelconque et
(1 Perreur de généralisation avec une attitude risque neutre.

Remargue. 1l est probable que la preuve soit simplement un argument de forte convexité
diie A la régularisation, mais aussi un phénomene plus complexe comme une générali-
sation multivariée de I’inégalité de Jensen.

Conjecture 4. On a, avec probabilité 1 — 4 sur I’échantillonage de I’ensemble d’en-
trainement S,,,

" 7262 [log(1/6)
41(Sn)ST - (187)

Démonstration. On a la chaine d’inégalités suivantes :

&u(d) = E1(q) — E1() (188)
= (E1-E1|j) (189)
= Mg — ¢3]4) (190)
< Mlg - allligll (191)
72£2 [log(1/6
< T§ ———gén/ ) (192)
en utilisant les résultats de la Conjecture 2 et du Lemme 1. O

88



Erreur de généralisation (util)

| === Borne théorique (5 =5%)
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FIGURE 26 — Progression de I’erreur maximale de généralisation sur m = 150 en-
sembles d’entrainement et p = 5. On constate que la borne théorique issue de la
conjecture de 1’Annexe C est beancoup plus serrée que les figures dérivées a partir
des Théorémes 1 et 2.
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