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Sommaire

Les modeles linéaires de caractérisation des rendements fonctionnent assez
bien pour les fonds classiques; par exemple le modele a trois facteurs de
Fama-French ou encore le CAPM (Capital Asset Pricing Model) existent
depuis quelques dizaines d’années. Ce n’est pas le cas pour les fonds de cou-
verture, qui possédent des positions qui changent extrémement vite et des
stratégies tres dynamiques. C’est ce qui fait que les modeles linéaires a fac-
teurs qui se basent sur les rendements d’actifs classiques (taux sans risque,
actions, etc) n’arrivent pas & capturer les rendements de ces fonds (Fung and
Hsieh, 1997). Les études de Mitchell and Pulvino (2001) ont ainsi suggéré
qu’il serait préférable d’utiliser des expositions non-linéaires afin de décrire
les rendements des fonds de couverture, ils suggerent que les rendements
d’une stratégie de Merger Arbitrage seraient analogues a ceux d’une stratégie
d’écriture d’options de vente (Short Puts) hors de la monnaie, sur I'indice
du marché. D’autres études comme celles de Fung and Hsieh (2001), ont ex-
ploré la méme piste mais cette fois pour d’autres stratégies, en I'occurrence
les Commodity Trader Advisors (CTAs), ils suggerent que les rendements
des stratégies de suivi de tendance ( Trend-Following) ressemblent & ceux des
look-back straddles.

Notre projet de recherche porte principalement sur la caractérisation de la
dépendance entre les rendements de fonds de couverture de divers styles, et
le rendement d’indices du marché. Dans un premier temps, la dépendance
entre des options sur indices et ces mémes indices sera caractérisée. Dans un
deuxiéme temps, la dépendance entre plusieurs fonds de couverture de divers
styles et les indices du marché sera analysée afin de vérifier I’hypothese de
comportement non-linéaire.
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Introduction

Les fonds de couverture sont des partenariats d’investissement privés dans
lesquels ’entité gérante détient un large madat en matiere de choix d’in-
vestissements. Ces fonds sont restreints aux investisseurs institutionnels et
aux investisseurs privés sophistiqués. Les CTAs sont des entités commer-
ciales, enregistrées aux Etats-Unis auprés du CFTC (the Commodity Futures
Trading Commission), et détenant 1’autorisation d’exécuter des opérations
boursiéres au nom de leurs clients sur des Futures, options et portefeuilles
de titres établis uniquement pour leur client (mandat de gestion de compte).
Jusqu’a 'avénement de la diversification des fonds en 1980, leurs mandats
étaient limités (matieres premiéres, Futures sur matiéres premieres et options
sur Futures). La globalisation et I’expansion des marchés et la réduction
des contraintes réglementaires leur a permis la possiblité de transiger sur
un grand nombre d’instruments, comme les taux d’intérét, les devises, les
actions et le marché physique des matiéres premiéres. Méme si, historique-
ment, ils ont été vus comme distincts par rapport aux fonds de couverture, la
différence est devenue de plus en plus floue car les CTAs désormais opérent
sur des investissements privés de partenariat avec de larges mandats dans
presque tous les marchés financiers (Fung and Hsieh, 1997).

Dans le cas des opérations de Merger Arbitrage, aprés I’annonce d’une fusion
ou acquisition, les actions de la compagnie ciblée transigent typiquement en
rabais par rapport au prix offert par ’acheteur. La différence entre le dernier
prix et le prix du marché est ce qu’on appelle ’écart d’arbitrage (arbitrage
spread). Cet écart constitue le gain escompté par ces fonds d’arbitrage. En
cas d’échec de 'offre de fusion-acquisition, I’arbitrageur supporte une perte
en général plus importante que le gain réalisé en cas de succés du rachat

(Mitchell and Pulvino, 2001).

Il existe deux types d’acquisitions : les Cash mergers, c¢’est-a-dire une fu-
sion moyennant une contrepartie au comptant, ou la compagnie acquéreuse



offre d’échanger une valeur monétaire contre les actions de la compagnie
cible. Dans ce cas, I'arbitrageur achéte les actions de la compagnie cible et
attend jusqu’a ce que la fusion se réalise, vend les actions & ’acheteur et
réalise un profit. Le deuxieme type d’acquisitions est le Stock merger, c’est-
a-dire une fusion moyennant une contrepartie en actions de la compagnie
acquéreuse. Dans ce cas, l'arbitrageur vend a découvert les actions de la
compagnie acquéreuse et achete les actions de la compagnie cible. L’arbitra-
geur attend ici également le dénouement de I'offre, réalise un profit grace a
la différence de prix entre les actions de la compagnie acquéreuse et celles
de la compagnie cible de l'offre (néanmoins, il rea§oit des dividendes sur sa
position longue et paie des dividendes sur sa position courte). La premiere
source de risque supportée par ’arbitrageur est le non dénouement de l'offre
de fusion-acquisition (Mitchell and Pulvino, 2001).

Ces travaux (Mitchell and Pulvino, 2001), indiquent que sur un large éventail
d’environnements de marchés, les rendements des Merger Arbitrage sont
linéairement indépendants du rendement global du marché. Ils démontrent
que la relation entre les deux rendements est non linéaire. Néanmoins, durant
les périodes baissieres du marché, il existe une certaine corrélation entre les
rendements du marché et ceux obtenus par les Merger Arbitrage. Ils suggérent
alors que ces rendements sont similaires a ceux obtenus a partir de 1’écriture
d’options de vente hors de la monnaie sur indice ; dans tous les cas un pre-
mium est réalisé et parfois un gros profit est obtenus. Ce profile de rendement
laisse entendre alors que ces opérations peuvent mieux étre décrite par une
analyse basée sur des droits contingents plutat que de tenter de les décrire
par des modeles linéaires a facteurs comme le CAPM.

Dans un premier temps, nous allons étudier la dépendance entre les ren-
dements de plusieurs stratégies d’options et les rendements de l'indice du
marché (S&P 500), la dépendance étudiée sera de type non linéaire afin de
faire ressortir les relations existantes entre ces types de stratégies et le marché.
Dans un deuxiéme temps, nous allons essayer d’étudier la dépendance entre
les rendements historiques d’indices de Merger Arbitrage et les rendements
du marché, et comparer ces derniers résultats par rapport aux premiers.

Fung and Hsieh (2001) de leur part, avaient élaboré une méthodologie générale
pour la compréhension du risque dans les stratégies des fonds de couverture,
ceci en modélisant une stratégie de négociation dite de Trend Following. Cette
stratégie est présente dans la majorité des fonds de type Commodity Trading

v



Advisors (CTAs).

Merton (1981) définit la stratégie de base d’'un Trend Follower comme si-
milaire au rendement d’un straddle. Soit Z(t) le rendement par dollar in-
vesti dans le marché d’actions et R(t) le rendement par dollar investi en
bons du trésor en période t. Au début de la période, si le Trend Follo-
wer anticipe que les actions vont surperformer par rapport aux bons du
trésor il pourra alors prendre position uniquement sur les actions (sinon le
contraire). Il montre que les rendements de cette stratégie correspondent a
R(t) + Max{0, Z(t) — R(t)}, ce qui correspond d’ailleurs au rendement d’un
portefeuille de Bons de Trésors et d’option d’achat sur les actions. En cas
d’absence de contrainte sur la vente a découvert, le rendement de la stratégie
devient R(t)+Maxz{0,Z(t)— R(t)}+ Maz{0, R(t)— Z(t)}, ce qui correspond
d’ailleurs au rendement d’un portefeuille de Bons de Trésor et un straddle
sur les actions.

Mitchell and Pulvino (2001) explorent la ressemblance entre les rendements
d’'un Lookback Straddle et ceux des fonds de type Trend Following, ce qui
permet de faire un lien entre le rendement de ces fonds et les actifs standards
du marché. Ils concluent aussi que les Trend Followers ont des rendements
non linéaires avec le marché. En effet, ces derniers tendent a se manifester
dans les conditions extrémes du marché (volatilité élevée et événements de
risque de marché).

Comme pour les stratégies de Merger Arbitrage, apres I’étude des dépendances
entre différentes stratégies d’options et les rendements de I'indice du marché
(S€P 500), nous allons nous pencher sur 'étude de la dépendance entre
les rendements des fonds de couverture de type CTAs et les rendements du
marché.



Chapitre 1

Revue de littérature

1.1 Les études précédentes dans ce domaine

1.1.1 Mitchell and Pulvino (2001)

Cet article a analysé 4750 opérations de fusions de 1963 a 1998 afin de ca-
ractériser le risque et le rendement dans les opérations d’arbitrage sur les
fusions. Les résultats indiquent que les rendements du Risk arbitrage sont
positivement corrélés avec les rendements du marché dans le cas des situa-
tions baissieres du marché, mais non corrélées avec les rendements du marché
dans le cas de situations stables ou haussieres du marché. Ce qui suggere que
le rendements des opérations sur les fusions sont similaires a ceux obtenus de
la vente d’une option de vente hors de la monnaie sur l'indice.

Description des cas de fusions-acquisitions

Il existe principalement trois types de fusions, les fusions a contre partie
monétaire et les fusions par échange d’actions. Dans une opération de fu-
sion par contre partie monétaire, la compagnie acquéreuse offre d’échanger
les actifs d’'une autre compagnie en contre partie d'un paiement monétaire.
Dans une fusion par échange d’actions, ’acquéreur offre ses actions en contre
partie des actions de la compagnie cible au lieu d’un paiement au comp-
tant. L’investissement de l’arbitrageur dépend du type de la fusion. Dans
une fusion par paiement au comptant, ’arbitrageur acquiert les actions de la
compagnie cible. Ces derniéres, étant transigées en dea§a du paiment promuis
par ’acquéreur, le profit est réalisé en détenant les actions de la compagnie



cible jusqu'a ce que la fusion est consommée. A ce moment, l'arbitrageur
vend les actions de la compagnie cible a la firme acquéreuse en contre partie
du prix promis. Il existe deux sources de profit pour 'arbitrageur dans ce
cas. Premiérement, la différence entre le prix d’achat de la compagnie cible
et le prix de l'offre de fusion. Deuxiémement, les dividendes payées par la
compagnie cible.

Dans une fusion-acquisition par échange d’actions, I’arbitrageur vend a découvert
les actions de la compagnie acquéreuse et acquiert en plus les actions de la
compagnie cible. Dans ce cas, il existe trois source de profit pour ’arbitra-
geur. La premiere source de profit, est la différence entre le prix obtenu &
partir de la vente a découvert des actions de la compagnie acquéreuse et le
prix payé pour la compagnie cible. La deuxieme source de profit sont les di-
videndes reagues sur l'investissement dans les actions de la compagnie cible.
Néanmoins, ceci est diminué par les dividendes payées sur les actions de la
compagnie acquéreuse. La troisieme source de profit provient des intéréts par
le courtier de I’arbitrageur sur le produit de la vente a découvert des actions
de la compagnie acquéreuse.

D’autres structures impliquant des actions privilégiées, des warrants et d’autres
titres n’est pas rares. A partir du point de vue de l'arbitrageur, la ca-
ractéristique la plus importante est que le rendement dépend de la concrétisation
de Toffre de fusion. Ainsi, le principal risque encouru par l’arbitrageur est
I’échec de D'offre.

Apres I'annonce d'une opération de fusion-acquisition, la compagnie cible
transige en dessous du prix offert par I’acquéreur. La différence entre le prix
de ’action de la compagnie cible et le prix offert est appelé I’écart d’arbitrage.
L’arbitrage sur les fusions-acquisitions fait référence a une stratégie d’inves-
tissement qui essaie de profiter de cet écart de prix. Si la fusion aboutit,
Parbitrageur encaisse 1’écart d’arbitrage. Sinon, si la fusion échoue, I’arbitra-
geur supporte une perte, souvent plus importante que les profits qu’il aurait
pu obtenir si 'opération avait abouti. D’autres études auparavant avaient
démontré que les modeles linéaires d’évaluation d’actifs étaient non efficaces
dans le cas des opérations d’arbitrage sur fusions-acquisitions. L’article de
Mitchell and Pulvino (2001), essaie d’investiguer si la raison derriere ’échec
des modeles linéaires, dans la capture des rendements de ces opérations, se-
rait due a la présence d’une corrélation non-linéaire avec les rendements du
marché.

Les auteurs dans leur étude prouvent que, dans un marché stable ou haussier,
Parbitrage sur les fusions-acquisitions génére 50 points de base par mois (6.2
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pourcent annuel) de plus que le rendement sans risque, avec essentiellement
un béta du marché de zéro. Néanmoins, dans les situations ou le marché
connait des baisses de 4 pourcent ou plus, le béta du marché du portefeuille
d’arbitrage augmente a 0.50. Ils concluent donc que ce portefeuille génere des
rendements modérés dans la plupart des environements, mais dans de rares
cas, génere un large rendement négatif. Ils concluent donc que I’arbitrage sur
les fusions-acquisitions est analogue & 1’écriture d’options (non couvertes) de
vente sur I'indice. Etant donné ce profile de rendement similaire aux options,
les modeles empiriques standards d’évaluation d’actifs ne peuvent étre uti-
lisés pour mesurer la performance et en terme de risque/rendement associés
avec cette opération d’arbitrage. Les exces de rendements ne peuvent pas
non plus étre vus comme tels. Par contre, ce profile de risque/rendement
pourrait étre évalué via I'utilisation de droits contingents. Cette approche
devrait étre utilisée, au lieu des modeles linéaires, lors de la génération de
benchmarks pour ’évaluation de gestionnaires de fonds de d’arbitrage sur
fisions-acquisitions.

Les conclusions de I'étude montrent globalement que sur un large éventail
d’environnements de marchés, les rendements de ’arbitrage en fusions-acquisitions
sont indépendants des rendements du marché. Ces résultats sont confirmés
aussi bien par le modele CAPM que par le modeéle de Fama & French. Elles
montrent que les coefficient estimés pour ces modeles suggere que la relation
entre le rendement de I'arbitrage sur les fusions-acquisitions et les rendements
du marché ne sont pas linéaires.

1.1.2 Fung and Hsieh (1997)

Cet article étudie divers profiles de risque/rendement de fonds mutuels clas-
siques, et des fonds de couverture de type CTAs (Commodity Trading Ad-
visors), et montre qu’ils suivent des stratégies tres différentes de celles des
fonds mutuels classiques, et supporte la these selon laquelle ces stratégies sont
extrémement dynamiques. Ces fonds ont des mandats pour réaliser des ren-
dements absolus, indépendamment de I’état du marché. Pour cela, ils ont la
possibilité de choisir parmi un large éventail de classes d’actifs, et d’employer
des stratégies dynamiques qui impliquent souvent des ventes a découvert, le-
viers pour le financement, et des produits dérivés. Les auteurs essayent dans
cet article d’étendre le modeéle de Sharpe (Sharpe, 1992) pour le cas de ces
investissements alternatifs.

Les auteurs trouvent (comme pour Sharpe (1992)), qu’il existe une forte
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corrélation entre les rendements des fonds mutuels et ceux des classes d’ac-
tifs classiques. A 'opposé, les CTAs présentent une faible corrélation par
rapport aux fonds multuels et aux classes d’actifs standards. De plus, ils
prouvent qu’il existe une certaine non homogénéité dans le rendements des
CTAs dépendamment de leurs styles.

Parmi les catégories examinées, les CTAs de type systématique/Suivi de ten-
dance se réferent aux traders qui utilisent des outils d’analyse technique et
font généralement du suivi de tendances ( Trend Following). Ces CT As ex-
hibent des profiles de rendement similaire a ceux d’un straddle.

1.1.3 Fung and Hsieh (2001)

De maniése similaire a I’article de Mitchell & Pulvino, cet article pose la
problématique de ressemlance entre les rendements des fonds de couverture
et les rendements des portefeuilles d’options. Les modeles linéaires utilisant
ont de la difficulté & expliquer ces rendements. 11 utilise les lookback straddles
afin de montrer qu’ils peuvent expliquer les rendements d’un certain style de
stratégies de fonds de couverture.

L’article étudie une stratégie populaire aupres des fonds de couverture, et
qui est communément appelée le Trend following. Il s’agit de la stratégie
dominante chez les fonds de type Commodity Trading Advisors (CTAs).
La stratégie de Trend following la plus simple qu'on appelle “primitive”,
génere le méme paiement qu’une option structurée qu’on appelle un lookback
straddle. Le détenteur d’une option d’achat de type lookback posséde le droit
d’acheter I’actif sous-jacent au moindre prix durant la durée de vie de 1'op-
tion. De maniére analogue, une option de vente de type “lookback” permet
a son détenteur de vendre au prix le plus élevé. La combinaison de ces deux
options est un “lookback straddle”.

L’article démontre que les rendements du lookback straddle ressemblent aux
rendements des fonds de type Trend following. Ceci afin de démontrer le lien
entre les rendements de ce type de fonds de couverture et les rendements clas-
siques du marché. Les straddles standards peuvent donner les mémes résultats
empiriques, néanmoins 1'utilisation des lookback straddles est thériquement
beaucoup plus proche de la stratégie de Trend following.



Stratégie de type Trend following primitif

La premier & avoir établi le lien entre une stratégie de Market timer (une
stratégie similaire au Trend following) et les rendements d’un straddle était
Merton (1981). Suivant sa notation, soit Z(t) le rendement par dollar investi
dans des actions du marché, et R(t) le rendement par dollar investi dans
les bonds de trésor sur une période t. Au début de la période, si le Market
timer prévoit que les actions vont surperformer par rapport aux bonds du
trésor, il va détenir uniquement des actions. Sinon, seuls les bonds vont étre
détenus. Ceci assume implicitement la présence de contraintes sur la vente
a découvert, il démontre que le rendement du portefeuille est donné par
R(t) + Maz{0,Z(t) — R(t)}, ce qui correspond d’ailleurs aux rendements
d’un portefeuille de bonds de trésor et une option d’achat sur les actions.
En I’absence de contraintes sur la vente a découvert, le rendement du Market
timer est modifié pour exprimer l’alternative de la vente a découvert. Il
montre que le rendement du portefeuille est désormais R(t) + Maz{0, Z(t) —
R(t)}+Maz{0, R(t)— Z(t)}, qui est d’ailleurs le rendement d’un portefeuille
de bonds et un “straddle” sur les actions.

L’article utilise globalement la méme approche pour modéliser un Trend fol-
lower. Dans Merton(1981), le Market timer (Merton, 1981) essaie de pronos-
tiquer la direction de mouvement de prix d’un actif, prenant une position
longue pour profiter d’une hausse du prix, ou une position courte dans le cas
d’une baisse. Un “trend follower” essaie de capturer la tendance du marché.
Les tendances sont reliées aux corrélations dans les changements de prix.
Les auteurs concluent que le modéle de Trend following primitif répliqué a
travers 'utilisation des lookback straddles présente un profile de rendement
similaire a celui des rendemnts des CTAs. Tous les deux présentent une forte
asymétrie positive, et tendent a avoir des rendements élevés en situations
extrémes du marché. Ils concluent également que ces stratégies présentent
un risque systématique qui ne peut étre capturé par les modeles linéaires
classiques d’évaluation d’actifs.



Chapitre 2

Etude de la dépendance

2.1 Comment étudier une relation de dépendance ?

2.1.1 La corrélation linéaire

La compréhension des relations entre plusieurs aspects multivariés est I'une
des problématiques majeures dans le domaine des statistiques. La régression
linéaire s’est imposée comme étant la méthodologie statistique la plus uti-
lisée, il s’agit d'un outil important de I’analyse multivariée car elle permet aux
chercheurs de se concentrer sur I'effet des variables explicatives. Dans cette
étude, nous nous focalisons sur le probleme de base de la compréhension de
la distribution de plusieurs variables, en 'occurrence une distribution multi-
variée. Pour résoudre ce probléme, les copules s’avéerent comme une solution
prometteuse. Cette technique est relativement nouvelle dans I'histoire de la
statistique ; en effet, la plupart des applications statistiques sont apparues
durant les trente dernieres années. Néanmoins, les copules ont été étudiée
dans le domaine des probabilités durant toute la deuxiéme moitié du 20 eme
siecle et donc plusieurs propriétés des copules sont maintenant largement
connues.

La corrélation linéaire est 1'un des concepts les plus omniprésents dans les
applications des mathématiques, mais c’est également un concept des plus
mal compris. Nous allons essayer ici de montrer que la corrélation est juste
une parmi plusieurs mesures de dépendance, et que la corrélation linéaire ne
peut capturer une relation de dépendance non-linéaire. Il est donc important
de savoir quand est ce qu’il est sans danger d’utiliser la corrélation linéaire,
et aussi quand est ce qu’il faut étre prudent danc cet usage.



Définition
Soient X et Y deux variables aléatoires. Le coefficient de corrélation linéaire

entre X et Y est
Cov[X,Y]

XY ) = YT

ol Cov[X,Y] est la covariance entre X et Y définie par

Cov[X,Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y],

et 0%[X], o2[Y] sont les variances respectives de X et Y. Les propriétés de la
corrélation linéaire peuvent étre résumées comme suit :

(1)-1<p(X,Y) <1,

(1) X,Y indépendants => p(X,Y) =0,

(1) p(aX + B,7Y +6) = sgn(ar)p(X,Y) V a,7 € Ryo.

(out Ry est 'ensemble des réels privé de zéro)

La popularité de la régression linéaire peut étre expliquée par plusieurs
points :

(1) La corrélation est tres souvent simple & calculer. Pour plusieurs distri-
butions bivariées, il est facile de calculer les seconds moments (variances et
covariances) et donc en dériver le coefficient de corrélation. D’autres mesures
de dépendances, que 1’on va voir apres dans le cadre de cette étude, peuvent
s’avérer difficiles a calculer.

(2) La corrélation et la covariance s’apprétent facilement aux manipulations
linéaires.

Néananmoins, il existe plusieurs déficiences dans 'utilisation de la corrélation
linéaire. Considérons deux variables aléatoires X et Y.

(1) Les variances de X et Y doivent étre finies, sinon la corrélation linéaire
est non définie. Ceci cause probleme pour le cas des distributions ayant une
forte asymétrie.

(2) L’'indépendance de deux variables aléatoires impliquent leur non-corrélation
(p(X,Y) = 0), mais une corrélation nulle n’implique pas forcément I'indépendamce.
(3) La corrélation linéaire souffre du probléme majeur de non invariance face
aux transformations non-linéaires T : R — R. En effet, pour deux variables
aléatoires, en général on a

p(T(X),T(Y)) # p(X,Y),



De plus, il existe d’autres déficiences statistiques dues & la corrélation, par
exemple une simple observation pourrait avoir une grande influence arbitraire
sur une corrélation linéaire. Il en suit que la corrélation linéaire n’est pas une
mesure statistique rigoureuse (de Matteis, 2001).

2.2 Qu’est ce qu’une copule?

Supposons que nous avons un modele de variables aléatoires X, X5 sous
la forme d’'une distribution jointe F. On connait le comportement marginal
de ces variables, et on peut évaluer les probabilités conditionnelles qu’une
composante puisse prendre, étant donné les valeurs prises par les autres
composantes. On peut dire que la structure de dépendance de ces variables
aléatoires est contenue a l'intérieur de F. Les copules sont des distributions
uniformes multivariées. Elles représentent une fad§on d’extraire la structure
de dépendance a partir de la fonction de distribution jointe, et séparer la
dépendance et le comportement marginal. Plutard, on verra que toute distri-
bution bivariée peut étre écrite sous la forme : F(z1,z2) = C(Fi(z1), Fa(z2)),
pour une fonction C définie comme étant une copule de F, ou F; et F3 sont
des marginales (de Matteis, 2001).

2.2.1 Premieére définition d’une copule

Dans les sections qui suivent, nous utilisons des définitions tirées de McNeil
and Embrechts (2005).

Une copule de dimension d que ’on dénomme C : [0,1]> — [0, 1] est une
fonction de distribution cumulative avec des marginales uniformes

Dans ce qui suit, la notation C(u) = C(u,us2) sera toujours utilisée pour
désigner une copule. La condition qui stipule que C est une fonction de
distribution meéne immédiatement aux propriétés suivantes :

1. Comme une fonction de distribution cumulative est toujours croissante,
C(u1,u2) est non décroissante en chaque composant u;.

2. Un composant marginal  est obtenu en mettant u; = 1 pour tout j # g,
et comme les distributions sont uniformes, on obtient :

C(U«,’, 1) = U;.



3. Pour a; < b;, la probabilité P(U; € [a1,b1],Us € [as, bo]) doit étre non

négative, ce qui mene a ce qu’on appelle l'inégalité du rectangle

C(u,1,ug1) — C(ur1, ug2) — Clure, ug1) + Clui2, us2) > 0,

avec uj; = a; et ujo = b;.

2.2.2 Le théoreme de Sklar

Soit F' une fonction de distribution ayant des marginales F; et F5. Alors, il
existe une copule C : [0,1]> — [0,1] telle que, pour tout z;,z, € R (ot1 R
est I’ensemble des réels),

F(il?l, .'132) = C(Fl(IIIl),FQ(ID2)).

(2.1)
Si les marginales sont continues, alors C' est unique ; sinon C est uniquement
déterminée sur RanF; x RanF,; x RanF,; ou RanF; = F;(R) dénote une
fermeture de I’ensemble des valeurs prises par F;. Inversement, si C est une
copule et F; et Fy sont des fonctions de distribution univariées, alors la
fonction F' définie dans (2.1) est une distribution jointe avec des marginales
F]_ et F2.
Puisque F; et F; sont continues, ceci implique que la fonction de distribution
de (Fi(z1), F5(z2)) est une copule, que ’on va dénoter C.
Si I’on évalue I'équation (2.1) pour les arguments z; = F} (u;),0 < u; <
1,i = 1,2 (ou f* représente l'inverse d’une fonction donnée f), on obtient

C(ur,uz) = F(F{ (w1), F5~ (u2)).
(2.2)
Ceci donne une représentation explicite de C en terme de F et ses marginales,
donc montre 'unicité. Pour le cas réciproque, supposons que C est une copule
et que F) et Fy sont des fonctions de distributions univariées. Si on prend
U comme vecteur aléatoire avec fonction de distribution C et le vecteur
X = (Ff (Uh), F5(Us)), on obtient



P(X; £ 71, X3 < 75)
= P(F{ (Uh) < z1, F5(Us) < z2)
= P(U1 < Fi(z1), Uz < Fy(x2))
= C(Fi(z1), F2(z2)).
(Voir la preuve compléte dans : McNeil and Embrechts (2005)).

(2.3)

La fonction de densité d’une copule

Selon sa définition, une copule est une fonction de distribution cumulative.
Ce ne sont pas toutes les copules qui possédent une fonction de densité.
Néanmoins, si la copule est suffisamment différentiable, la densité de la copule
peut étre calculée comme suit (McNeil and Embrechts, 2005) :

C(U) _ 620(u1,U2).
3u16u2

Si la copule est donnée sous la forme (2.2), on obtient la densité de la co-
pule en terme de densité jointe avec les fonctions de distribution cumula-
tives marginales ainsi que les fonctions de densité marginales. Comme il est
nécessaire que la fonction de distribution cumulative soit differentiable, on
obtient F}~ = F;"'. Si on indique la densité jointe par f et les densités mar-
ginales par f;,i = 1,2, on obtient par la regle de la chaine :

_ ST (w), Fy ' (u))
Fu(FTH(ul)) fo(Fy H (ug))

c(u)

La distribution conditionnelle

Il est souvent intéressant de voir le comportement des distributions condi-
tionnelles des copules. On se concentre ici sur les copules a deux dimensions
et on suppose que (Uy, Us) posséde une fonction de distribution C. Puisque la
copule est une fonction croissante et continue pour chaque argument (McNeil
and Embrechts, 2005),

Cogur(uz | w) = P(Uz € up | Uy = w) = limg o Sutbua)-Clum) _
=C(u1, up),

ou la derivée partielle existe presque partout. La distribution conditionnelle
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est une distribution sur l'intervalle [0,1], et devient une distribution uniforme
dans le cas ou C est la copule d’indépendance.

La fonction de distribution cumulative conditionnelle peut donc étre obtenue
a partir de la copule elle méme, et la fonction de densité conditionnelle est
obtenue en dérivant encore une fois par rapport a us.

Les bornes des copules

Hoeffding et Fréchet avaient chacun indépendemment établi qu’une copule
réside toujours entre certaines bornes. La raison derriére cela est 'existence
des cas extémes de dépendance. Pour voir de pres, considérons le cas de
deux variables aléatoires uniformes U; et U,. Si U; = U, ces deux variables
seront extrémement dépendantes chacune de l'autre. Dans ce cas, la copule
est donnée par (McNeil and Embrechts, 2005) :

C(uy,u2) = P(Uy < uwy, Uy < ug) = min(uyq, uz).

Le cas de l'indépendance est & 1'opposé, et pour deux variables aléatoires
indépendantes la copule donne C(uj,uz) = u;.u2. Néanmoins, le cas de
Vindépendance sert juste comme étape intermédaire vers le cas extréme de
comonotonicité. Ce cas est obtenu pour des variables aléatoires uniformes
telles que U = 1 — Us.

La copule, est alors égale a

C(uy,ug) = P(Uy € ug,1 = Uy < ug) = P(Uy € uy, 1 —ug < Uh).

2.3 Les copules les plus importantes

On peut diviser les copules en trois grands groupes : les copules fondamen-
tales, représentant un certain nombre de structures de dépendances; les
copules implicites qui sont extraites a partir de distributions multivariées
connues en utilisant le théoréme de Sklar, mais qui ne possedent pas nécessairement
une expressions fermée ; et les copules explicites qui ont des formes fermées
simples (McNeil and Embrechts, 2005).

2.3.1 Les copules fondamentales

La copule d’indépendance
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La copule d’indépendance est définie par :

H(ul,U2) = Ujp.Ua.
(2.4)
A partir du théoreme de Sklar, et de I’équation (2.1) en particulier, on déduit
que les v.a ayant des distributions continues sont indépendantes si et seule-
ment si leur structure de dépendance est donnée par (2.4).

La copule de comonotonicité
La comonotonicité réfere au cas de la dépendance positive parfaite. C’est la

copule de la borne supérieure de Fréchet,

M (uy, uz) = min{uy, up}.
(2.5)
La copule de contremonotonicité
C’est la copule bi-dimensionnelle de la borne inférieure de Fréchet donnée
par

W (uy, u2) = max{u; + uz — 1,0}.
(2.6)

2.3.2 Les copules implicites
La copule gaussienne

Si X ~ Nj(u,X) est un vecteur aléatoire gaussien, alors sa copule est appelée
la copule gaussienne. Cette copule est exactement la méme chose que X ~
N5(0, p), ou p est la corrélation entre deux composantes de X. Cette copule
est donnée par

CSu) = P(®(X1) < uy, B(X2) < uz) = @p(@7 (1), 27 (u2)),

(2.7)
ou ® est la fonction de distribution standard normale univariée, et ®p est la
fonction de distribution jointe de X.

La copule gaussienne ne posséde aucune formule fermée, mais elle peut étre
exprimée comme une intégrale sur la densité de X ; lorsque | p |< 1, en
utilisant (2.8) on a
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a -1 &1 —(g2_. 2
CpG (u1,u2) = f_oo ) f_oo fu) 2,,(1_1/,2)1/2 exp{ (312(21;:1;;-1»32) }dsids,,
(2.8)

11 faut noter que la copule d’indépendance et la copule de comonotonicité sont
des cas spéciaux de la copule gaussienne. Si p = 0, on obtient alors la copule
d’indépendance (2.4). Si p = 1, alors on obtient la cominotonicité (2.5). Pour
p = —1la copule gaussienne est égale a la copule de contremonotonicité (2.6).
Donc, en deux dimensions, la copule gaussienne pourrait étre vue comme
une structure de dépendance qui interpole entre les dépendances positives
et négatives parfaites, avec le paramétre p qui représente la puissance de la
dépendance (McNeil and Embrechts, 2005).

La copule de Student

De la méme maniére qu’on peut extraire une copule & partir d’une distribu-
tion normale multivariée, on peut également extraire une copule implicite &
partir de n’importe quelle autre distribution ayant des fonctions de distribu-
tion marginales continues. Par exemple, la copule de Student de dimension
2 prend la forme

Cro(w) =t p(t; (w1), £ (u2)),

(2.9)
Ou t, est la fonction de distribution d’'une Student univariée, ¢, p est la
fonction de distribution jointe du vecteur X ~ t3(v, 0, p). Comme dans le cas
de la copule gaussienne, si p = 1 on obtient le cas de la comonotonicité (2.5).
Par contre, et contrairement a la copule gaussienne, si p = 0 on n’obtient pas
la copule d’indépendance (en assumant que le parameétre v < oo) (McNeil
and Embrechts, 2005).

2.3.3 Les copules explicites

Alors que les copules gaussiennes et Student sont des copules déduites a
partir de fonctions de distribution multivariée connues et ne possédent pas
de formes fermées, on peut citer des exemples de copules possédant des formes
fermées connues (McNeil and Embrechts, 2005). Comme exemple, on peut
citer les copules archimédiennes; on verra ici la copule bivariée de Clayton,
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de Gumbel et celle de Frank. Cette famille de copule présente un intérét
particulier pour les applications en gestion de risque. Pour le cas multivarié,
voir Rémillard (2013) qui traite en détail plusieurs cas de copules explicites.

La copule de Gumbel

La copule bivariée de Gumbel est donnée par

Co(u1,ug) = exp[—((—Inu)? + (— Inup)?) 3],
(2.10)
Si 6 = 1, on obtient la copule d’indépendance comme un cas spécial, et si
# — oo on obtient la copule de comonotonicité bi-dimensionnelle. Donc, la
copule de Gumbel alterne entre I'indépendance et la dépendance parfaite
avec le parametre 6 qui représente la force de la dépendance.

La copule de Clayton

La copule bivariée de Clayton est donnée par

Cy(uz, ug) = (max{u;® +u;® — 1,0}) 7, 0 <6 < oo,
(2.11)
Quand 6 — 0 on obtient la copule d’indépendance, et quand § — oo on
obtient le cas bivarié de la comonotonicité. Pour # = —1 on obtient la borne

inférieure de Fréchet-Hoeffding.

La copule de Frank

Le dernier cas des copules archimédiennes est celui de la copule de Frank,
elle définie par

Co(ur, uz) = 3 In(1 4 (ERPuopfomiua) 1) - g e R
(2.12)
Pour cette copule, quand § = 1, on obtient la copule d’indépendance, alors
que le cas de 6§ = 0 correspond & la borne supérieure de Fréchet-Hoeffding.
Et dans le cas limite de § — 0o, on obtient la borne inférieure de Fréchet-

Hoeffding.
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La copule de survie

Soit C' la copule définie par,

C(uy,ug) = P(Uy < uy, Uy < uy),

Alors, la fonction C définie par,

6(”1,'“2) =u+u—1= P(Ul > u,Up > u2),

est appelée la copule de survie de la copule C.

2.3.4 Le générateur d’une copule archimédienne

On peut vérifier, que pour un parametre # donné respectant l'intervalle qui
lui est défini pour chaque cas de copule, les copules archimédienne peuvent
étre écrite sous la forme (McNeil and Embrechts, 2005),

Cﬂ(ula u2) = ¢—1(¢(UI) + ¢(’U,2)),

(2.13)
oli ¢ est une fonction décroissante de [0,1] & [0,00], satisfaisant ¢(0) =
00, (1) = 0, appelée le générateur de la copule et ¢! est son inverse. Le ta-
bleau suivant présente les générateurs des copules archimédiennes bivariées :

Copule  Générateur  Parametre
Gumbel (—Int)? 6>1
Clayton  3(t™%—1) 6> -1
—6t _
Frank —In(225—1) 0f€R

TABLE 2.1: Générateurs de copules archimédiennes

Theorem 1. (Copule archimédienne bivariée)
Soit ¢ : [0,1] — [0, 00] une fonction continue et strictement décroissante avec

#(1) = 0 alors

Clur, ug) = ¢~ H(p(w1) + $(u2)),
(2.14)
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est une copule si et seulement si ¢ est convexe (McNeil and Embrechts, 2005).
Toute les copules construites selon (2.14) sont appelées des copules archimédiennes
bivariées. Si ¢(0) = oo le générateur est dit strict.

2.4 Les mesures de dépendances

On présente ici les mesures de dépendance utilisées dans 1’étude, en 1’occur-
rence le Tau de Kendall, le Rho de Spearman et le Rho de Van der Waerden.
Tous les détails et les preuves de cette section se trouvent dans Rémillard
(2013).

2.4.1 La fonction de Kendall
Rappelons que (X, X3) ~ H, avec des marginales continues Fj et Fj, et une
copule C, et Uy = Fi(X;) et Uy = F5(X3). On pose
V= H(Xl,Xz) - C{Fl(Xl),Fz(Xz)} — C(Ul, U2) € [O, 1],
Alors, la loi de V' ne dépend pas des marginales et sa fonction de distribution
K, est définie par
Kit)=P(V <t), 0<t<1,

et est appelée la fonction de Kendall. Son espérance est appelée le tau de
Kendall.

2.4.2 Estimation de la fonction de Kendall

Pour estimer la fonction de Kendall, Genest and Rivest (1993) ont proposé
de calculer d’abord les pseudo observations (Rémillard, 2013) :

Vi = Card{j; X;1 < Xa et Xjz < Xia}/(n—1)
= Card{j; Rjy < Ry et Rjs < Rip}/(n—1)
= Card{j; Uy < U et Ujp < Up}/(n—1) (2.15)

n A 1
= 2 {Colli, Ua)} - —

~ Vi =C(Ua,Us), i€{l,..,n}.
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2.4.3 Le Tau de Kendall

Le tau de Kendall est une mesure de concordance. Deux palres de pomts
(21, 22) et (:vl, x,) sont concordants si et seulement si z; < z; et 2, < 7, ou
37,1 <z et 1:2 < 5. Sinon, elles sont dites disconcordantes. Geometrlqulement,
la disconcordance signifie que la ligne passant par (z1,z) et (z7,,) possede
une pente négative. La pente est positive si elles sont concordantes (Rémillard,
2013).

Rappellons que (X, X;) ~ H, avec des marginales continues Fj, F;, et une
copule C. Posons U; = F1(X4), Uy = F5(Xs), et V = C (U, Us).

Supposons que (X, X,) ~ H est indépendante de (X;, X;). Alors le Tau de
Kendall est défini par

T =70 = P{((X1, X2)et(X;, X,) sont concordants)}

— P{((X1, X2)et(X,, X,) sont disconcordants)}
= 2P{((X1, Xa)et(X,, X,) sont concordants)} — 1

_4P(X,, X)) - 1
= 4E[C’(F1(X1) F3(X3))] -1
=4E(V

=3 - 4/K

Ou K est la fonction de Kendall.

On peut vérifier que pour 7 = 1 donne la borne supérieure de Fréchet-
Hoeffding, 7 = —1 pour la borne inférieure de Fréchet-Hoeffding, et 7 = 0
pour la copule d’indépendance.

2.4.4 Estimation du Tau de Kendall

Soient P, et (), respectivement le nombre de paires concordantes et discon-
cordantes dans un échantillon de taille n. Alors, P, +@n = (5) = n(n—1)/2.
A partir de la définition de 7, une estimation naturelle serait (Rémillard,
2013) :

B s —— 2(Pn"Qn) p— 4Pn, —_ 4Q-,,,
T=T= nn—1) ~ na(m-1) l=1- n(n—1)’

En utilisant les pseudo observations Vi, ..., V, définies dans (2.15), on a
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=T, =-1+2 El_

2.4.5 Le rho de Spearman

Le rho de spearman est simplement défini par la corrélation de Pearson entre

U1 = Fl(Xl) et U2 = F2(X2) i.e.,

On note ici que pour p®) = 1 correspond & la borne supérieure de Fréchet-
Hoeffding, et que p(®) = —1 correspond & la borne inférieure de Fréchet-
Hoeffding, et que p'8) = 0 correspond & la copule d’indépendance (Rémillard,
2013).

2.4.6 Estimation du rho de Spearman

Par sa définition, p(®) est naturellement défini par la corrélation entre les
ranks (R;1, Ri), ..., (Rn1, Rn2), ce qui correspond a

s 12 _n+1 _n-l—l
pS__p —n(nZ—l) ;(1?’&1 )(‘R’Lz )
n+1
= o _IZ&IRZZ 38—
6 n
—mZ(Rn—Riz)2-
i=1

Comme pour l'estimation du tau de Kendall, p° dépend uniquement des
rangs. Il est facile de voir que p° = 1 si et seulement si R;; = Rj, pour
tout i € {1,...,n}. De maniére analogue, p° = —1 si et seulement si R;; =
n+ 1 — R;; pour tout i € {1,...,n} (Rémillard, 2013).

2.4.7 Le rho de van der Waerden

Le rho de van der Waerden 5" (Rémillard, 2013) mesure la corrélation entre
la variable gaussienne centrée N~1(Fi(X;)) = N7Y(U;) et N7}(Fy(Xy)) =
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N=1(U,), out N est la fonction de distribution gaussienne standard. Ce qui
donne,

W) = Cor{N-1(U3), N-(Us)} = E{N-}(U})N"'(U)}.

Il faut noter qu’en général la distribution jointe de N~1(U;) et N~Y(U,)
n’est pas gaussienne. p") = 1 correspond & la borne supérieure de Fréchet-
Hoeffding, alors que p") = —1 correspond & la borne inférieure Fréchet-
Hoeffding, et p™) = 0 correspond & la copule d’indépendance.

2.4.8 Estimation du rho de van der Waerden

Le rho de van der Waerden est estimé par la corrélation entre les paires
(Rémillard, 2013) (Zi1, Zp), ot Zy; = N7}(Uy) = N™N(2L),j = 1,2,i €
{1,...,n}. L’expression est donnée par

P(W) _ pW _ Tl Z}1“Z;2
" Zi

Puisque Y0, Zi; = S0, N (A7) =0et

n ; 2 n - i
Zi:l Zij = Zi:l{N 1(n+1)}2-

2.5 Tests d’adéquation pour les copules

La présente section est tirée de l'article de Genest et al. (2009). On essayera
ici d’expliquer quelques procédures qui ont été récemment proposées pour les
tests d’adéquation pour n’importe quelle classe de copules de dimension 2.
Considérons un vecteur aléatoire continu X = (X, X;) ayant une fonction
de distribution cumulative H et des marginales Fj, F5. La présentation de
H sous forme de copule est donnée par H(z1,z2) = C{Fi(z1), Fa(x2)}, on
C est une fonction de distribution cumulative unique ayant des marginales
uniformes sur (0,1).- Un modéle de copule pour X survient lorsque C est
inconnue mais supposée appartenir a une classe

Co={09:060},
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ol O est un sous-ensemble ouvert de R? pour un entier p > 1.

I faut également souligner qu’il existe une différence fondamentale entre le
probleme d’estimation du parametre de dépendance d’'un modele de copule
Co = {Cj : 6 € O} et la problématique complémentaire de test de la validité
de I'hypothése nulle Hy : C € Cy pour une classe de copules Cj.

Tous les tests qui seront mentionnés ci-aprés sont basés sur les rangs. Ils

peuvent étre vus, en effet, comme des fonctions des collections Uy = (Uyy, Upz), ...

(Un1,Un2) des pseudo-observations déduites & partir des rangs, ou U;; =
R;;/(n+1) =nkF;(X;j)/(n+1), Oi F est la fonction de distribution margi-

nale empirique.

2.5.1 Le test basé sur la transformation de Kendall

Cette procédure consiste a baser le test de Hp sur une transformation de
probabilité intégrale des données. L'application considérée est (Genest et al.,
2009) :

X~V =HX)=CU,U,),

ou U; = Fi(X;) pour i € {1,2} et la distribution jointe de U = (Uy, Us) est
C. C’est ce qui est appelé la transformation de Kendall.
Soit K qui indique la fonction de distribution univariée de V. Genest et
Rivest (1993) démontrent que K peut étre estimée de maniére non pa-
rametrique par la fonction de distribution empirique des pseudo observations
Vi = Cp(Uy), ..., Vo = Cu(U,). K peut étre estimée par :

Ka(v) =11, 1(Vi<v) velol]
(2.16)

Il s’agit d’un estimateur consistant de la distribution sous-jacente K. Main-

tenant, sous Hy le vecteur U = {U;,Ua} est distribué selon une copule Cp

pour un parametre # € O, et donc la transformation de Kendall Cy(U) a une

distribution Kj. Le test est basé sur le processus empirique,

Kn = vn(Kn — Ks,).
La statistique utilisée pour le test est analogue aux statistiques de Cramér-
von Mises et Kolmogorov-Smirnov.
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1
_ /0 Ko (v)2dKa, (v),
et T,‘:{ = Supue{o,1}|Kn(V)|-

Ici, on présente la méthode pour le calcul de SX, mais T¥ peut étre calculée
de maniére analogue (Genest et al., 2009) :

(2.17)

1. Calculer K, selon la formule (2.16) et estimer # par 6, a partir des

pseudo-obserations.

2. S’il existe une expression analytique pour Kj, calculer la valeur de Sy (K)

comme défini dans (2.17). Sinon, procéder par simulation Monte Carlo.
En particulier, choisir m > n et procéder aux étapes suivantes :

(a) Générer un échantillon aléatoire Uy, ..., Uy, & partir de la distribution
Ce,,-
(b) Approximer Ky, par
By(t) = X 1V <), teo1],
OuV*= —% E;"zl WUy <Uy), iedl,..,m}
(c) Approximer S par SK = 3 KRV - B (VY)Y
3. Pour un grand entier N, répéter les étapes suivantes pour tout k €

{1,..,N}:
(a) Générer un échantillon aléatoire simple Y7, ..., Y} nk a partir des
distributions Cj, et calculer les rangs associés Ri,k,. o Ry k-

(b) Calculer
* N * * N
ik — = Z] =1 (Y_]k < Yi,k) pour 2 € {1a ...,TL},
* b= IZ,_ 1(V{, <t) pour t € [0, 1],
et estlmer 6 par 0, a travers les rangs précédemment calculés.
(c) S’il existe une expression analytique pour Ky, alors S,, (K)* fo {Ch . (t)—
Ky  (t)}?dKy:  (t), Pour laquelle une expression exp11c1te peut étre
déduite a partir de (2.17), sinon procéder comme suit :
(i) Générer un échantillon aléatoire Y %, ..., Y,» & partir de la distribu-
tion Cg; o
(ii) Approximer Ko par
Bi) =20, 1( v <t), telo,1],
Ou
V=LYYo 1(YR<YY), i€l,.,m

z’ .7
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Et finalement poser S(K)‘k 2y KL (V%) — B (Vi) ¥,

Une approximation de la P-value pour ce test est donnee par Z w1 1(S, (K)* >
(E)/N.

2.5.2 Le test basé sur la transformation de Rosenblatt

La transformation intégrale de Rosenblatt (Genest et al., 2009) d’une co-
pule C est une application R : (0,1)> — (0,1)® qui pour tout vecteur
u = (u1,us) € (0,1)? associe un autre vecteur R(u) = (e, e2) avec e; = u,
et,

8C(u1,u22 / 3C(‘u1 ,1) ]

€2

La transformée de Rosenblatt présente la propriété critique suivante : c’est
que U est distribuée selon C, indiqué U ~ C, si et seulement si la distribution
de R(U) est une copule d’indépendance.

Ci(e1,e2) = €1 X €2, €1,e2 €[0,1].

Donc Hy : U ~ Cy est équivalent & H} : Rg(U) ~ C pour un parameétre
6 €O.

Pour tester cette hypothese, on peut utiliser le fait que sous Hy, les pseudo ob-
servations E; = Ry, (U1), ..., En = Ry, (U,) peuvent étre interprétées comme
un échantillon tiré de la copule d’indépendance C;. Ces pseudo observa-
tions ne sont pas mutuellement indépendantes et sont approximativement
uniformes sur (0, 1)2.

Sous 'hypotheése nulle Hy, la fonction de distribution empirique

Dn(u) = %Z?:l 1(Ei < u)7 u € [0’ 1]2'

(2.18)
associée avec les pseudo observations Ei,..., E, devrait étre proche de la
copule d’indépendance C,. Donc, toute distance entre D,, et C| est une
bonne candidate pour le test d’adéquations. Deux statistiques Cramér-von
Mises sont considérées,
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S5 =n | {Du(u) ~ C(u)}*dDn(u)

[0,1]

. (2.19)
= Z{Dn(Ei) - CL(E)).
et
SB = p / (Do) — C1 (u)}2du
= _——an—lz (1-E +7lli§n:1'[k—12 1— Ey V Ej).

ol a Vb =maz(a,b).

Le présent algorithme décrit la méthodologie su1v1e our le calcul des P-
values, il est valable aussi bien pour la statistique S8 que pour SO Pour
plus de détails, voir Genest et al. (2009).

1. Calculer D, selon la formule (2.18) et estimer # par 6, par la méthode
du maximum de vraissemblance.

2. Calculer les valeurs de S, comme défini dans (2.19).

3. pour un grand entier N, répéter la procédure suivante pour chaque
ke{1,..,N}:
(a) Générer un échantillon aléatoire simple Y7 ,,..., Yy, & partir des
distributions Cp, et calculer les rangs associés Ry y, ..., Ry, .
(b) Calculer Uj, = R{y/(n+1) pour i € {1,..,n}.
(c) Estimer 6 par 6, ; et calculer Ef,, ..., Ef i ot Ef = Rg: (Ujy), t€
{3 oy}
(d) Soient
Dix= i 1B <w), uwe0,1)%

C)x n * * *
S( = Zz-—l{Dn k(El k) - C-L(Ei k)}2
Une P-value approximative pour le test est alors donnée par Z o1 1(
SE)/N.

S(C)*
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Chapitre 3

Démarche

Dans ce chapitre, nous allons décrire la démarche globale et les outils uti-
lisés tout au long de cette étude. Nous décrivons également 1’application
des différentes notions explorées lors des chapitres précédents, et fixons la
méthodologie qui sera appliquée pour tous les tests subséquents.

Dans cette étude, allons examiner les rendements des stratégies d’options
les plus connues (options d’achats, options de vente, écarts baissier, écarts
haussiers, straddle, strangles et butterflies) dans leurs dépendances avec les
rendements du marché, ceci pour plusieurs niveaux de prix d’exercice. En-
suite, nous allons examiner la dépendance des rendements des CTAs et des
Merger Arb avec le marché afin de vérifier les hypotheses de Fung and Hsieh
(2001), et celles de Mitchell and Pulvino (2001).

Les principales données requises sont d’abord les prix historiques de I'indice
S&P 500. Pour cette étude, nous utiliserons les prix mensuels de I'indice
S&P 500 sur une periode étalée entre décembre 1990 et mai 2011. Pour
tarifier des droits contingents sur ’indice, nous avons besoin également de
la volatilité et du taux sans risque. Nous allons utiliser la volatilité implicite
mensuelle observée VIX (Chicago Board Options Ezchange Market Volatility
Indez). Ceci afin d’approximer les prix empiriques des droits contingents
a chaque période de I'historique. Le taux d’intérét utilisé est le taux sans
risque trimestriel de la réserve fédérale Américaine, observé chaque mois sur
le marché secondaire. Nous utiliserons également 1’historique des rendements
mensuels du S&P 500 (Equity dividend yield), car nous tariferons les droits
contingents en utilisant 1’extension du modele de Black-Merton-Scholes.
Nous citons ici la formule de I'extension du modeéle de Black-Merton-Scholes
pour la tarification d’une option d’achat, et essayons de démontrer que le
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rendement d’une stratégie d’option dépend des rendements du marché et du
rapport K/S.

C = S;e” " TYN(dy) — Ke " TN (dy), (3.1)
ou :
S _ 1.2 _
d1= ln(K)+(T q+20 )(T t) (3.2)
oVl —t
et
do=dy —oVvVT —1t. (3.3)

S; est le prix du sous-jacent a l'instant ¢, K est le prix d’exercice, r est le taux
sans risque, ¢ est le rendement et o est I’écart type du sous jacent. T est la
date I’échéance, ¢ est la date courante, et N(-) est la fonction de distribution
cumulative de la loi normale.

Le rendement pour une option d’achat peut étre exprimé ainsi
)

S (Sr—K)*-C
T — C b
Si S < K, alors rp = —1, et donc rr = —1 si ln(%f) < ln(SEt), ou Ry <
Sinon,
. _ST—K——C_ST--K_1
o ks C - C I
Et si I'on remplace C par 3.1,
. Sr—K-C
T=———
C
Sy — K (3.4)

1

T Se 9 T-9N(d;) — Ke"@-ON(dy)

D’autre part, soit Rr le rendement de ’indice a I'instant 7, alors,

_Sr=8_Sr_,

Hy S By

25



Et donc,
St = St(l + RT),

Si ’'on remplace dans 3.4, on a si S > K,

o Si1+ Rr — £] >
"7 Sile TN (dy) — KEer@TON(dy)] \s
1+ Ry — % (35)

T TN () - EerTON(d)

Sinon, rr = —1si R <In (%)

L’équation 3.5 montre que le rendement de cette stratégie d’option dépend
de K/S, et du rendement de l'indice, sachant que d; et d, dépendent de
K/S (3.2 et 3.3). La démonstration pour une stratégie basée sur une op-
tion de vente se ferait de maniére analogue, et ceci reste valable pour toutes
les stratégies d’options que I’on va utiliser, car elles sont des combinaisons
linéaires d’options d’achat et d’options de vente.

On représente ci-apres, la méthologie utilisée pour une option d’achat sur
I’indice S&P 500 avec un prix d’exercice égal a 95 pourcent de la valeur cou-
rante de l'indice (nous allons utiliser la notation K = 0.95 S, K =S, K =
1.05 S, etc. tout au long de la présentation des résultats). Les options ont
une échéance mensuelle, et donc chaque mois les rendements sont calculés.
Dans ce graphique on visualise ces rendements en fonction des rendements
du marché. La représenatation des données montre I’existence de certaines
valeurs répétitives : —1, qui sont similaires aux occurrences d’une loi discrete,
ce qui ne nous permet pas d’étudier correctement la dépendance via les co-
pules. On s’intéresse aux copules de Clayton, Frank, Gumbel et leurs copules
de survie. La copule Gaussienne et la copule de Student quant a elles sont
identiques a leurs copules de survie. L’objectif est d’essayer de voir quelle
copule s’ajuste le mieux aux données, les tests d’adéquations seront basés
sur la statistique S,, déja définie dans le chapitre précédent.

Pour cela, nous procéderons a 1’élimination de ces valeurs discrétes, mais il
faudra d’abord vérifier 'autocorrélation des rendements mensuels du marché
(S&P 500).

La figure 3.2 montre la non-existence d’une autocorrélation au sein de
I’échantillon. Nous procéderons également au Change point test (voir la des-
cription du test en annexes), qui pour un nombre de répétitions de 1000, et a
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FIGURE 3.1 — Les rendements des options d’achat contre le S&P 500.

FIGURE 3.2 — Test d’autocorrelation des rendements du marché.

un niveau de signification o = 5% ne nous permet pas de rejeter I’hypothése
initiale (la distribution de I’échantillon est la méme pour toutes les périodes).
Comme ’absence d’autocorrélation des rendements du marché est déja vérifiée,
nous pouvons procéder a I’élimination des valeurs répétitives. Le nuage de
points obtenus est celui qui est représenté par la figure 3.3.

Le coefficient de dépendance sérielle nous donne a son tour une valeur de 0.02
pour les rendements mensuels du marché (voir résultats en annexes). Ce qui
confirme la faible dépendance entre les rendements mensuels a U'intérieur de
la série temporelle étudiée. Le Change point test ne permet toujours pas de
rejeter ’hypotheése initiale (aprés I’élémination des -1), et le résultat du test
d’autocorrélation reste également inchangé apres I’élémination de ces valeurs.
Ensuite, nous procédons a la transformation des données a l'échelle de la
copule (loi uniforme), ceci en utilisant les rangs normalisés (Figure 3.4).
Ensuite, nous procédons au test d’indépendance basé sur le processus de
la copule empirique (Genest and Rémillard, 2004) (programmes écrits par
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FIGURE 3.3 — Nuage de points des rendements apres suppression des valeurs
-1

FIGURE 3.4 — Nuage de points des rangs normalisés.

M.Rémillard). Ce test nous permet de rejeter I’hypothese initiale d’indépendance.
Le Tau de Kendall montre une forte association entre les deux variables
étudiées (une association des rangs de 0.9024). Les tests d’adéquation (basés
sur la transformation de Rosenblatt) pour les copules donnent les résultats
présentés dans les tables 3.1 et 3.2. Pour tous les tests d’adéquation, nous
utilisons un nombre de répétitions de 1000. Le test d’indépendance basé sur
la copule empirique est réalisé avec un nombre de répétitions de 10000.

Le Tau de Kendall de 1'échantillon : 0.9024 (avec une erreur d’estimation
égale a 0.0153).

En plus des tests basés sur la transformation de Rosenblatt, nous avons
réalisé un large éventail de tests basés sur le processus de Kendall (Genest
et al., 2006), mais que nous ne présenterons pas ici. Les résultats des tests
d’adéquation basés sur la transformations de Rosenblatt sont jugés beaucoup
plus fiables.
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Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student
Theta 15.8789 35.0074 6.6079 - -

P-Value(%) 0 0 0 0 0
p - - - 0.9786 0.9822
1% - - - - 2.0729

TABLE 3.1: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Call avec K = 0.95S.

Clayton Frank Gumbel

Theta 6.2748 35.0074 9.8395
P-Value(%) 0 0 0

TABLE 3.2: Les tests d’adéquation des copules de survie pour un Call avec
K =0.95S.

Le fait d’avoir enlevé les valeurs répétitives —1 pourrait éventuellement sou-
lever quelques interrogations, alors nous avons pensé a une maniére pour
intégrer ces valeurs dans les calculs. Pour chaque occurrence de —1, nous
remplaa§ons ce rendement par un —1 auquel nous soustrayons une uniforme
entre 0 et 1. L’idée est que nous utilisons une loi continue pour atténuer 1’ef-
fet des valeurs répétitives sans toutefois toucher aux rangs des autres valeurs
de I’échantillon. La représentation des rangs normalisés dans ce cas donne la
figure 3.5.

FI1GURE 3.5 — Nuage de points des rangs normalisés en utilisant des uniformes.

Les tests d’adéquation (basés sur la transformation de Rosenblatt) pour les
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copules donnent les résultats présentés dans les tables 3.3 et 3.4. Le tau de
Kendall de I’échantillon reste élevé a 0.91.

Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta 9.60 39.86 6.75 - -
P-Value(%) 0 0 0 0 0
p - - - 0.9755 0.9813
1% - - - - 3.349

TABLE 3.3: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Call avec K = 0.95S en utilisant des uniformes.

Clayton Frank Gumbel

Theta 6.8473 39.8632 7.6675
P-Value(%) 0 0 0

TABLE 3.4: Les tests d’adéquation des copules de survie pour un Call avec
K = 0.95S en utilisant des uniformes.

Le Tau de Kendall de I’échantillon : 0.9134 (avec une erreur d’estimation
égale a 0.0153).

Tous les tests réalisés en utilisant des uniformes pour les options d’achat
et options de vente, pour différents prix d’exercice donnent des P-values de
zéro. Les nuages de points des rangs normalisés montrent la concentration
des uniformes sous I’apparence d’une allure de carré (copule d’indépendance),
et tous les tests d’adéquation rejettent les hypothéses initiales des copules
étudiées.
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Chapitre 4

Résultats empiriques pour les
stratégies d’options

Dans cette partie, nous utiliserons la démarche déja convenue dans le chapitre
4, pour le cas des stratégies d’options sur l'indice du marché. Nous présentons
les résultats des tests d’adéquation pour différentes stratégies d’options sur
I'indice du marché, ceci afin d’essayer de savoir quelle copule est liée & quel
type de stratégie.

Nous allons utiliser la notation K = 0.955, K = S, K = 1.055, etc. tout
au long de la présentation des résultats pour signifier qu'une option d’achat
ou de vente sur l'indice S&P 500 posseéde un prix d’exercice égal a4 95%,
100% ou 105% de la valeur courante de I'indice du marché. Nous utiliserons
également la notation K, K, ... pour les stratégies impliquant la combinaison
de plusieurs options.

4.1 Les options d’achats

Dans cette partie, nous étudions la dépendance entre les rendements de 'in-
dice et les rendements d’une stratégie d’option d’achat (longue) sur cet indice
(voir formules de calcul en annexe). Chaque fois, nous ferons varier le prix
d’exercice afin de détecter la dépendance entre les rendements. On s’attend
bien sar a ce qu'une option d’achat longue ait une dépendance positive avec
le marché.
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4.1.1 Une option d’achat avec K = S
Taille de I’échantillon : 155.
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FIGURE 4.1 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Call avec prix
d’exercice de 0.95 S.

Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta 5.4 119 29 - -
P-Value(%) 2.1 0.2 0 0.3 1
p - - - 0.8855 0.8941
v - - - - 2.4393

TABLE 4.1: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Call avec K = S.

Clayton Frank Gumbel

Theta 2.1346 11983 3.8598
P-Value(%) 0 0 0

TABLE 4.2: Les tests pour les copules de survie pour un Call avec K = S.

Le Tau de Kendall de I’échantillon : 0.7307 (avec un écart type de ’estimation
égal & 0.0528).
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4.1.2 Une option d’achat avec K = 1.055
Taille de ’échantillon : 36.

FIGURE 4.2 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Call avec prix
d’exercice de 1.05 S.

Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta 31 854 264 - -
P-Value(%) 902 43 26 68 76
p - - : 0.84 0.86
D - - - - 4.67 10°

TABLE 4.3: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Call avec K = 1.05S.

Clayton Frank Gumbel

Theta 2215  8.538 2.8763
P-Value(%)  21.9 8 23

TABLE 4.4: Les tests pour les copules de survie pour un Call avec K = 1.05
S.

Le Tau de Kendall de I’échantillon : 0.65 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.1301).
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Les résultats montrent une dépendance claire pour les options d’achat hors de
la monnaie avec le marché. La copule de Clayton est adaptée aux dépendances
positives de faible intensité, et donne une p-value de 90%, suivie par les
copules de Student, Gaussienne, puis les copules de Frank et Gumbel. La
copule de survie de Clayton permet également de détecter la dépendance,
suivie ensuite par la copule de survie de Gumbel et puis dans une moindre
mesure par la copule de survie de Frank.

4.2 Les options de vente

Dans cette section, on présente les dépendances entre les rendements de
stratégies d’options de vente (longues) et les rendements du marché. Comme
pour les options d’achat, on va faire varier le prix d’exercice pour avoir les
trois cas de figure : dans la monnaie, a la monnaie et hors de la monnaie.

4.2.1 Une option de vente avec K = (0.955
Taille de I’échantillon : 23.
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FIGURE 4.3 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Put avec prix
d’exercice de 0.95 S.
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Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta  1510° -7.2 1 . -
P-Value(%) 0 16 0 31 9
p - ’ ; -0.78 -0.82
v - - - - 1.5 107

TABLE 4.5: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Put avec K = 0.95S.

Clayton Frank Gumbel

Theta 1.5107% -7.25 1
P-Value(%) 0.1 10 0

TABLE 4.6: Les tests pour les copules de survie pour un Put avec K = 0.95S.

Le Tau de Kendall de I’échantillon : -0.58 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.1661).

4.2.2 TUne option de vente avec K = S
Taille de I’échantillon : 90.
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FIGURE 4.4 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Put avec prix
d’exercice K = S.
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Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student
Theta 1.4510°% -12.43 1 - -

P-Value(%) 0 4 0 10 3
p - - - 0.9 0.9
o - - - - 8.62

TABLE 4.7: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Put avec K = S.

Clayton Frank Gumbel

Theta 1.45107% -12.43 1
P-Value(%) 0 9 0

TABLE 4.8: Les tests pour les copules de survie pour un Put avec K = S.

Le Tau de Kendall de P'échantillon : -0.74 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.0658).

4.2.3 Une option de vente avec K = 1.055
Taille de I'échantillon : 209.
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FIGURE 4.5 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Put avec prix
d’exercice K = 1.05S.
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Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student
Theta 1.45107% -40.6 1 - -

P-Value(%) 0 0 0 0 0
p = - - -0.98 -0.98
1 - - - - 3.58

TABLE 4.9: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Put avec K = 1.05S.

Clayton Frank Gumbel

Theta  1.4510° -40.6 1
P-Value(%) 0 0 0

TABLE 4.10: Les tests pour les copules de survie pour un Put avec K = 1.05S.

Le Tau de Kendall de I'échantillon : -0.91 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.0188).

Pour les options de vente, nous avons un profile de dépendance, a la fois
lorsque 'option est hors de la monnaie, et a la monnaie. La copule Gaus-
sienne, qui est adaptée aux dépendances symétriques, permet de détecter la
dépendance. En effet, graphique des rangs normalisés permet de visualiser
une certaine dépendance autour de la bissectrice. La copule de survie de
Frank permet également de détecter la dépendance lorsque ’option est hors
de la monnaie ou est a la monnaie.

4.3 Les écarts haussiers (Bull Spreads)

L’écart haussier est composé ici de deux options d’achat (voir formules de
calcul en annexes). C’est une stratégie qui a pour objectif de profiter des
hausses modérées du marché. Le premier prix d’exercice K; représente 1’op-
tion d’achat détenue, alors que K5 représente I'option d’achat écrite. Chaque
fois, nous ferons varier le prix d’exercice de 'option d’achat écrite.
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4.3.1 Un Bull Spread avec K; = S K, = 1.055
Taille de 'échantillon : 155.
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FIGURE 4.6 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Bull Spread
avec K; = S K, =1.05S.

Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student
Theta 10.34  19.35 3 - -

P-Value(%)  15.5 0 0 0 0
p - - - 0.89 0.95
o = a = - 1.48

TABLE 4.11: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Bull Spread avec K; = S K, = 1.05S.

Clayton Frank Gumbel

Theta 182 1935  5.33
P-Value(%) 0 0 0

TABLE 4.12: Les tests pour les copules de survie pour un Bull Spread avec
K, =8 K, =1.05S.

Le Tau de Kendall de I'échantillon : 0.82 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.0450).
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4.3.2 Un Bull Spread avec K1 =S Ky = 1.105
Taille de 'échantillon : 155.

0 02 04 s 08

FIGURE 4.7 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Bull Spread
avec K; = S Ko = 1.108.

Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta 7.46 16.92 3.98 - -
P-Value(%) 17.8 2 0 0 2
p - - - 0.95 0.95
1% - - - - 8.17

TABLE 4.13: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Bull Spread avec K; = S K; = 1.10S.

Clayton Frank Gumbel

Theta 3.47 16.92 5.24
P-Value(%) 0 0 0

TABLE 4.14: Les tests pour les copules de survie pour un Bull Spread avec

Le Tau de Kendall de I’échantillon : 0.81 (avec une erreur d’estimation égale
& 0.0366).
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Le graphique montre des formes semblables a la copule de Clayton. En effet,
il s’agit de dépendance positive détectable par cette copule.

4.4 Les écarts baissiers (Bear Spreads)

On étudie ici la dépendance des rendements d’une stratégie d’écart baissier
avec les rendements du marché. L’écart baissier est composé ici de deux
options de vente; la premiére option est écrite avec un prix d’exercice K,
alors que la deuxiéme est détenue avec un prix d’exercice K, (voir formules
en annexes).

4.4.1 Un Bear Spread avec K; = 0.955 Ky, =S
Taille de I’échantillon : 90.
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FIGURE 4.8 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Bear Spread
avec K1 =0.955 K, = S.

Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta 14510 ° -13.64 1 - -
P-Value(%) 0 2 0 0 3
) - - - -0.85 -0.90
D . 5 . = 2.1

TABLE 4.15: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Bear Spread avec K; = 0.955 K, = S.
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Clayton Frank Gumbel

Theta 1.45107° -13.65 1
P-Value(%) 0 0 0

TABLE 4.16: Les tests pour les copules de survie pour un Bear Spread avec
K =098 K;=S.

Le Tau de Kendall de I’échantillon : -0.75 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.0726).

4.4.2 Un Bear Spread avec K; =0.90S Ko =8
Taille de I’échantillon : 90.
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FIGURE 4.9 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Bear Spread
avec K; = 09058 K, =S.

Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta  1.4510° -14.5 1 -
P-Value(%) 0 0 0 22 9
p) _ - - -0.92 -0.93

v - - - - 15.4

TABLE 4.17: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Bear Spread avec K; = 0.90S K; = S.
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Clayton Frank Gumbel

Theta  14510° -1447 1
P-Value(%) 0 9 0

TABLE 4.18: Les tests pour les copules de survie pour un Bear Spread avec
K, =090S K, =S.

Le Tau de Kendall de 1’échantillon : -0.78 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.05).

a ce stade, on voit que lorsqu’on augmente l’intervalle permettant de profiter
de la volatilité du marché, c’est alors la copule Gaussienne et la copule de
Student qui permettent de détecter la dépendance. D’ailleurs, le graphique
des rangs normalisés montre une symétrie autour de la bisectrice.

4.5 Straddle

Un Straddle est composé d’une option d’achat longue et d’une option de vente
longue sur l'indice, ayant toutes les deux le méme prix d’exercice. L’objec-
tif ici est de voir le type de dépendance que présente les rendements d’une
stratégie de Straddle avec les rendements du marché. Ceci afin d’essayer de
confirmer les conclusions de ’article de Fung and Hsieh (2001).

Taille de I’échantillon : 245.

FIGURE 4.10 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Straddle.
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Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student
Theta 1.4510°° 1.25 1.2 - -

P-Value(%) 0 0 0 0 0
p : - - 0.10 0.20
D - - . A 3

TABLE 4.19: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Straddle.

Clayton Frank Gumbel

Theta 0.43 1.24 1
P-Value(%) 0 0 0

TABLE 4.20: Les tests pour les copules de survie pour un Straddle.

Le Tau de Kendall de I’échantillon : 0.16 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.1118).

a ce stade, on voit qu’aucune copule ne permet de détecter la dépendance des
rendements du Straddle avec les rendements du marché. Il est a noter que
le coefficient de dépendance sérielle pour les stratégies de Straddles présente
une légere dépendance négative (-0.16) pour les rendements a l'intérieur de
la série.

4.6 Une stratégie Short Put

Ici, on étudie les dépendance entre les rendements d’une stratégie Short Put
sur I'indice du marché, et les rendements du marché. Le choix du prix d’exer-
cice K = 0.96S est da aux conclusions de larticle de (Mitchell and Pulvino,
2001).

Taille de I’échantillon : 245.
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FIGURE 4.11 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Short Put avec
K =0.96S.

Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta 1.28 3.29 1.52 - -
P-Value(%) 0 0 0 0 0
p) - - - 0.55 0.41
1 - - - - 1.28

TABLE 4.21: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Short Put avec K = 0.96S.

Clayton Frank Gumbel

Theta 0.74 3.29 1.67
P-Value(%) 0 0 0

TABLE 4.22: Les tests pour les copules de survie pour un Short Put avec
K =0.96S.

Le Tau de Kendall de ’échantillon : 0.32 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.0941).

A ce stade, méme si I'on sait 1'existence d’une dépendance entre les rende-
ments des options de vente hors de la monnaie et les rendements du marché,
I’outil utilisé ne nous permet pas de capturer cette dépendance. Toutes les P-
values sont a zéro et toutes les hypothéses initiales pour les tests d’adéquation
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des copules sont rejetées. Les tests pour d’autres niveaux de moneyness ne
permettent pas non plus d’avoir des résultats.

On obtient des résultats de dépendance clairs entre les options d’achat hors
de la monnaie et le marché, et la copule de Clayton permet de capturer le plus
cette dépendance, suivie de la copule de Student qui démontre 1’existence de
dépendances extrémes. Les nuages de points des rendements des Bull Spreads
exhibent une allure claire de copule de Clayton, et la P-value le confirme. Pour
les écarts baissiers, c’est la copule de Gaussienne qui capture la dépendance,
d’ailleurs, le nuage de points présente une certaine symétrie.

Lorsque les variables uniformes aléatoires sont utilisées pour remplacer les
rendements -1 (voir en annexes), les tests d’adéquation rejettent les hy-
potheses initiales pour toutes les copules.

Il est & souligner également que le résultat du test de dépendance sérielle
montre I’existence d’une certaine corrélation intra-sérielle positive : 0.3.
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Chapitre 5

Résultats empiriques pour les
stratégies de Merger Arbitrage
et CTAs

Dans cette partie, nous continuons sur la méme méthodologie déja annoncée
au chapitre 4, mais cette fois pour le cas des stratégies de Merger-Arbitrage
et les CTAs. Nous exposons ici les résultats des tests d’adéquation pour les
rendements des stratégies de Merger Arbitrage afin de voir quelle type de
similitude présentent-ils avec les options de vente écrites hors de la monnaie,
Mitchell and Pulvino (2001). Alors que pour les rendements des stratégies
des C'TAs, I'objectif était d’étudier quelles similitudes peuvent-elles présenter
avec les stratégies de Straddles sur I'indice du marché, Fung and Hsieh (2001).

Pour les données sur les fonds d’arbitrage en fusions-acquisitions, nous dis-
posons de la base de données TASS (Trading Advisor Selection System) des
rendements de divers type de fonds de couverture (dont des fonds déja dispa-
rus). Pour la période étudiée, nous éléminons 44 fonds actifs qui ne déclarent
pas leurs performances sur une base réguliére, et 90 fonds disparus. a partir
de ces données, nous calculerons les rendements mensuels agrégés en nous
basant uniquement sur les fonds qui ont une activité de Merger Arbitrage.
Ceci représente au final 1676 fonds de couverture concernés. Les rendements
agrégés résultants vont étre comparés aux rendements des droits contingents.
Cette série présente une intra-dépendance positive avec un coefficient de 0.38.
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5.1 Les résultats pour les stratégies de Mer-
ger Arbitrage
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FI1GURE 5.1 — Nuage de points des rangs normalisés pour le rendement des
stratégies de Merger-Arbitrage.

Taille de I’échantillon : 245.

Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta 1.06 4 1.48 - -
P-Value(%) 62 38 0 2 22
p - - - 0.52 0.55
17 - - - - 7.07

TABLE 5.1: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour le
rendement des stratégies de Merger-Arbitrage.

Clayton Frank Gumbel

Theta 0.62 1 1.6
P-Value(%) 0 45 54

TABLE 5.2: Les tests pour les copules de survie pour le rendement des
stratégies de Merger-Arbitrage.

Le Tau de Kendall de I’échantillon : 0.38 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.0719).
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On peut voir & partir ces résultats, que le graphique des rangs normalisés
montre une allure de dépendance positive, et la copule de Clayton permet
de capturer cette dépendance. Ceci est da au fait que les rendements élevés
du Risk-Arbitrage se manifestent lors de période de hausse de marché. Les
autres copules (copule de Frank, copule de Student, copule de survie de Gum-
bel et copule de survie de Frank) capturent également la dépendance mais
dans une moindre mesure. La copule de survie de Gumbel montre I'existence
d’une certaine dépendance négative dans I’échantillon.

5.2 Les résultats pour les stratégies des CTAs

Pour les données sur les fonds de type Commodity trading advisors, nous
disposons de la base de données Barclays CTAs. Pour cette derniére, 1’his-
torique commence a partir de 1994. La base de données contient 1100 fonds
actifs et 3128 fonds disparus. Nous prenons en compte uniquement les fonds
de type quantitatif, dont les stratégies sont automatisées avec des modeles
mathématiques et des outils informatiques. Le nombre sélectionné est 712
fonds qui concernent notre étude. Pour chaque mois, nous comptons le nombre
de CTAs qui ont déclaré leurs performances et nous calculons le rendement
pondéré pour chaque période.
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FIGURE 5.2 — Nuage de points des rangs normalisés pour le rendement des
stratégies des C'TAs.

Taille de I’échantillon : 209.
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Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student
Theta 1.4510°° 0.36 1.03 -

P-Value(%) 10.3 6.3 13.5 04 9.8
p - - - -0.008 0.0487
1% - - - - 6.04

TABLE 5.3: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour le
rendement des stratégies des CTAs.

Clayton Frank Gumbel

Theta 0.027  0.36 1
P-Value(%) 125 114 94

TABLE 5.4: Les tests pour les copules de survie pour le rendement des
stratégies des C'TAs.

Le Tau de Kendall de I’échantillon : 0.04 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.098).

Les résultats des tests ne nous permettent pas de rejeter I’hypothese ini-
tiale pour presque toutes les copules testées et c’est la copule de Gumbel qui
permet de détecter la dépendance, néanmoins, le test d’indépendance basé
sur la copule empirique (voir les résultats en annexes) ne nous permet pas
de rejeter I'hypothése initiale d’indépendance. Ceci ne nous permet de rien
conclure concernant cette stratégie.
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Chapitre 6

Conclusion

La méthodologie suivie dans cette étude nous a permis de visualiser certaines
dépendances prévisibles comme pour les stratégies basées sur les options
d’achat (Copule de Clayton), ou pour les options de vente longues (copule
Gaussienne). Méme chose pour les stratégies de type Bull Spread, dont nous
arrivons a visualiser la dépendance avec le marché a travers la copule de
Clayton, et pour les stratégies de type Bear Spread dont nous arrivons a
visualiser la dépendance a travers la copule Gaussienne. Alors que, pour
d’autres stratégies (Butterflies, Condors, etc), on n’arrive pas a détecter une
dépendance claire avec les rendements du marché.

Aucun test d’adéquation ne permet d’identifier un type de dépendance non-
linéaire avec le marché pour le Straddle, Strangle, Butterfly et le Condor
(voir annexes). La méme chose pour les options de vente écrites (Short Puts)
dont les tests d’adéquation nous permettent de rejeter I’hypotheése initiale
des copules examinées, et ceci pour tous les niveaux du prix d’exercice. Les
rendements des stratégies d’arbitrage sur fusions/acquisitions exhibent une
certaine dépendance non-linéaire avec les rendements du marché. La copule
qui permet de détecter le plus cette dépendance est la copule de Clayton.
On ne peut pas donc confirmer les conclusions de I’article de Mitchell and
Pulvino (2001) concernant les similitudes que devraient présenter les deux
stratégies. En effet, les rendements des stratégies de Short Puts sur 'indice
du marché n’exhibent aucune dépendance avec les rendements du marché,
alors qu’en théorie, on s’attendait & avoir la méme forme de dépendance que
pour les stratégies de Merger Arbitrage.

D’apres larticle de Fung and Hsieh (2001) précédemment abordé dans la re-
vue de littérature, on s’attendait a trouver le méme type de dépendance avec
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le marché a la fois pour les rendements des CTAs et pour les rendements des
Straddles. Nous ne réussissons pas 2 identifier les similitudes des rendements
pour les deux stratégies, en effet, les tests effectuées n’arrivent pas & détecter
la forme de dépendance entre les stratégies de type Straddles avec le marché,
alors que pour les rendements des stratégies de type CTAs, on n’arrive méme
pas a rejeter I’hypotheése initiale d’indépendance.
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Annexe A

Simulation d’une copule

On essaie ici de présenter les étapes nécessaires pour implémenter une simu-
lation Monte Carlo d’une copule C.

A.1 Simulation d’une copule de Student

On rappelle que la distribution multivariée de Student est un cas particulier
des distributions elliptiques, puisque un vecteur aléatoire X suivant une loi
de Student peut étre exprimée comme,

X = ZA/V/v, "
1

Pour simuler U ~ C,,, d’abord on simule X selon la formule (A.1) avec
Z ~ Ny(0,p) et V ~ x?(v), et on utilise

U = (Uh,1s) avec U; = T,(X;), j€{1,2}
Ou T, est la fonction de distribution d’une Student univariée avec v degrés
de liberté (Rémillard, 2013).

A.2 Simulation d’une copule gaussienne

Pour générer U ~ C, (Rémillard, 2013), au début on simule Z ~ N(0, p) et

on met
U = (U, U2) avec U; = N(Z;), j€{1,2}



A.3 Simulation d’une copule de archimédienne

Les copules de Clayton, Gumbel et Frank tombent dans la classe des copules
archimédiennes de transformation de Laplace. Pour cette classe, 'inverse du
générateur ¢ possede une représentation comme une tranformation Laplace
d’une fonction G. L’algorithme de simulation (McNeil and Embrechts, 2005)
est simple a implémenter. Considérons une fonction de distribution cumula-
tive G et on représente la transformation de Laplace par

G= / e dG(z), t>0
0

Onmet G (ooA) = 0 et on réalise que G est une fonction continue et strictement
décroissante, et donc peut servir comme candidate pour ¢~!. En effet, on
génére une variable pseudo aléatoire V ayant comme fdc G et des variables
pseudo aléatoires uniformes iid X;, X (indépendantes de V). On met

IIIX,')
|4

U; = G(-

Alors, le vecteur U possede la structure de dépendance archimédienne désirée
avec comme générateur ¢ = G~! (McNeil and Embrechts, 2005).
On a alors 'algorithme suivant

1. Générer une variable pseudo aléatoire V' ayant comme fdc G,
a) Pour une copule de Clayton, V' suit une distribution gamma, Ga(%, 1),
et Git) = (1+1)7,
b) Pour une copule de Gumbel, V' suit une distribution stable, St(%, 1,4,0)
avec vy = (cos(m/2/6))? et G(t) = exp(—t/?),
c¢) Pour une copule de Frank, V est discréte avec P(V = k) = (1 —
e )%/ (k) pour k= 1,2, ...

2. Générer des variables pseudo aléatoires iid uniformes X, X»

3. On obtient U; = é(—%‘), i=1;2

Pour plus de détails concernant la simulation des copules, voir Rémillard
(2013), et McNeil and Embrechts (2005).
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Annexe B

Le test de Change point

Considérons les pseudo-observations ¥y, 1, ..., Ynn, qui sont associées aux vec-
teurs aléatoires indépendants et identiquement distribués Yi, ..., Y, ayant la
fonction de distribution K. Dans la plupart du temps, ces vecteurs aléatoires
ne sont pas observables, et dans ce cas on pose y,; = Y;, i € {1,...,n}.
L’hypothese & tester pour le test du change point est (Rémillard, 2012) :

- . ! .
Hy:Y;~K,i=1,...,n, vs H; . Y;~K,i<1,Y;~K,i=17,..,n,

ou K # K' sont des fonctions continues. Pour les pseudo-observations yy, ;
estimant Y;, ¢ € {1,...,n}, on définit Qn(s,n) = %Z}:’H 1(y,; < x), et
posons K, (x) = Qn(1,x). Les statistiques de test sont généralement basée
sur le processus

[ns]
A, (s,x) = s ; 1(y,; <x) — Ku(x), (s,x) €[0,1] xT.
La statistique de Kolmogorov-Smirnov est définie sous la forme :
To = max max |An(3/n, Yns)l
Pour un entier N large, on répeéte les étapes suivantes pour chaque k €
{1,..,N}:
(a) Générer un echantlllon aléatoire §( )~ N(0,1),i=1,..,n.
(b) On pose &(s,x) = 4= 3173 5(’“){1(Y < x) — Ko(x)}, et AP (s,x) =
or!) (5, %) = Lkan? (1, %).
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(c) On évalue T = max) <j<n MAX)<i<n IAS:C) (3/7, ¥n)l-
Une approximation de la P-value pour le test basé sur 7, est donnée par

S 1T > T)/N.
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Annexe C

Principales formules

On décrit ici les formules pour les paiements et les rendements pour les
différentes stratégies utilisées.

C.1 Stratégie avec option d’achat

(i) Le paiement est mr = max(Sr — K, 0),

(ii)) Le rendement est ry = ET—C_Tgi, ou St est le prix de I'indice a ’échéance,
K est le prix d’exercice et C; est la prime de 'option payée (a la date t au
départ).

Les rendements de la stratégie d’option de vente sont calculées de maniere

analogue (avec le paiement égal & max(K — Sr,0)).

C.2 Stratégie avec option de vente écrite

(i) Le paiement est 17 = —max(K — Sr,0),

(ii) Le rendement est rp = P—‘gt—@, ol P, est la prime rea§ue de 'option de
vente et S; est le prix de I'indice a la date de départ.

C.3 Stratégie de type Bull Spread

Elle est composée de deux options d’achat, la premiere option ayant un prix
d’exercice inférieur a celui de la deuxiéme (respectivement en positions longue
et courte, avec des paiements respectifs 7, 7 et my ), ot

56



(i) le paiement de I'option d’achat longue est m 7 = max (St — K, 0),
(ii) le paiement de 'option d’achat courte est mp 7 = — max(Sr — K, 0).
Le rendement de fin de période est calculé de la maniére suivante,

_ (mr+mr) = (Cre — Cop)
(Crt — Cay) ’
ou C est la prime payée pour la position longue, alors que Cy; représente la

prime rea§ue sur ’option d’achat écrite, toutes les deux en début de période
t.

C.4 Stratégie de type Bear Spread

Elle est composée de deux options de vente, la premiere option ayant un
prix d’exercice inférieur a celui de la deuxiéme (respectivement en positions
courte et longue, avec des paiements respectifs 7, r et 7o, 1), olt

(i) le paiement de P'option de vente courte est 717 = —max(K — Sz, 0),
(ii) le paiement de 'option de vente longue est 73 = max(K — Sr,0).

Le rendement de fin de période est calculé de la maniére suivante :

. (mor + mr) — (Poy — Pyy)
rr = ’
(Poy — Pryt)

ou P,; représente la prime rea§ue sur 'option de vente écrite, alors que P,
représente la prime payée sur 'option de vente achetée.

C.5 Stratégie de type Straddle

Elle est composée d’une option d’achat et d’une option de vente avec le
méme prix d’exercice (toutes les deux en position longue), avec des paiements
respectifs m 1 et o, en date de fin T'), o

(i) le paiement de I'option d’achat longue est m 7 = max(Sr — K, 0),

(ii) le paiement de 'option de vente longue est my7 = max(K — Sr,0),

Le rendement de fin de période T, est calculé de la maniere suivante :

_ (mr+myr)— (P +Ciy)
(Prt+ Cuy) ’

ol Py et Cy; représentent respectivement les primes payées pour 'option de
vente et 'option d’achat en début de période.
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C.6 Stratégie de type Butterfly

Elle est composée de deux options d’achat écrites a la monnaie (ayant un

paiement de fin de période 7y, et un prix d’exercice Kj), d’une option

d’achat achetée dans la monnaie, et d’'une autre option d’achat achetée hors la

monnaie (ayant des paiements respectifs de m, 1 et ma1), et des prix exercices

respectifs K; et K.

Le paiement est calculé de la maniere suivante,

Tr = T, + Tor + 2 X To,T,

ol,

(i) le paiement de la premiére option d’achat longue est m r = max(Sy —
K 1 O),

(ii) le paiement de la deuxiéme option d’achat longue est mo 7 = max(Sy —
K. 2 0)7

(iii) le paiement de chaque option d’achat écrite est mor = — max(St —
Ko, 0).

Le rendement de fin de période T est calculé de la maniére suivante :

Y ki (C1p+ Cap — 2 x Cpy)
’ (Crt + Car — 2 x Cyy)

ot Cp,; est la prime rea§ue sur chacune des options écrites a la monnaie, C 4
est la prime payée sur 'option d’achat dans la monnaie, et Cy; est la prime
payée sur 'option d’achat hors de la monnaie.

Les rendements de stratégies Condor est calculé de maniere analogue a
ceux du Butterfly, sauf que les deux options écrites a la monnaie dans le
cas précédent, auront des prix d’exercice respectifs dans la monnaie et hors
de la monnaie.

C.7 Calcul des rendements

Les rendements du marchés quant & eux sont calculés de la maniére suivante :

Ry = ﬁ%—ﬁa
t
Ou T correspond a 1’échéance mensuelle, ¢ est la date courante et S est le

prix de l'indice.

o8



C.8 Lesrésultats du test d’indépendance basé
sur la copule empirique

Fisher P-value CVM P-value

Call K = 0.955 0 0
Call K = 0.95S avec données transformées 0 0
Call K=8 0 0
Call K = S avec données transformées 0 0
Call K = 1.058 0 0
Call K = 1.05S avec données transformées 0 0
Put K =0.955 0 0
Put K = 0.955 avec données transformées 0 0
Put K=8 0 0
Put K = S avec données transformées 0 0
Put K =1.058 0 0
Put K = 1.05S avec données transformées 0 0
Bull Spread avec K; = S Ky = 1.058 0 0
Bull Spread avec K; = S Ko = 1.10S 0 0
Bear Spread avec K; =0.955 K, =S 0 0
Bear Spread avec K1 =0.90S K; =S 0 0
straddle 0 0
Strangle avec Ky = 0.958 K, = 1.058 0 0
Strangle avec K; = 0.9755 K, = 1.0258 0 0
Butterfly avec K; = 0.955 Ko = 1.05S8 0 0
Butterfly avec K7 = 0.9755 K, = 1.0255 0 0
Condor avec K; = 0.955 K, = 0.975S K3 = 1.0255 K4 = 1.058 0 0
Condor avec K1 = 0.92558 K; = 0.95S K3 = 1.058 K4 = 1.0755 0 0
Short Put avec K = 0.958 0 0
Short Put avec K = 0.955 0 0
Merger-Arbitrage 0 0

CTAs 12.83 12.83

TABLE C.1: Les résultats du test d’indépendance basé sur la copule empi-
rique.
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Annexe D

Tests d’adéquation
supplémentaires

D.1 Les options de type Butterflies et Condors

D.1.1 Butterfly avec K; = 0.955 Ky = 1.055
Taille de ’échantillon : 187.

1
J
08
07|

FIGURE D.1 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Butterfly avec
K; =0.95S5 K, =1.05S.
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Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta 0.08 -2.18 1 - -
P-Value(%) 0 0 0 0 0
p - - - -0.24 -0.38
U - - - - 1.75

TABLE D.1: Les tests pour les copules archimédiennes et elliptiques pour un
Butterfly avec K7 = 0.955 K; = 1.05S.

Clayton Frank Gumbel

Theta 1.45107° -2.18 1.03
P-Value(%) 0 0 0

TABLE D.2: Les tests pour les copules de survie pour un Butterfly avec K; =
0.955 K, = 1.05S.

Le Tau de Kendall de ’échantillon : -0.24 (avec une erreur d’estimation égale
a 0.1334).

D.1.2 Butterfly avec K; = 0.9755 K; = 1.0255
Taille de ’échantillon : 176.
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FIGURE D.2 — Nuage de points des rangs normalisés pour un Butterfly avec
K, =0.9755 K, = 1.025S.
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Clayton Frank Gumbel Gaussienne Student

Theta 1.4510°% -5.41 1 - .
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