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Résumé

La littérature est trés riche a I'égard des techniques d’évaluation d’options. Dans ce mémoire,
nous proposons une méthodologie afin d’estimer les parameétres d’'un modéle d’évaluation
d’options principalement fondé sur les moments conditionnels de la distribution risque-neutre a
I'égard du risque. Les moments risque-neutre sont obtenus en synthétisant la distribution extraite
d’un échantillon de prix d’options sur indice boursier. A I'aide de la structure de la variance et du
coefficient d’'asymétrie de l'indice du S&P 500 entre janvier 1996 et ao(t 2015, I'estimation jointe
avec les rendements de l'indice nous permet d’ajuster adéquatement le modéle d’évaluation
d’options GARCH de Bégin, Dorion et Gauthier (2018). L’ajustement du modéle par les moments
risque-neutre est en mesure de capturer I'information contenue par les prix des options sur l'indice
boursier étudié. Notre stratégie d’estimation se veut simple a mettre en ceuvre, efficace et permet
de réduire la charge de calcul a effectuer liée a un large échantillon d’'options. Nous présentons
également la précision du modeéle estimé hors échantillon, soit de septembre 2015 a décembre
2019, ou les erreurs d’évaluation obtenues demeurent satisfaisantes pour la majorité de cette

seconde période.

Mots clés: Evaluation d’options; Moments risque-neutre; Modéles GARCH



Abstract

The literature is very rich with regard to option valuation technigues. In this thesis, we propose a
methodology to estimate the parameters of an option pricing model mainly based on the
conditional risk-neutral moments. The risk-neutral moments are obtained by synthesizing the
distribution extracted from a sample of stock index option prices. Using the variance and
skewness structure of the S&P 500 index, the joint estimation with the index returns allows us to
properly adjust the GARCH option pricing model of Bégin, Dorion and Gauthier (2018). Adjusting
the model by risk-neutral moments therefore makes it possible to capture the information
contained in the prices of stock index options. Our estimation strategy aims to be simple to
implement, effective and reduce the computational load to be carried out linked to a large sample
of options. We also present the accuracy of the model estimated out of sample, from September
2015 to December 2019, where the evaluation errors obtained remain satisfactory for most of this

second period.

Keywords: Option pricing; Risk-neutral moments; GARCH models
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Avant-propos

Ce mémoire est présenté en vue de l'obtention du grade de maitrise &s sciences en gestion
(M. Sc.) de HEC Montréal. Il étudie une technique alternative pour I'estimation du modele
d’évaluation d’options étudiée par Bégin, Dorion et Gauthier (2018). L'idée de ce mémoire de
recherche cadre avec la proposition de modéles d’évaluation d’actifs toujours plus complexe afin
d’obtenir un juste prix. Cette quéte de précision comprend toutefois une complexité numérique et
une charge de calcul sans précédent. La technique d’estimation proposée dans ce mémoire se
veut une solution efficace a I'estimation des paramétres des modéles d’évaluation d’options, sans
toutefois laissé-pour-compte la précision d’estimation. Cette contribution a la littérature financiére
portant sur I'évaluation d’actifs cadre entierement avec les plus récentes recherches sur
I'optimisation et la performance des modéles d’options. A cet égard, la technique d’estimation
proposée afin d’optimiser le modéle ne s’est pas structurée sans difficulté. Les embliches
rencontrées concernent particulierement la réforme d’un modéle financier techniqguement
complexe ou chacune des fonctions clés doit étre repensée pour assurer I'intégrité des résultats.

Néanmoins, les conclusions obtenues s’arriment agilement avec la littérature financiére.

viii
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Introduction

Le prix des options représente une donnée importante pour les investisseurs, car il fournit une
information prospective sur les conditions de marché, comme le mentionnent Feunou et Okou
(2018). En période de volatilité élevée, tel qu’observée durant la crise financiére de 2007-2009 et
I'agitation boursiere de 2020, toute prévision financiére peut s’avérer utile pour protéger son
capital. De plus, le développement de modéles financiers complexes peut servir a évaluer des
actifs non transigés sur les marchés boursiers a I'aide de techniques d’évaluation sans-arbitrage.
De méme, certains investisseurs veulent simplement prendre une position spéculative ou adopter
une stratégie de couverture. Dans cette perspective, la littérature regorge de modeéles

d’évaluation d’actifs visant a estimer avec précision les prix des options observées.

Parmi les modéles les plus connus, notons le modéle d’évaluation d’options introduit par Black et
Scholes (1973) (ci-apres le modeéle « Black-Scholes ») qui se veut une référence en la matiére.
Nul besoin de mentionner comment I'industrie des produits dérivés a évolué a la suite des travaux
de recherche de Black, Scholes et Merton. Le modéle Black-Scholes demeure un incontournable
de la finance moderne, mais comporte de nombreuses hypothéses irréalistes. Plusieurs auteurs
dont Macbeth et Merville (1979), Rubinstein (1985 et 1994) et Bates (1996) montrent que le
modele évalue incorrectement les options profondément hors-de-la-monnaie (« out-of-the-

money » ou « OTM ») et dans-la-monnaie (« in-the-money » ou « ITM »).

Le modeéle de Black-Scholes est structuré tel que le prix d’'une option dépend d’'une série de
parameétres. Chacun d’entre eux est observable a I'exception d’'un seul, soit la volatilité de I'actif
sous-jacent. La volatilité devient alors la variable clé du modéle. Black et Scholes (1973) posent
comme hypothése que le processus du prix de l'actif sous-jacent suit un mouvement brownien
géométrique ou de maniére équivalente, I'hypothése d'un taux de rendement avec une
distribution log-normal avec une volatilité constante. Néanmoins, la réalité sur les marchés est
tout autre. Une fois la formule de prix inversée, celle-ci présente des volatilités implicites
différentes a travers les prix d’exercice et les maturités. Des motifs appelés « smile » et « smirk »
émergent lorsque nous représentons graphiquement la volatilité implicite par « moneyness », soit
le ratio du prix actuel par rapport au prix d’exercice de I'option. Ces courbes de volatilité ont été
observées et documentées par plusieurs auteurs, dont Christoffersen, Heston et Jacobs (2009)
gui modélisent la courbe de volatilité a I'aide de modéles multifactoriels stochastiques. Les

schémas observés peuvent étre attribués aux hypotheses irréalistes de Black-Scholes.



Par ailleurs, si la distribution du log-rendement est négativement asymétrique, les prix des options
de vente profondément hors-de-la-monnaie seront plus élevés que les prix des options d’achat
profondément dans-la-monnaie et la fonction de volatilité implicite sera biaisée a la baisse
expliguent Macbeth et Merville (1979) dans leurs travaux de recherche. Dans l'optique d’éviter
ces biais, plusieurs modeéles ont été proposés dans la littérature financiére. Ces modéles se
veulent d’'une complexité sans précédent afin d’identifier toutes irrégularités dans la distribution

empirique du sous-jacent.

Notons par ailleurs, '’émergence de modeles prenant en compte une dynamique de la volatilité
stochastigue avec composante de sauts a intensités temporelles variables. Cette quéte du
réalisme complique I'implémentation de ces modéles et I'estimation de leurs paramétres. Tel que
mentionné par Feunou et Okou (2018), l'estimation des paramétres de modéles avec
composantes de diffusion et sauts nécessite un panel de prix d’'options sur une longue période
ce qui impligue une complexité computationnelle et économétrique. Bref, un des points saillants
a l'estimation des modéles a volatilité stochastique est que les variables d’état latent doivent étre
inférées avec les paramétres du modéle provenant des prix de I'actif sous-jacent. Bates (2006)
mentionne que la relation entre les prix des options et les variables d’états latents sont fortement
non linéaire. Les défis que posent I'estimation de ces modeles expliquent la popularité des
modeles GARCH (« Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedasticity ») et I'étude de

nouvelles approches afin de faciliter les calculs.

L’évaluation d’options a I'aide de modeles GARCH est désormais monnaie courante tant aupres
des praticiens qu’auprés de la communauté scientifique. La littérature entourant les processus
GARCH est principalement survenue suite aux observations d’Engle (1982) voulant que les séries
temporelles du monde économique et financier soient conditionnellement hétéroscédastique et
connaissent une persistance et un effet de retour a la moyenne. L’hypothése d'une variance
constante & travers le temps est donc inappropriée. A cet effet, plusieurs évidences empiriques
montrent que la modélisation d’une variance pouvant fluctuer a travers le temps est critique afin
d’estimer les rendements des actions et des indices boursiers. A titre d’exemple, Andersen,
Bollerslev, Christoffersen, and Diebold (2006) ainsi que Bollerslev (1986) et Duan (1995)
montrent I'importance de ['utilisation d’'un modéle hétéroscédastique pour I'évaluation des

rendements.

Quant a la valeur des options, celle-ci dépend largement de la variance de l'actif sous-jacent,

d’ou l'importance de premier ordre d’intégrer I'hétéroscédasticité conditionnelle dans le calcul.



L’emploi d’'une dynamique GARCH pour caractériser la variance conditionnelle de I'actif sous-
jacent demeure une technique efficace pour simplifier la mise en ceuvre de modéles d’évaluation
plus complexes, mais une difficulté d’estimation persiste. En effet, I'estimation des paramétres a
l'aide d'une fonction de maximum de vraisemblance nécessite un large panel d’options
comprenant plusieurs échéances et moneyness afin de capturer I'information contenue dans les
données. Feunou et Okou (2018) mentionnent que cela entraine une complexité numérique et

une charge computationnelle significative lors de I'estimation des parameétres du modéle.

Dans lintention de résoudre cette problématique, I'information contenue dans le prix des options
doit étre agrégée dans un sous-ensemble de statistiques. A cet égard, nous proposons d’utiliser
les moments conditionnels de la distribution risque-neutre a I'égard du risque pour simplifier le
probléme d’optimisation des parameétres. Cette technique s’inspire du rapport de recherche de
Feunou et Okou (2018) réalisé sur un modele d’évaluation d’options & volatilité stochastique.
Schneider et Trojani (2015) montrent que les moments risque-neutre sont obtenus en
synthétisant la distribution extraite d’un échantillon de prix d’options hors-de-la-monnaie sur
indice boursier. Les auteurs appliquent la propriété de réplication de tout flux monétaire
(« payoff ») introduit par Carr et Madan (2001), mais proposent plutbt l'utilisation de contrats
transigeable pour la construction des moments supérieurs. Il est ainsi possible d’agréger
l'information comprise dans un large éventail d’options en un portefeuille de contrats d’options
réparti selon leurs maturités et les prix d’exercice disponibles. Cette méthodologie s’apparente a
celle de l'index du VIX construit par le Chicago Board Options Exchange (ci-aprés « CBOE »). Le
sous-échantillon créé comprend des contrats sur le deuxiéme et troisieme moment conditionnel

de la distribution risque-neutre, soit la variance et le coefficient d’asymétrie.

Afin de mettre en pratique cette approche, nous procédons a I'extraction des moments de la
distribution risque-neutre du S&P 500 et estimons le modéle d’évaluation d’'options GARCH de
Bégin, Dorion et Gauthier (2018) (ci-apres « BDG ») relié au risque systématique uniquement.
L’estimation jointe avec les rendements de l'indice nous permet d’ajuster adéquatement les
paramétres du modéle et ainsi capturer I'information contenue par les prix des options sur l'indice
boursier. Notre stratégie d’estimation se veut simple a mettre en ceuvre, efficace et permet
d’éviter la complexité numérique liée a I'utilisation d’un large panel d’options. Nous présentons
également la précision du modeéle estimé hors échantillon ou les erreurs d’évaluation obtenues

demeurent satisfaisantes pour la majorité de cette seconde période.



Chapitre 1. Revue de la littérature

Afin de mieux comprendre les principes fondamentaux d’'un modéle d’évaluation d’options, nous
visitons les articles des auteurs clés sur le sujet, et ce, pour chacune des étapes du processus.
La mise en chantier de cette base théorique nous permet d’introduire des modéles d’évaluation
plus complexes et les instruments nécessaires a des fins d’amélioration des méthodes
couramment utilisées dans la littérature. Les notions soulevées dans ce chapitre fournissent les
acquis nécessaires afin de présenter le modele d’évaluation employé et notre technique

d’estimation alternative.

Ce chapitre est construit a l'aide d’articles de recherche provenant de revues scientifiques de
renom tels que Journal of Econometrics, Journal of Finance, Management Science et Journal of
Financial Economics pour ne nommer que ceux-ci. Pour la plupart, les articles sélectionnés sont
des incontournables dans la littérature financiere basée sur les options et le hombre de citations
de ces articles demeure trés élevé. Certes, la littérature entourant notre sujet de recherche est
riche en nombres et en qualités, nous avons d faire des choix et sélectionner les plus pertinents.
Notre sélection s’arréte a plus de vingt articles et celle-ci est également élargie tout au long du

mémoire afin d’appuyer certaines observations et résultats.

La revue de littérature est structurée ainsi : d’'une part, les étapes nécessaires afin d’évaluer des
options a l'aide d’'un modéle GARCH sont détaillées, passant par l'introduction aux processus
autorégressifs jusqu’a I'estimation des parameétres. Plusieurs recherches empiriques viennent
appuyer les fondements théoriques et la performance des modéles discutés. D’autre part, nous
présentons en détail le modéle de BDG (2018) que nous utilisons pour tester notre technique
d’estimation. Enfin, une revue des moments conditionnels de la distribution risque-neutre est
étayée par les plus récentes recherches sur le sujet. Cette sous-section présente les fondements

théoriques et I'utilité de cette distribution a des fins d’évaluation d’options.

1.1 Evaluation d’options a 'aide de modéles GARCH

1.1.1 Introduction aux modéles autorégressifs

Engle (1982) s’est intéressé a perfectionner les séries temporelles économétriques traditionnelles
gui prennent en compte une variance previsionnelle constante sur la période d’estimation. Afin
de pallier cette hypothése irréaliste, il introduit une nouvelle classe de processus stochastique

appelé « AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity (ci-aprés « ARCH »). La théorie sous-



jacente porte sur une variable aléatoire y; tirée d’une fonction de densité conditionnelle f(y: | yi1).
La prévision au temps t basée sur I'information disponible au temps t-1 est simplement E(y: | Y1)
qui dépend de la valeur de la variable y.1. La variance prévisionnelle pour la méme période est
donnée par V((y: | y+1). Cette formule montre que la variance prévisionnelle dépend de
'information passée 1, et donc, constitue une variable aléatoire. Engle (1982) généralise le

processus ARCH a I'aide du modéle suivant :
|l Yr—1 ~N(O, hy),
h: = ag + a2 4.

ou y:suit une distribution normale de moyenne nulle et variance h:. La variance est conditionnelle
a la valeur de y retardée d’'une période. Le processus ARCH peut étre exprimé plus

généralement :

hy = h(yt—I'Yt—Z' o Yt—ps “)

ou p correspond l'ordre du processus ARCH, soit le nombre de retards de la variable y et a est
un vecteur de parametres. Le processus ARCH est stationnaire, soit que la distribution jointe de
probabilité est constante a travers le temps, lorsque la valeur absolue de la somme des «; est

inférieur a 1.
1.1.2 Introduction aux modeles GARCH classiques

Bollerslev (1986) propose une généralisation naturelle du processus ARCH introduit par Engle
(1982). Principalement, 'amélioration du processus porte sur une structure de retards permettant
plus de flexibilité et une plus longue mémoire. Prenons un processus stochastique a temps discret
&, et Y, 'ensemble de linformation passée jusqu’au temps t. Le processus GARCH (p,q)

proposé est le suivant :

g| Yroq1 ~ N(O, hy),

q P
hy = ap + Z aef g + Z.Biht—l
i=1 i=1

= ay + A(L)e? + B(L)h,



ou
p =0, q>0, a9y>0, ;=20 i=1,..,q, Bi =0, i=1,..,p.

et ou L fait référence a I'opérateur de retard. Pour p = 0, le processus est réduit a un processus
ARCH (p) et pour p = q =0, & est réduit a un simple bruit blanc. La généralisation de Bollerslev
(1986) permet a la variance conditionnelle d’étre une fonction linéaire des variances passées du
processus, mais également d’étre fonction des retards de la variance conditionnelle elle-méme.
Tel que mentionné par Bollerslev (1986), le processus GARCH (p,q) posséde en quelque sorte

un mécanisme d’apprentissage adaptatif.

Le processus GARCH (p,q) est dit stationnaire avec E(g,) = 0,var(e,) = ao(1—A(1) — B(1))_1

et cov(e;, €;) = 0 pour t # s si et seulement si A(1) + B(1) < 1. Voir Bollerslev (1986).

Ce processus hétéroscédastique proposé par Bollerslev (1986) est rapidement devenu une
référence dans la littérature financiére afin de modéliser la volatilité. A cet effet, plusieurs
évidences empiriques montrent I'importance de I'hétéroscédasticité lors de la modélisation des

rendements sur actions et indices boursiers.

A titre d’exemple, Duan (1995) s’est intéressé & évaluer la pertinence des modéles a volatilité
dynamique a des fins d’évaluation d’options. Les analyses numériques réalisées montrent que
les modéles GARCH sont en mesure d’expliquer plusieurs biais systématiques rencontrés avec
le modeéle de Black-Scholes. Parmi ces biais, citons la sous-tarification des options hors-de-la-
monnaie et des options sur actif avec faible volatilité (voir Black 1975, Gultekin et al. 1982), la
sous-tarification d’options a courte maturité (voir Whaley 1982) et la courbe de volatilité implicite
observée en forme de « U » (voir Rubinstein 1985 ; Sheikh 1991). Des options d’achat sur 'indice
S&P 100 sont utilisées afin de comparer la performance des modéeles GARCH comparativement
a celui de Black-Scholes. Sans surprise, le modéle GARCH utilisé offre une plus grande flexibilité
pour évaluer les options en période de marché instable. Lorsque la volatilité conditionnelle de
I'actif sous-jacent est élevée (faible), les options écrites sur cet actif gagnent plus (moins) de
valeur lorsqu’évaluées avec un modéle GARCH. En comparant les prix d’options a l'aide des
deux modeéles, Duan (1995) trouve que le modéle de Black-Scholes sous-évalue les options
profondément hors-de-la-monnaie comparativement au modéle GARCH. Cette sous-évaluation
est encore plus prononcée pour les options a courte maturités. En outre, I'auteur dérive la volatilité
implicite du modéle GARCH a l'aide de la formule de Black-Scholes et observe les motifs de

volatilité en forme de « U» communément apercu dans la littérature. La variance conditionnelle



GARCH du processus tend vers une certaine asymétrie négative. Cette asymétrie bénéficie au
modele GARCH pour I'évaluation d’options hors-de-la-monnaie. Sur ce point, il est évident que
I'hypothése d’homoscédasticité de Black-Scholes affecte la performance du modéle et demeure
irréaliste. Bref, 'analyse comparative de Duan (1995) montre comment les biais du modéle de
Black-Scholes peuvent étre atténués par lintroduction d'un simple modéle a variance

conditionnelle dynamique.

Bakshi, Cao et Chen (1997) ont également contribué de maniére significative a I'enrichissement
de cette littérature. Les auteurs dérivent plusieurs modéles d’options permettant a la volatilité, au
taux d’intérét et aux sauts d’évoluer avec une démarche stochastique. A I'aide d’options sur
I'indice du S&P 500, les différents modéles alternatifs sont alors testés afin d’évaluer I'importance
relative d’une volatilité dynamique. La performance de chacun des modéles est comparée a celle
du modéle de Black-Scholes. Les erreurs d’évaluation hors échantillon sont considérablement
minimisées a l'aide des modeles a volatilité stochastique et volatilité stochastique incluant des
sauts aléatoires. De plus, les auteurs concluent qu’une volatilité stochastique est favorable a
I'obtention d’'une consistance vis-a-vis la volatilité implicite du modéle, et plus particulierement
lors de stratégie de couverture (« hedging »). En effet, le modéle a volatilité stochastique se place

en téte des autres modéles avec des erreurs de couvertures (« hedging errors ») les plus petites.

1.1.3 Le modele GARCH de Heston et Nandi (2000)

Il existe plusieurs modéles afin de définir la variance conditionnelle de I'actif sous-jacent. Parmi
les plus populaires, notons le modéle de Heston et Nandi (2000) qui se veut une classe différente
de modéle GARCH. En effet, la dynamique de la variance construite admet une solution
analytique pour le prix d’une option européenne. L’étude du modéle de Heston et Nandi (2000)
est brievement présentée, car celui-ci sera repris dans la dynamique de la variance du processus

gaussien et des sauts du principal modéle de ce mémoire.

Le modéle est basé sur deux hypothéses. La premiére dicte que le logarithme du prix de I'actif
sous-jacent, ci-apres S, suit un processus GARCH particulier sur une période de temps A tel que

le logarithme du rendement de I'actif est défini ainsi :

log (@fff)m)) = 1 + Ah(t) + RO z(D)

h(t) = w + XF_, B h(t —id) + X]_, a; (z(t — id) — i/ h(t — iA))?,



ou r est le taux sans risque a capitalisation continue, z(t) est un terme d’erreur aléatoire normal
standard et A fait office de prime de risque. h(t) correspond a la variance conditionnelle du log-
rendement pour l'intervalle de temps t — A et t sachant l'information jusqu’au temps t — A. La
variance conditionnelle du modéle apparait comme une prime de rendement dans I'équation de
la moyenne ce qui permet au rendement de I'actif de dépendre du niveau de risque. Pour sa part,
a; détermine le coefficient d’aplatissement (« kurtosis ») de la distribution tandis que le parameétre
y; s‘occupe de l'effet asymétrique (« skewness») de la distribution du log-rendement. La

dynamiqgue de la variance est structurée afin de faciliter I'évaluation analytique des options.

Heston et Nandi (2000) trouvent que le modéle d’évaluation proposé surperforme les modeéles ad
hoc de Black-Scholes utilisé par Dumas, Fleming et Whaley (1998). A I'évidence, les erreurs
d’évaluation hors échantillon sont inférieures grace a une dynamique GARCH vis-a-vis une
volatilité implicite unique par option. La performance du modéle de Heston et Nandi (2000)
demeure supérieure au modele comparé malgré l'utilisation de paramétres constants et une
volatilité filtrée de I'historique des prix de I'actif sous-jacent. Comme mentionné par les auteurs,
les bénéfices proviennent largement de la capacité des modéles GARCH a capturer de maniere
systématique la corrélation de la volatilité avec les rendements spot et la dépendance de chemin
(« path dependence ») de la volatilité. A cet égard, le modéle de Heston et Nandi (2000) permet
de capturer la corrélation négative entre les rendements et la volatilité de l'indice boursier. Cette
corrélation négative permet une adaptation rapide de la volatilité du modele relié avec les
changements du marché. De plus, la corrélation calculée génére une asymétrie négative dans la
distribution risque-neutre des rendements du S&P 500 provenant des biais associés a la maturité
et aux prix d’exercice dans le marché des options. L’'importance de cette asymétrie est étudiée
par plusieurs auteurs, dont Bates (1999) et Nandi (1998). Leurs recherches montrent I'importance
de l'effet d’asymétrie pour les modéles a volatilité stochastique continue afin d’expliquer les prix

d’options sur indices boursiers.

Le succes du modele GARCH proposé par Heston et Nandi (2000) pour évaluer correctement les
prix d’options hors échantillon provient principalement de la mise en place de la corrélation entre
la volatilité et les rendements du sous-jacent. En outre, le paramétre de corrélation fagonne les
valeurs d’options de maniére a reproduire les motifs de courbe de volatilité implicite a travers les

prix d’exercice et les maturités, soit les « smile » ou « smirk » des volatilités implicites.

L’évaluation d’options requiert toutefois une connaissance de la distribution risque-neutre des
rendements de I'actif sous-jacent. La sous-section suivante discute de la risque-neutralisation et

documente la procédure pour le modéle de Heston et Nandi (2000).



1.1.4 Risque neutralisation

Il est effectivement impératif de caractériser la dynamique risque-neutre du rendement du sous-
jacent afin de pouvoir estimer le prix des options par I'évaluation risque-neutre. Tel qu’expliqué
par Christoffersen, Jacobs et Ornthanalai (2013), il faut d’abord spécifier une classe de dérivé
Radon-Nikodym (« RN ») et dériver les restrictions qui assure I'existence d’'une mesure martingale
équivalente (« EMM »). Cela permet au processus du prix actualisé du sous-jacent d’étre une
martingale. Cette technique nous permet d’obtenir la distribution du rendement du sous-jacent
sous 'EMM.

D’abord, Heston et Nandi (2000) posent comme deuxiéme hypothése que la valeur d’'une option
d’achat obéit a la formule de Black-Scholes-Rubinstein. En effet, Rubinstein (1976) et Brennan
(1979) prouvent que sous certaines préférences et distributions, I'évaluation risque-neutre est
soutenable. Les auteurs du modele GARCH expliquent qu’il est possible de trouver une variable
aléatoire z*(t) qui possede une distribution normale standard sous la probabilité risque neutre. Le

dérivé Radon-Nikodym correspondant est le suivant :

R YA

i=1

Le processus GARCH risque-neutre prend alors la méme forme que le processus du log-prix,
mais en remplacant A par -1/2 et y; pary; =y, +1 +%. Ce qui procure le processus GARCH

risque-neutre

log ((S(St(f)A))) =7r — %h(t) + /h(t Z*(t)

h(t) = w+XE, Bih(t —id) + X1, a; (z°(t — iD) — i h(t — iD))? + ay (2 (¢t — iD) —
Yivh(t —in))?,
ou,

24(t) = () + (A + %) 0}

1
ri=ritits



Il est évident que les paramétres z*(t), y; et A sont défini tel que le rendement obtenu en
investissant dans I'actif sous-jacent est équivalent au taux sans risque. Une fois le modéle risque-

neutralisé, I'application de différentes techniques d’évaluation d’options est possible.

1.2 Evaluation d’options

1.2.1 Evaluation d’options par simulation Monte-Carlo

Discutons d’abord I'évaluation d’options européenne avec une simulation Monte-Carlo lorsque le
prix du sous-jacent suit un processus GARCH. Christoffersen, Jacobs et Ornthanalai (2013)
testent la simulation Monte-Carlo avec différents modéles GARCH a des fins d’évaluation
d’options. Les auteurs mentionnent que le prix d’'une option européenne peut étre obtenu en
simulant plusieurs trajectoires du processus du rendement risque-neutre R; et en calculant
'espérance risque-neutre du processus du rendement actualisé. Pour une option d’achat
européenne C, coté a lafin de la journée t avec maturité T et avec un prix d’exercice K, la formule

d’évaluation par simulation Monte-Carlo est la suivante :

Cer = exp(—r(T — t)) Ef[Max(S; — K, 0)]

| e T—t
~ exp(—r(T — 1)) e [Max (St exp (Z R;tH) - K, 0)
i=1 T

ou R;.,. correspond au log-rendement journalier simulé sous la mesure risque-neutre. L'indice i
fait référence au numéro de la trajectoire parmi 'ensemble des trajectoires simulées. Nous
pouvons remarquer que la formule référe simplement a l'actualisation du flux monétaire futur
généré par l'option. Plusieurs techniques peuvent étre employées afin d’augmenter l'efficacité
numérigue des simulations passant par les nombres stratifiés aléatoires, les variables
antithétiques et les variables de contrdle en utilisant le prix de Black-Scholes comme variable de
controle. A titre de référence, Christoffersen, Dorion, Jacobs et Wang (2010) montrent que la
simulation Monte-Carlo procure une bonne précision pour évaluer des options avec le modéle de
Heston et Nandi (2000).

1.2.2 Evaluation d’options avec solution analytique

La dynamique dite affine du modéle d’Heston et Nandi (2000) est construite tel qu’est admet une
solution analytigue. Heston et Nandi (2000) montrent qu’une option d’achat européenne avec prix
d’exercice K et expiration au temps T peut étre valorisée comme I'espérance du flux monétaire

futur de I'option, soit :
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E[Max(S(T) — K,0)] = f(1)(1/2+ 1/n f Re[K~f(ip + 1)/ipf (1)]d¢p)
—K(1/2+ 1/ [;° Re[K £ (i) /ip]d ),

ol Re signifie la partie réelle d’'un nombre complexe. A I'aide de la fonction caractéristique risque-
neutre f*(i¢), la valeur d’'une option représente simplement la valeur actualisée du flux monétaire
futur, soit Max(S(T) — K, 0). Ainsi, la valeur d’'une option d’achat européenne est obtenue par

I’équation suivante :

C =e TT-DEMax(S(T) — K, 0)

1 e Tt o TK-IDEA(E T i + 1)
—ES(T)+—fO Re[ - ]dqb

(T 1 oo K~ F*(t,T;ig)
—Ke (T f>(5+; fo Re [T] de),

ou f*(t,T;i¢) est la fonction caractéristique conditionnelle du logarithme du prix du sous-jacent
sous la mesure risque-neutre et Ef[ ] représente I'espérance au temps t sous la mesure risque-
neutre. Bref, il est possible d’éviter les simulations Monte-Carlo lorsque le modéle d’évaluation
admet une forme analytigue. La résolution analytique requiert l'inversion de la fonction
caractéristique du log-prix du sous-jacent, mais gagne en efficacité vis-a-vis le temps de calcul

lié aux multiples simulations Monte-Carlo.

Contrairement au modéle de Black-Scholes, la formule d’évaluation de Heston et Nandi (2000)
est fonction du prix courant de l'actif S(t) et de la variance conditionnelle h(t + A). Puisque la
variance conditionnelle est fonction des prix observés de l'actif sous-jacent, la formule
d’évaluation proposée est fonction des prix courants et passés de I'actif. Comme le mentionnent
les auteurs du modele, contrairement au modele en temps continu, la volatilité est une fonction
facilement observable a I'aide de I'historique des prix de I'actif et ne requiert pas une estimation

des parameétres avec une autre procédure.

Nous introduisons maintenant le modéle d’évaluation d’options d’Ornthanalai (2014) que nous

utilisons afin de tester une technique alternative pour I'estimation des paramétres.
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1.3 Le modéle GARCH d’Ornthanalai (2014)

Nous reprenons le modéle d’évaluation d’options de type affine d’Ornthanalai (2014) dont celui-
ci a été utilisé par BDG (2018) pour le rendement du marché. Nous présentons dans un premier
temps la dynamique du rendement et les variances de la composante gaussienne et du saut.
Puis, nous discutons de la dynamique risque-neutre et de I'évaluation d’options. La nouvelle

technique d’estimation des parameétres du modele fera I'objet de la section suivante.

1.3.1 Dynamique du rendement du marché

Le modéle proposé par Ornthanalai (2014) s’inscrit dans une structure ou le rendement de I'actif
sous-jacent n’est pas seulement entrainé par une seule composante gaussienne
comparativement au MEDAF (Modéle d’évaluation des actifs financiers) traditionnel & un facteur.
ATévidence, le marché peut connaitre des fluctuations abruptes, ou plus généralement des sauts.
Comme mentionné par BDG (2018), le modéle s’apparente a la structure de Kraus et Litzenberger

(1976), mais prolonge la complexité de plusieurs manieres.

- , M, e ) 2 . .
Les rendements sur l'indice du marché, Ry, ;1 = —==* sont modélisé par I'équation suivante :
t

M,

Tmt+1 = 10g(RM,t+1) = Umt+1 — 55,&1 + Zmerr t Ymerr (1)

ou le rendement du marché est entrainé par la tendance du marché p,, ., (communément appelé
« drift »), une composante reliée au risque systématique gaussien, zy .1, €t une composante
pour le risque inhérent au saut, y,; ¢+1. Une correction pour la convexité est également modélisée
pour les innovations gaussiennes et les sauts. L’Annexe 1 décrit en détail cette composante de
correction. Par conséquent, EF[M,,] = M exp (i 1), Ce qui permet de définir la prime de risque

de l'indice du marché comme étant w11 — 75 141

Nous discutons maintenant de la distribution des processus de choc. Pour sa part, I'innovation

gaussienne est donnée par :
Zye+1 = VM zer1Em 41

ou les &y 41 SONt des variables aléatoires normales standard indépendantes et la variance
conditionnelle zy ., Suit une dynamique GARCH. La variance conditionnelle du marché prend

alors la forme suivante :
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h - by, ch Amz
Mzt+1 = WnMz T Omztlmze + n
M,z,t

(ZM,t —CM,z hM,z,t)2

_ -2 ’ 2 a
=0j, t+ bM,z(hM,Z,t - UM,z) T

1:14; (Zite = huze — 2CuzhmzeZmze) (2)

Wrm ztaMm 2

ol 0, =E[hyt41] = correspond a la variance non conditionnelle du marché et ou

1-by,
by, = by, + au .cf , correspond a la persistance de la variance. Le parametre ¢, , permet au
modele de tenir compte de l'effet de levier, soit la réponse asymétrique de la volatilité aux
fluctuations des rendements du marche. Par exemple, une valeur négative de c,, , implique une
corrélation positive entre les rendements et la variance. Tout comme Heston et Nandi (2000), «;

détermine le coefficient d’aplatissement de la distribution.

L’équation (2) est toutefois écrite differemment de la variance conditionnelle du modele de Heston
et Nandi (2000). Ornthanalai (2014) explique que cette approche est adoptée afin de séparer les
dynamiques des variances conditionnelles de la composante gaussienne et des sauts.
L’approche permet en ce sens une meilleure flexibilité de la dynamique variable dans le temps
de la composante de sauts. Il n’y a aucune conséquence empirique a définir le modele de cette

maniére plutdt que celle adoptée par Heston et Nandi (2000).

De son coté, les sauts, yy, 41, Ont une distribution normale inverse gaussienne (ci-aprés « NIG »)
de Barndorff-Nielsen (1998) avec parameétre de location fixé a 0, un paramétre d’épaisseur des
queues de la distribution a,, et un parametre d’asymétrie §,,. La distribution est dérivée en
évaluant un processus brownien a un intervalle de temps stochastique selon un processus
inverse gaussien (« IG»). De maniére équivalente, une innovation NIG peut étre représentée

comme densité normale N(Bx,x) conditionnelle a une variable aléatoire distribuée selon un
processus IG x ~ IG(9,/ a? — §2). La fonction génératrice de l'innovation NIG prend la forme

suivante :

Whig(d; 6t + 1) = —19(\/0(2 —(6+¢)2—Va? - 52),

ou nous fixons ¥ = h,, .4, soit le parameétre homogéne dans le temps (« time-homogeneous » ou

ci-aprés le « processus d’intensité du saut »). La fonction génératrice montre que nous devons

avoir @ > 0 et § < |a| pour que la distribution NIG posséde des moments finis.

Ornthanalai (2014) trouve que la composante de sauts caractérisée par une distribution NIG

surperforme les distributions de sauts Poisson de Merton, une variance gamma de sauts ou la
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composante de sauts proposée par Carr, Geman, Madan et Yor (2002). De leur c6té, BDG (2018)
ont comparé la distribution de Poisson a la NIG et déterminent que les parametres de la
composante de sauts sont davantage stables sous la distribution NIG. Comme mentionné par les
auteurs, la distribution NIG offre I'avantage économétrique de prendre en compte d’importants

sauts positifs et négatifs tels qu’observés lors de la crise financiére de 2008.

L’intensité du saut pour le marché posséde une dynamique GARCH telle gu’illustrée avec la
variance conditionnelle, mais avec des paramétres distincts. En ce sens, une approche
présentant une dynamique séparée pour les composantes du modele offre un meilleur ajustement
aux données selon Christoffersen, Jacobs et Ornthanalai (2013), comparativement a un modele

possédant une dynamique unique. Celle de notre modéle a I'étude est la suivante :
_ aM‘y 2
hyy,tr1 = Why + by by, + Tt (zme — cmyhmze)” ()

L'Annexe 2 présente les moments conditionnels du rendement du marché. A cet égard, la

variance totale du marché est donnée par :

2
a
M 3/2hM,y,t+1 (4)

P _
Varf [ryee1] = Puzees + (@t—52)
M~ °M

1.3.2 Kernel d’évaluation

Tel qu’employé par BDG (2018) et soutenu par Rubinstein (1975), Ait-Sahalia et Lo (1998) et
Bakshi, Madan et Panayotov (2010), le facteur d’actualisation stochastique ou kernel
d’évaluation, m,,, est défini a l'aide des facteurs de risques observés. En effet, si p; est le prix

d’un actif au temps t avec un flux monétaire x;,, qui dépend de la réalisation de la variance et du

saut {zy r+1, Yum c+1}» € prix de cet actif est donné par :

b = EF[mt+1xt+1] = E%P [E%P[mt+1xt+1|ZM,t+1'yM,t+1]] = EF[mt+1xt+1]

OU Mgty = EF [Me11|2a 41, Yure+1]- TOUjours relié & la méthodologie de BDG (2018) et Ornthanalai

(2014), le kernel d’évaluation assume un dérivé Radon-Nikodym (« RND ») affine exponentiel

modélisé de la maniére suivante :

9Q s
eI, = FIIMAE! — exp(=Amer12m,t+1-Tmes1YM,e41) 5)
t+ g%p-}g E{ [exp(=Ap t4+12m,t41~TM,e+1Y M t41)]
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A noter que les composantes de prix du risque (Apm,t+1, Ty e+1) doivent étre un processus
prévisible. Par ailleurs, si les prix du risque du marché sont constants (Apy¢41 = Ap,Type41 =
Iy, Vt), notre RND correspond a celui utilisé par Christoffersen, Jacobs et Ornthanalai (2012).
L’Annexe 1 montre comment les innovations du modéle sont risque-neutralisées a l'aide de ce
RND. Suivant le modele de BDG (2018) nous assumons que le prix du risque du marché sera

effectivement constant.

1.3.3 Prime de risque

Suivant Christoffersen, Jacobs et Ornthanalai (2012), Ornthanalai (2014) et BDG (2018), le kernel
d’évaluation dans 'équation (5) procure une prime de risque des actions équivalente a iy — 75 ;.
Celle-ci peut étre décomposée pour la prime de risque normale et celle du saut, tel que spécifié

par I'équation suivante :
e — Trt = AMhmze + Yuhmye (6)

ou nous montrons a ’Annexe 1 la liaison entre Ay et y,, ainsi que leur contrepartie de I'évaluation
kernel A, et T,. Mentionnons que si le prix du risque du marché dans le RND est nul (e.g., Iy =

0), alors la prime de risque associée est également nulle (e.g., yy = 0).

1.3.4 Evaluation d’options

Suivant les travaux de Heston et Nandi (2000), nous pouvons évaluer des options européennes
grace a une solution analytique. Le modéle demeure sous une forme affine une fois risque-
neutralisé. L’Annexe 3 discute en détail du processus. Le prix d’'une option d’achat européenne

est ainsi donné par :

Ce(M, K, T) = MyPy o7 — Ke 7rerT=0p, . (7)

1L y7-1
T—tzj:l Tr.t+j» Tr,e+j Correspond au taux

sans risque déterministe au temps t +j. L’Annexe 4 et 'Annexe 5 donnent les probabilités

ou M, représente le niveau de l'index boursier, ¢, =

conditionnelles pour P, .y et P, ; 7.

1.3.5 Evaluation des moments risque-neutre

En plus d’étre en mesure d’établir un prix pour une option d’achat ou de vente, le modéle de BDG
(2018) est adapté afin d’évaluer les moments conditionnels de la distribution risque-neutre du

rendement du marché.
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Les moments risque-neutre implicites, soit ceux calculés a méme les parametres du modéle, sont
obtenus par les équations proposées par Schneider et Trojani (2015). A cet effet, nous employons
une simulation Monte-Carlo pour simuler sous la mesure risque-neutre, une série de rendements
sur l'indice du marché. Pour chacune des maturités, nous obtenons une série de log-rendements

journaliers ou nous appliquons ensuite les formules suivantes :

Pour la variance implicite, nous avons :
VX2 = 2 gllog(R, )] (8)
et le coefficient d’'asymétrie implicite s’obtient par :
Hellinger Skew'mplicite — _ %E;Q [(Rm)l/zlog (Rez) ] 9)

et ou R, . correspond au rendement journalier a la date t, pour une maturité 7. Les séries de log-

rendements sont simulées sous la mesure risque-neutre a l'aide de la variance conditionnelle

hu, 2 €t l'intensité du saut hy ;.

La prochaine sous-section présente les techniques d'estimation des parameétres les plus
communément employées. Puis, nous expliquons la technique d’estimation a I'aide des moments

risque-neutre qui fait 'objet de ce mémoire.

1.4 Estimation des paramétres d’'un modéle d’évaluation d’options

1.4.1 Estimation avec rendements

Il est simple d’estimer un processus GARCH avec les rendements du sous-jacent par maximum
de vraisemblance (« maximum likelihood »). En utilisant la dynamique du rendement avec une

innovation normale, la densité conditionnelle des rendements journaliers est normale tel que

F(RO|R®) = _R® -7- ,1t)2>

1
NN < 2h(0)

Le rendement log-vraisemblance se définit ainsi

T
1 7= A
i o= (ko) + O

t=1
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et l'obtention des paramétres du processus GARCH s’effectue en maximisant le log-
vraisemblance. Pour ce faire, une procédure itérative est nécessaire. Ce calcul est grandement
facilité grace aux fonctions spécifigues de minimisation disponible dans les logiciels
informatiques. Il suffit alors de minimiser sous contrainte la négative du log-vraisemblance. Cette
procédure est effectuée par Bollerslev (1986) pour un modéle GARCH et reprise par plusieurs
autres auteurs. Les paramétres du modele sont d’abord estimés par maximum de vraisemblance,
puis ils sont risque-neutralisés pour permettre I'évaluation d’options. Voir par exemple Heston et
Nandi (2000), Christoffersen, Dorion, Jacobs et Wang (2010) pour un exemple concret de cette

technique.

1.4.2 Estimation avec options

Il est également possible d’estimer un modéle GARCH a l'aide d’options sur 'actif sous-jacent.
Nous pouvons anticiper une réduction des erreurs d’évaluation lorsque I'estimation inclut les prix
d’options comparativement & une estimation avec rendements uniquement. A vrai dire, Feunou
et Okou (2018) mentionnent que les options renferment une information prospective sur I'actif

sous-jacent ce que les rendements historiques ne peuvent offrir.

Dans un premier temps, quelques distinctions doivent étre faites. D’'une part, il faut choisir si nous
estimons un ensemble de paramétres différents pour chaque journée séparément ou si un seul
ensemble de parameétres est utilisé pour évaluer les données transversales de I'échantillon entier.
Bakshi, Cao et Chen (1997) utilisent la premiére méthode pour I'estimation d’'un modéle a volatilité
stochastique, tandis que Heston et Nandi (2000) utilisent la seconde méthode pour leur modele
GARCH. D’autre part, une autre distinction est importante lorsque I'estimation conjugue un
échantillon de rendements et d’options. Il faut savoir distinguer la volatilité comprise dans les
rendements observés de celle comprise dans les options. Pour ce faire, une filtration de la
volatilité doit avoir lieu. Ce type de processus est défini comme une moyenne conditionnelle a
'information observée. BDG (2018) fait également remarquer qu’a l'instar des modéles GARCH
traditionnel ou le bruit est complétement déterminé une fois que nous conditionnons les
rendements observés et la variance initiale, la présence d’'une composante de sauts demande
aussi une attention particuliére. A cet effet, la prochaine section discute comment se servir des

processus de filtration.

L’estimation a l'aide d’options requiert en outre une fonction de perte pour lier les parametres du
modele aux observations. Il n’existe toutefois pas de fonctions de perte unique puisque la théorie

des options ne suggére aucune fonction particuliere. Une approche populaire consiste a utiliser
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la volatilité implicite comme fonction de perte. La formule suivante de la racine de la moyenne

des erreurs au carré (« IVRMSE ») est communément employée

2
’

IVMSE = \/ 1/Nr 2o [0 = 03 (Coe (e (69) )]

ou o;, représente la volatilitt implicite de Black-Scholes provenant des prix du marcheé et

BN

i (Ci,t(ht(f*))) correspond a la volatilité implicite du modéle. Comme mentionné par

Christoffersen, Jacobs et Ornthanalai (2013), cette fonction de perte est pratique d’'un point de
vue économétrique, car contrairement aux prix des options d’achat, les volatilités implicites ne
varient pas significativement a travers les maturités et les moneyness. Cela évite une

surpondération d’options par rapport a d’autres.

Un des principaux problémes avec la fonction de perte présentée est qu'il nécessite d’'inverser la
formule de Black-Scholes a chaque itération. Le calcul numérique s’y rattachant est tres intense
surtout lorsque la série transversale d’options est tres large. La technique d’estimation proposée

dans ce mémoire fait office de solution a cette problématique.

1.4.3 Estimation avec rendements et options

Il est enfin possible de réunir les deux techniques d’estimation précédente pour ajuster les
paramétres du modéle d’évaluation. La combinaison des rendements du sous-jacent et des
options sur ce méme actif permet alors de réduire I'erreur d’évaluation lors de I'estimation des
parametres du modele. En effet, 'estimation a I'aide d’une série d’options uniqguement ne prend
pas en compte le poids explicite des rendements dans la fonction de perte utilisée. Un possible
effet de surajustement sur les données d’options et un mauvais ajustement sur la série des
rendements est alors envisageable. Bates (1996) est I'un des premiers a remarquer cette
problématique lors de I'estimation d’'un modéle a volatilité stochastique estimé avec des données
sur options uniquement. Les paramétres du modele obtenu avec I'échantillon d’options sont
significativement inconsistants avec les parametres mesurés avec les rendements sur I'actif sous-

jacent.

Christoffersen, Jacobs et Ornthanalai (2013) mentionnent que la littérature sur les fonctions de
pertes prenant en compte le jumelage des rendements et les options sur 'actif sous-jacent est
principalement due a la complexité analytique liée a I'estimation des modéles d’évaluation

d’options. Les modéles GARCH ont un avantage substantiel en raison de leur structure simplifiée
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de la filtration du processus. Dans la plus récente littérature, nous retrouvons plusieurs études
qui procédent a une estimation conjointe d’une longue série chronologique de rendements et de
données transversales d’options. Citons comme exemple Christoffersen, Jacobs and Ornthanalai
(2013) et Ornthanalai (2009) qui utilisent les rendements et les options sur I'indice du S&P 500
pour I'estimation de leur modéle a volatilité dynamique et sauts. Selon les auteurs, I'estimation
jointe est relativement facile et performe mieux que les autres modéles estimés avec les mémes

données sur le marché américain.

La structure d’une estimation jointe est relativement simple. Le log-vraisemblance associé avec
les données sur les options (« Loptions») peut étre construit et combiné avec le log-vraisemblance
associé avec les rendements (« Lrendements»). Un probléme persiste. Les données sur les options
comportent une dimension temporelle et transversale. De ce fait, I'échantillon d’options demeure
sensiblement plus élevé. Afin d’assurer une représentation équivalente, il est possible d’assigner
un poids aux deux fonctions de vraisemblances dans le calcul du total log-vraisemblance.
Christoffersen, Jacobs et Ornthanalai (2013) adoptent I'équation suivante :

L. = T + Nr Lrendements . T + Nr LOPtiOTlS
Joint 2 T 2 T

ou T est le nombre de jours dans I'échantillon de rendements et Nt est le nombre de contrats

d’options.
1.4.4 Estimation jointe a l'aide des rendements et des moments risque-neutre

Plutét que d’opter pour une estimation des paramétres du modéle a I'étude avec des volatilités
implicites sur les options du marché, nous pouvons employer les moments conditionnels de la

distribution risque-neutre pour capturer I'information comprise dans le marché des options.

La mise en place d’'une estimation jointe a I'aide des rendements et des RNM procure ainsi
plusieurs bénéfices. D’une part, BDG (2018) mentionnent que les parametres de primes de risque
du modéle sont généralement difficiles a identifier sous la mesure physique. Ces parametres
demeurent essentiels dans le kernel d’évaluation et s’avérent trés utiles a réconcilier les moments
risques-neutre et les rendements sous-jacents au marché. D’autre part, I'apport des RNM
ameliore I'estimation de la probabilité des sauts, car ils sont construits a I'aide d’options hors-de-
la-monnaie. Merton (1976) souléve qu’en 'absence de sauts, les options profondément hors-de-
la-monnaie n’auraient aucune valeur. Nous pouvons ainsi espérer capturer la valeur associée

aux événements rares et optimiser les parameétres de sauts.

19



Comme employé par Christoffersen, Jacobs et Ornthanalai (2012) et Ornthanalai (2014), les
paramétres du modele sont estimés par la fonction jointe de maximum de vraisemblance

pondérée suivante :

Ty+N L (€] L (€]
Ly (©,) = M M( M,Rendements(©Om) n mRrRNM( M)) (10)
2 Ty Ny
ou Ty correspond au nombre de rendements du marché observé, N,, est le nombre de moments

risque-neutre observé et 0,, fait référence a 'ensemble des parametres du modéle a estimer.

Pour le modéle de marché de BDG (2018), la composante gaussienne z,, . et la composante de
sauts yy, . d'innovation au temps t ne peuvent pas étre séparées sans avoir recours a l'information
des options. Durham, Geweke et Ghosh (2015) mentionnent que la variance conditionnelle hy; ,,
et l'intensité du saut hy, ,, , demeurent incertain méme avec les rendements observés jusqu’au
temps t. Les deux composantes, hy .41 €t hy, .11 Peuvent toutefois étre retrouvees des
conditions initiales hy ,; €t hy ;. A cet égard, nous reprenons le filtre particulaire de BDG (2018)
qui infere les valeurs filtrées zy ¢, yu,¢, h 2t €1 hy y, tout en prenant pour compte l'incertitude par
rapport a la variance conditionnelle et a lintensité du saut. Pour une description du filtre
particulaire et le calcul du log-vraisemblance Ly rengements (©m), Voir '’Annexe 6. Le processus de
filtration est basé sur un chemin de particule de sauts et le ré-échantillonnage séquentiel par
importance (« SIR ») de Gordon, Salmon et Smith (1993) est ensuite mise en place. Nous

reprenons également le code de BDG (2018) pour le ré-échantillonnage séquentiel lors de

I’estimation du modéle.

Concernant la fonction log-vraisemblance des moments risque-neutre, notre approche repose sur
celle employée par Feunou et Okou (2018) et Orlowski (& étre publié). Celle-ci consiste a
construire une fonction quasi-log-vraisemblance gaussienne a I'aide des moments risque-neutre
implicites du modele et ceux basés sur les RNM observées. Nous définissons les erreurs relatives
des RNM, ey ,, comme étant égale a la difféerence entre les swaps observes et les moments
risque-neutre implicites du modéle. En prenant pour hypothése que les erreurs relatives sont
normalement distribuées ey ,~N(0,0,) et qu’ils ne sont pas corrélés avec les chocs des

rendements, nous obtenons la forme de la fonction Ly, gy (0) Suivante :

, ) I L, P
—%Z?zl[log((ZN)zf det(£)) + (RNMPbservé — RN M[™PUee) x=1(RNMObservé — RNM]PHEN) (11)
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ol les RNMPPseT¢ sont calculé a l'aide d’un portefeuille d’options hors-de-la-monnaie, voir le

M]™PUCe sont calculé & méme le modéle

Chapitre 3 pour plus de détails. Quant a eux, les RN
d’évaluation par simulation Monte-Carlo. Une série de rendements est alors simulée sous la
mesure risque-neutre, puis les formules (8) et (9) sont utilisées pour le calcul des RNM a chaque
date de I'échantillon d’estimation. Enfin, le parametre J correspond au nombre de maturités

différentes utilisées pour batir notre échantillon de moments risque-neutre, X est la matrice de
variance covariance des erreurs (RNMPbsemv¢ — RNM;™P"*¢). A noter que, tout comme BDG

(2018), la volatilité des erreurs relatives est constante pour chacune des maturités.

La fonction de log-vraisemblance des RNM est alors maximisée par rapport a 'ensemble des
paramétres du modeéle d’options. Un calcul itératif permet de maximiser la fonction d’estimation
jointe avec I'échantillon de rendements et les moments risque-neutre pour I'ensemble des
maturités sélectionnées. Le Chapitre 4 présente les résultats de I'optimisation réalisée avec le
logiciel de programmation Matlab. Les fonctions créées afin de complémenter le modéle de BDG
(2018) et ainsi remplacer I'estimation a base d’options par les moments risque-neutre sont

présentées a '’Annexe 7.

1.5 Techniques de filtration

Lors de la modélisation financiére, des relations non linéaires entre les variables du modéle sont
généralement postulées. Certaines de ces variables ne peuvent étre directement observées.
Elles sont plutot inférées par un modele probabiliste a partir d’autres variables observées ou
directement mesurées. Christoffersen, Dorion, Jacobs et Karoui (2014) expliquent que le recours
a un processus de filtration est nécessaire afin d’obtenir les meilleures estimations possibles pour
les variables non observées. De méme, les méthodes de filtrage sont efficaces lors de I'estimation
de la volatilité non observée dans les modéles d’évaluation d’options. A cet égard, les techniques
de filtration sont communément employées afin de filtrer la volatilité non observée des prix

d’options ou des rendements pour I'estimation des paramétres inconnus du modéle.

Plusieurs auteurs ont proposé difféerentes variations des méthodes de filtration, mais nous
discutons plus particulierement des filtres particulaires (« particle filter ») puisque cette technigue

est mise de I'avant par BDG (2018) pour I'estimation jointe de leur modéle d’évaluation d’options.
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1.5.1 Filtres particulaires

Les filtres particulaires permettent d’approximer toute distribution statistique. A vrai dire, il s’agit
d’'une approximation numérique du véritable filtrage optimal. La flexibilité de cette technique a
traiter les relations non linéaires explique sa popularité auprés des praticiens. Tulsyan, Gopaluni
et Khare (2016) expliquent les rudiments de cette approche. D’abord, les fondements des filtres
particulaires se basent sur la méthode de simulation Monte-Carlo. L’idée générale est d’exprimer
la distribution a I'étude par I'extraction de particules aléatoire de la probabilité postérieure. La
méthode employée est un échantillonnage séquentiel par importance (« sequential importance
sampling »). La technique de filtration référe au processus d’obtenir la variance minimale de la
distribution en trouvant un ensemble de particules aléatoires propagé dans I'état-espace afin

d’approximer la fonction de densité de probabilité.

Puisque générer un échantillon aléatoire pour toute fonction de densité arbitraire cible n’est pas
trivial, le recours a un échantillonnage par importance est nécessaire. Tulsyan, Gopaluni et Khare
(2016) mentionnent qu’a 'aide de cette technique, nous pouvons déterminer s’il est plausible pour
la particule générée de faire partie d’'un échantillon de notre fonction de densité cible. Un poids
normalisé est ainsi assigné aux particules simulées. Ce poids sert de correction afin d’assurer
que les particules de I'échantillon de densité proviennent de la densité cible. Un poids plus élevé

indique qu'’il serait plus probable d’accepter cette particule au sein de notre distribution désirée.

La technique d’échantillonnage par importance approxime la fonction de densité cumulative de
notre variable aléatoire cible. Par contre, nous n’obtenons point un échantillon provenant de la
densité cible. Afin de générer les particules désirées, un ré-échantillonnage est nécessaire. Pour
ce faire, plusieurs techniques peuvent étre utilisées dont I'’échantillonnage continu de Malik et Pitt
(2011).

En bref, le filtre de particule est généralement utilisé dans la littérature lors d’estimations de
modele d’évaluation complexe et non linéaire. BDG (2018) tirent profit de cette technique pour
calculer le log-vraisemblance des rendements du marché. lls peuvent ainsi filtrer la composante
gaussienne et celle des sauts de leur variance conditionnelle respective. L’Annexe 6 décrit les
étapes du processus de ré-échantillonnage séquentiel par importance (SIR) utilisé par les

auteurs.
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1.6 Estimation de modeéles d’options basée sur les moments de la distribution risque-
neutre

La technique d’estimation proposé dans ce mémoire s’inspire de plusieurs travaux de recherche
gui tentent de réduire la complexité computationnelle lorsque I'échantillon d’options s’échelonne
sur plusieurs années. Dans le but de faciliter le processus d’estimation, Feunou et Okou (2018)
s’intéressent a I'estimation des modéles d’évaluation d’options a l'aide des moments risque-
neutre. lls utilisent la distribution extraite d’'un panel d’options écrites sur le S&P 500 entre 1996
et 2011 puis exploitent la relation linéaire entre les cumulants neutre face au risque et les facteurs
latents dans un cadre conceptuel de volatilité stochastique en temps continu. Pour leur étude, ils
utilisent le deuxiéme, troisieme et quatriéme moment avec une série de 8 différentes maturités,
allant de 1 a 24 mois ce qui leur permet d’avoir 24 observations de moments risque-neutre pour
chaque journée d’observation. Puisque la relation entre les cumulants et les facteurs de leur
modéle est linéaire, les auteurs utilisent une version modifiée du Kalman filter lors de I'estimation
des parametres. lls trouvent que I'adaptation du modéle de Andersen, Fusari et Todorov (2015b)
a l'aide des moments de la distribution risque-neutre permet de surpasser les non-linéarités et
explique en grande partie I'information comprise dans le prix des options. Leurs observations
empiriques suggérent que I'approche par moment risque-neutre est rapide, facile a mettre en

ceuvre et offre une bonne précision pour la valeur des parametres estimés.

D’autres auteurs capitalisent sur cette méthode d’estimation. De leur cbté, Li and Zinna (2015)
utilisent la structure a terme des primes de Credit Default Swaps afin d’estimer un modéle de
risque de crédit multivarié. Quant a Duan et Yeh (2010) et Kaek et Alexander (2012), ils utilisent
plutét I'indice du VIX dans le but de mettre en lumiére les variances non observées puis les
utilisent pour estimer les modeles d’évaluation d’options. Le VIX est alors utilisé lors du processus
d’estimation d’un modéle & volatilité stochastique avec sauts. A 'aide de l'indice et des données
sur I'indice du S&P 500 sur un échantillon temporel de 17 années, Duan et Yeh (2010) trouvent
une prime de volatilité stable et des paramétres similaires au modéle stochastique estimé avec
options. Pour leur part, Kaek et Alexander (2012) comparent la performance de plusieurs modéles
a volatilité stochastique avec et sans sauts. Leur modele a deux facteurs permet de s’ajuster

adéquatement a la structure a terme de l'indice du VIX.

Bref, plusieurs recherches empiriques sur le sujet démontrent que I'ajustement des paramétres
d’'un modéele d’évaluation d’options a I'aide des premiers moments de la distribution risque-neutre
procure des résultats satisfaisants. Notre revue de la littérature sur I'’évaluation d’options nous

permet ainsi de comprendre chacune des étapes nécessaires a la construction et I'ajustement
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d’'un modéle sophistiqué. Les chapitres suivants ménent a la mise en ceuvre de notre technique
d’estimation alternative sur le modéle d’évaluation d’Ornthanalai (2014) et repris par BDG (2018)

pour I'indice du marché.

La suite du mémoire est organisée comme suit. Le Chapitre 2 dresse le portrait des données
utilisées afin d’élaborer la nouvelle technique d’estimation. Le Chapitre 3 est dédié a I'extraction
des moments conditionnels de la distribution risque-neutre du S&P 500. Le Chapitre 4 analyse
les résultats obtenus suite a I'estimation du modéle et le Chapitre 5 fait office de conclusion du

mémoire.

24



Chapitre 2. Base de données

Les données employées pour tester I'estimation du modéle d’évaluation d’options d’Ornthanalai
(2014) et BDG (2018) vont de concert avec les paramétres utilisés pour leurs études. Notre
modele repose également sur une estimation jointe qui comprend les rendements sur I’actif sous-
jacent et les moments de la distribution risque-neutre inhérents a cet actif. Comme mentionné par
BDG (2018), la prime de risque des paramétres a I'étude est pauvrement identifiée sous la
mesure physique, soit par I'entremise des rendements uniquement. Le rdle des facteurs de risque
demeure tout de méme crucial afin de réconcilier les prix d’options et les rendements sous-
jacents. De leur coté, les moments risque-neutre améliorent I'estimation de la probabilité des
sauts. En effet, leur construction a base d’options hors-de-la-monnaie devrait étre bénéfique a

capturer les conditions de marché associé aux événements rares.

Afin de pouvoir comparer notre approche avec celle de BDG (2018) pour I'estimation du modele,
nous reprenons les mémes périodes utilisées par les auteurs pour notre échantillon. Les
rendements journaliers sur l'indice boursier du S&P 500 entre janvier 1996 et aolt 2015 sont
obtenus du Center for Research in Security Prices (CRSP). Selon Rubinstein (1994), I'indice du

S&P 500 est I'un des meilleurs indices boursiers afin de tester I'évaluation d’options européenne.

Pour le calcul des moments de la distribution risque-neutre, des options standardisées d’achat et
de vente sur le SPX entre janvier 1996 et aolt 2015 sont obtenues a partir d’OptionMetrics.
L'utilisation d’options standardisées permet de simplifier les calculs. En effet, nous nous
retrouvons avec un nombre d’options identique a chaque journée de I'’échantillon et les dates

d’expiration des options sont également mieux structurées en échéance fixe.

La disponibilité des données sur la période d’estimation permet ainsi d’extraire sept échéances
de contrat d’options, soit de 30, 60, 91, 122, 152, 182 et 273 jours. L’échantillon d’options extrait
comprend une amplitude de moneyness. Lors du calcul des moments risque-neutre, les options
hors-de-la-monnaie sont sélectionnées afin d’en obtenir les swaps de variance et les swaps
d’asymeétrie. Pour leur calcul, les taux d’intérét sur les bons du trésor américain sont obtenus de
CRSP ou une spline cubigue est orchestrée pour chacune des maturités. Suivant la littérature,
nous filtrons notre échantillon de swaps pour en conserver les mercredis de chaque semaine.
Cette journée de la semaine est en effet moins sujette a des jours fériés et moins affectée par les

effets des fins de semaine. Si les marchés sont fermés un mercredi, nous utilisons la journée



ouvrable précédente. Pour plus de détail sur les avantages d’utiliser les données les mercredis,
voire Dumas, Fleming et Whaley (1998). Notre échantillon comprend 7 swaps de variances et
7 swaps d’asymétrie pour chaque semaine de I'échantillon. Cela nous laisse avec une base de
données de 4949 rendements et 14 210 moments risque-neutre sur le SPX pour I'estimation du
modele d’options. En plus de notre échantillon standard comparable a BDG (2018), nous utilisons
également un second échantillon de données afin de tester la performance de notre modéle. Pour
ce faire, nous prenons les rendements journaliers du S&P 500 entre septembre 2015 et décembre
2019 en provenance de CRSP. Aussi, les options du SPX pour la méme période sont utilisées
aux fins de construction des swaps hors échantillon. Cela crée une base de données hors

échantillon de 1090 rendements et 3122 moments risque-neutre sur le SPX

La Figure 1 présente le niveau du S&P 500 sur la période d’échantillon ainsi que les rendements
de lindice. Les bandes grises montrent les deux principales périodes de récession, soit
I'éclatement de la bulle technologique entre 2001 et 2002, puis la crise financiére orchestrée par
le marché des « subprimes » entre 2008 et 2009. Le troisieme panneau de la Figure 1 indique la
volatilité implicite des options SPX au cours de la méme période. L’agitation sur les marchés n’a
pas été véhiculée de maniére similaire durant les deux crises. La volatilitt du marché était bien
supérieure pendant la crise financiere et la sévérité des rendements négatifs était plus intense et
en vitesse accélérée. La reprise économique s’est effectuée de maniere lente et graduelle sur

une période de cing ans suivant le creux des deux récessions.

La volatilité implicite présenté a la Figure 1 revét une importance particuliére pour notre modele
d’évaluation. A cet effet, nous calculons au chapitre 3 des swaps de variance et d’asymétrie pour
I'estimation du modéle d’options. En terme comparatif, le coefficient de corrélation entre les
swaps de variances calculés au chapitre 3 pour une maturité de 30 jours et la volatilité implicite
des options a-la-monnaie est de 94.47 %. En outre, la Figure 1 montre une mesure d’asymétrie
provenant du marché des options. S’inspirant des travaux de Mixon (2011), cette mesure
d’asymétrie implicite du S&P 500 est construite a I'aide de la différence des volatilités implicites
d’options d’achat et de vente avec un Delta de 25 et -25 respectivement. La mesure obtenue est
donc une approximation de la pente de la courbe de volatilités implicites a-la-monnaie. Le résultat
nous indique que I'asymétrie est négative sur tout I'échantillon et celle-ci s’avére plus prononcée
lors de la crise des subprimes en 2007-2008. Au chapitre 3, nous calculons des swaps
d’asymétrie sur ce méme échantillon encore une fois dans le but d’estimer les paramétres de

notre modele d’options. Le coefficient de corrélation entre les swaps d’asymétrie calculés au
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chapitre 3 pour une maturité de 30 jours et la mesure d’asymétrie implicite présentée a la Figure 1

est relativement bien comparable & un niveau de 79.52 %.

Figure 1 : S&P 500, volatilités implicites et asymétrie implicite a-la-monnaie

Le graphique supérieur de cette figure présente le niveau de I'indice S&P 500 entre janvier 1996 et ao(t
2015. Les régions grisées mettent en évidence les récessions. Le deuxieme graphique présente les
rendements de l'indice S&P 500 sur la méme période. Le troisieme graphique indique la volatilité implicite
journaliére a-la-monnaie (« ATM») des options SPX standardisées a échéance de 30 jours extraites
d’OptionMetrics. Le graphique inférieur présente une mesure de la pente de la volatilité implicite des options
SPX standardisées a échéance de 30 jours a-la-monnaie. Cette mesure d’asymétrie implicite du S&P 500
est construite a 'aide des volatilités implicites d'options d’achat et de vente avec un Delta de 25 et -25
respectivement.
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Le Tableau 1 présente I'’échantillon d’options hors-de-la-monnaie utilisé pour construire les
moments risque-neutre du S&P 500. Le nombre de contrats d’options standardisées est affiché
pour 'ensemble des maturités et trié par moneyness. Le nombre de contrats s’avére plus élevé
gue BDG (2018), mais demeure nécessaire afin d’en extraire les premiers moments de la
distribution risque-neutre. En sommes, le nombre de swaps de variance et d’asymétrie calculée
est significativement inférieur au nombre de volatilité implicite utilisée par BDG (2018) pour
I'estimation du modéle. Nous discutons de notre échantillon de swaps au chapitre 3. Les prix
moyens ainsi que les volatilités implicites moyennes figurent au panel B et C. Ceux-ci concordent

avec les statistiques descriptives de I'’échantillon d’options de BDG (2018).
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Tableau 1 : Description des options SPX provenant de I’échantillon (1996-2015)
Le panel A présente le nombre de contrats d’options par étendue de moneyness et par échéance d’options.
Le panel B montre les prix moyens des options tandis que le panel C montre les volatilités implicites
moyennes. Les données proviennent d’OptionMetrics. La moneyness est définie comme K/F, ou F est le
prix a terme de l'indice et K est le prix d’exercice de I'option. DTM signifie jours jusqu’a maturité. Notre
dernier ensemble de données d’options hors-de-la-monnaie contient 113 680 observations.

Panel A : Nombre de contrats d'options
30DTM  60DTM 91 DTM 122DTM 152DTM 182DTM 273 DTM Total

K/F < 0.80 10 46 121 268 422 611 1,144 2,622

0.8<K/F<0.9 421 1,207 1,832 2,193 2,421 2,497 2,512 13,083
09=<K/F<10 7,689 6,866 6,160 5,645 5,247 4,975 4,329 40,911
1.0=<K/F<1.1 7,983 7,620 6,992 6,416 5,875 5,350 4,246 44,482
11<KF<12 132 477 1,075 1,614 2,102 2,531 3,172 11,103
KIF=1.2 5 24 60 104 173 276 837 1,479

Total 16,240 16,240 16,240 16,240 16,240 16,240 16,240 113,680

Panel B : Prix moyen des options
30 DTM 60DTM 91 DTM 122DTM 152 DTM 182 DTM 273 DTM Total

K/F < 0.80 11.30 12.90 13.85 14.82 16.00 17.10 21.38 18.31
0.8<K/F<0.9 7.93 10.50 13.41 16.56 19.75 23.06 32.12 20.10
09<K/F<1.0 13.84 21.60 28.78 35.45 41.49 46.99 61.76 33.02
1.0=K/F<1.1 10.48 15.20 19.71 23.97 28.18 3251 45.60 23.02
11<KF<12 6.31 7.50 8.70 10.37 12.23 13.88 20.46 14.07
KIF 21.2 6.52 7.96 9.23 10.32 10.50 10.62 12.30 11.42
Total 11.97 17.31 21.63 25.37 28.65 31.64 39.49 25.15

Panel C: Volatilités implicites moyennes des options
30 DTM 60DTM 91 DTM 122DTM 152 DTM 182DTM 273 DTM Total

K/F < 0.80 78.44% 59.14%  48.50%  41.57% 37.80% 35.16% 31.38%  35.79%
0.8<K/F<0.9 41.05% 32.15%  28.92%  27.20% 26.33% 25.74% 24.45%  27.38%
09=<K/F<10 21.28% 20.90%  20.70%  20.68% 20.64% 20.62% 20.59%  20.81%
1.0<K/F<11 16.72% 16.46%  16.33%  16.31% 16.40% 16.58% 17.12% 16.53%
11<KF<12 35.09% 25.63%  21.56%  19.89% 18.95% 18.15% 17.25% 19.15%
KIF 21.2 52.23% 40.54%  35.02%  31.43% 28.07% 25.41% 21.26%  24.52%
Total 19.71% 19.93%  20.06%  20.17% 20.26% 20.32% 20.42%  20.13%
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Chapitre 3. Construction des moments risque-neutre

3.1 Introduction au portefeuille de réplication

Suivant les travaux de Schneider et Trojani (2015), nous reprenons leur méthodologie concernant
la famille de swaps Hellinger pour le calcul du deuxiéme et troisieme moment conditionnel de la
distribution risque-neutre. Les auteurs trouvent que le prix des moments réalisés est mesuré de
maniére a soutenir l'intuition derriére la symétrie put-call dans les marchés sans arbitrage étudié
par Renault et Touzi (1996), Carr et al. (1998) et Carr et Lee (2009a). Les swaps Hellinger
peuvent par ailleurs étre répliqués a l'aide de portefeuilles d’options statiques a couverture delta,
évitant le recours a une réplication dynamique trés colteuse. Schneider et Trojani (2015)
empruntent & cet égard la propriété de réplication de tout flux monétaire (« payoff ») introduit par
Carr et Madan (2001).

Pour toute fonction ¢ dont la deuxiéme dérivée existe, Carr et Madan (2001) démontrent qu’il est
possible de répliquer le profil convexe d’un flux monétaire a I'aide d’un portefeuille d’options hors

de la monnaie tel que
d(Fr) — p(Fo) — ¢'(F)(Fr — Fo) = [, " (K)0o(Fr; K)dK  (12)

ou ¢" correspond a la dérivée seconde de la fonction génératrice ¢, ¢ (F;) — ¢(F,) représente
un flux monétaire non linéaire et ¢’ (F,) (Fy — Fp) fait référence a la couverture Delta afin d’assurer
que la pente de la fonction autour de O soit le plus prés de 0. La fonction 0, se veut simplement
I'outil d’évaluation du prix de I'option au temps 0. La preuve de I'équation (12) figure a 'Annexe 8.

En prenant I'espérance risque-neutre au temps 0, on se retrouve avec I'équation suivante :

E2[b(Fr) — §(Fo) — &' (Fo) (Fr — Fo)] = f " (K)Py(K)dK
0

gui peut étre simplifié ainsi :
ESp(Fr) — $(F)] = [;° ¢ (K) Poueo (KK + [ 4" (K)Pean o (K)dK  (13)

OU Ppy; o(K) et Pcqy o(K) correspond au prix de I'option de vente et I'option d’achat au temps 0
pour un prix d’exercice K. L’espérance risque-neutre d’un flux monétaire peut donc étre répliquée
a l'aide d’un portefeuille d’options d’achat et de vente hors-de-la-monnaie. La fonction génératrice

¢ est définie par la théorie des divergences a fonction puissance.



3.2 Swap de divergence

Schneider et Trojani (2015) introduisent une classe paramétrique de swap de divergence afin de
couvrir les divergences du marché. Ces swaps permettent de transiger, a I'aide d’'une approche
sans modele spécifique, les différents moments de la distribution risque-neutre. La classe de
swaps proposée admet un cas spécial pour la variance de la distribution et induit une famille de

swaps pour les moments plus élevés de la distribution.

Les swaps de divergence sont générés pour un parameétre p € R{0,1} par la fonction puissance
convexe ¢, (x) = (x? —1)/(p(p — 1)). Le parametre de divergence pour fonction puissance p sert
a contrbler les incertitudes des ordres plus élevés associés a la divergence réalisée. Pour le cas

spécial ot p = 0, nous obtenons la divergence réalisée Itakura et Saito (1968) suivante :

DY(F) = —1n(§—:)+ wr(-L-1) (14)

Fi_q

qui correspond a la partie flottante du contrat log de Neuberger (1994). Cette définition est

également reprise pour la méthodologie de I'indice VIX par le CBOE (2009). Lorsque p = 0, la

fonction génératrice ¢ prend donc la forme —2log (1;—T) et peut ainsi étre substituée dans I'équation
0

(13) en prenant la seconde dérivée. Le swap de divergence structuré posséede la forme suivante :

2 F 2 oo Ak w Ak
SO = =7 [in(7)] = VIXF = 7 (Eien, 37 Put () + Efiow, 5 Call (k) (15)

Le carré du VIX, soit la variance du S&P 500, peut ainsi étre répligué sans avoir recours a un
modeéle spécifique. Cette méme procédure est reprise pour le troisieme moment de la distribution
en choisissant une valeur de p = 1/2. Schneider et Trojani (2015) classifient ce type de swap
dans la famille des divergences de type Hellinger. Le swap d’asymétrie « Hellinger skew swap »

découle de la fonction géneratrice ¢4,,(Fr/F,) et dont la deuxieme dérivée est substituée dans

I'équation (13). La fonction génératrice est définie de la maniére suivante :

?;

dp 2 p(p-1) p?(p-1)?

( x ) _ % p=2= (%)pm(%) B (Zp_l)((%)p_l) _ 4 (L)% n (L) (16)

For For For

A 'aide de cette fonction génératrice, le swap d’asymétrie Hellinger prend la forme suivante :
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ﬁln Ky ﬁln Ky
Hellinger Skew Swap = % Ki<k, MAKI- Put(K;) + Xk,>k, MAIQ Call(K;) | (17)

K2 K?2

Cette méthodologie est répandue a travers la littérature financiére principalement en raison de
ses avantages. Son implantation est facile et rapide. De plus, elle ne requiert pas de modéle
d’évaluation en particulier et elle utilise une sélection d’options d’achat et de vente hors-de-la-

monnaie qui offrent une meilleure liquidité que les options a d’autres niveaux de moneyness.

Le Tableau 2 montre les statistiques descriptives pour les contrats du VIX? et du Hellinger Skew
swap obtenu a 'aide des options SPX entre 1996 et 2015. La moyenne de la variance implicite
du SPX est relativement constante a 3.15 % pour I'ensemble des maturités. L'écart-type du VIX?
est supérieur pour des échéances plus courtes faisant référence aux fluctuations du marché a
court terme ayant une plus grande influence sur le cours des options hors-de-la-monnaie. Quant
aux périodes de volatilité extréme, le VIX? atteint plus de 33 % au début de la plus récente crise
financiere en novembre 2008. La peur sur les marchés boursiers a commencé dés 2007 et a
connu des sommets sans précédent durant la crise des « subprimes ». La Figure 2 montre bien
que l'agitation boursiére lors de la plus récente crise financiére fut bien supérieure a celle

observée lors de I'éclatement de la bulle technologique.

Tableau 2 : Statistiques descriptives du VIX2 et Hellinger Skew swap (1996-2015)
Le panel A présente les statistiques descriptives des VIX? pour chacune des échéances de notre échantillon
de 1996 a 2015. Le panel B montre les statistiques descriptives des Hellinger Skew swap pour la méme
période. Les moments de la distribution risque-neutre sont obtenus a I'aide d’options standardisées hors-
de-la-monnaie provenant d’'OptionMetrics. DTM signifie jours jusqu’a maturité. Notre échantillon final de
contrat contient 14 210 moments risque-neutre couvrant les maturités de 30 a 273 jours. Les statistiques
descriptives du VIX? et du Hellinger Skew sont présentées en points de base.

Panel A : Statistiques descriptives du VIX?
30 DTM 60 DTM 91 DTM 122DTM 152 DTM 182 DTM 273 DTM Total

Minimum 61.32 67.88 77.66 80.47 81.07 83.54 93.29 61.32

Q1 (25e percentile) 145.70 149.81 156.45 161.10 168.71 175.48 188.94 164.21
Moyenne 316.95 314.79 315.05 315.38 315.55 315.19 314.73 315.38
Median 239.97 249.32 254.33 265.32 269.36 274.59 282.04 262.76
Q3 365.10 374.39 377.59 381.55 382.96 381.69 377.61 377.72
Maximum (75e percentile)  3392.43 2969.21 2500.76 2340.40 2114.34 1873.58 1635.92 3392.43
Ecart-type 307.35 271.28 247.46 230.18 215.20 203.45 185.76 240.28
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Panel B : Statistiques descriptives du Hellinger Skew

30DTM 60 DTM 91DTM  122DTM 152 DTM 182 DTM 273 DTM Total

Minimum -1048.58  -954.59 -964.45 -998.02 -956.10 -867.72 -827.08  -1048.58
Q1 (25e percentile) -34.50 -52.03 -63.73 -74.53 -83.96 -90.53 -104.14 -74.14
Moyenne -34.19 -47.82 -57.56 -65.46 -71.44 -76.15 -87.89 -62.93
Median -17.04 -26.73 -34.98 -42.28 -48.68 -53.08 -62.85 -39.13
Q3 -9.46 -14.66 -19.09 -23.54 -27.36 -30.97 -39.01 -20.59
Maximum (75e percentile) -1.80 -3.81 -4.66 -5.31 -5.92 -6.55 -8.41 -1.80
Ecart-type 65.37 75.98 79.95 82.55 82.70 81.19 83.39 80.68

Du cé6té de l'asymétrie du SPX, nous pouvons remarquer que contrairement a la variance
implicite, le troisitme moment de la distribution est strictement négatif pour tout I'échantillon et
pour 'ensemble des maturités sélectionnées. Cette observation a été soulevée par plusieurs
auteurs, dont Schneider et Trojani (2015), qui expliqguent que cette tendance refléte les déviations
négatives de la symétrie des options d’achat et de ventes (« put-call symmetry »). Tout comme le
VIX?, cette asymétrie négative a connu son plus haut niveau (son minimum) lors de la crise

financiére en novembre 2008, atteignant une valeur négative de 0.1 ou 1000 points de base.

Figure 2 : Présentation des séries temporelles du VIX? et Hellinger Skew
La Figure 2 présente les séries temporelles du VIX? et du Hellinger Skew calculés a I'aide des options hors-
de-la-monnaie standardisées a échéance de 30 jours extraites d’'OptionMetrics. La figure présente les
oscillations de la variance et 'asymétrie du marché pour chacun des mercredis entre janvier 1996 et aodt
2015. Les régions grisées mettent en évidence les récessions. Les valeurs du VIX? apparaissent en
pourcentage.
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3.3 Discussion des limites potentielles de la méthodologie

La méthodologie proposée par Carr et Madan (2001) n’est pas sans failles lorsque nous prenons
en compte les contraintes structurelles du marché. Un probléme important inhérent au portefeuille
de réplication est I'impossibilité d’observer sur les marchés une étendue infinie de prix d’exercice.
Une troncature de l'intervalle de prix d’exercice peut entrainer un biais dans I'estimation des
moments risque-neutre. Ce biais s’accentue lors du calcul des moments risque-neutre de longue

maturité, car ils nécessitent 'usage d’options a longue échéance peu liquide.

3.3.1 Probléeme de mise en ceuvre

Comme formulé par Jian et Tian (2005), supposons qu’une série de prix d'options d’achat d’un
continuum de prix d’exercice K pour une maturité donné T soit transigé sur I'actif sous-jacent.
Conservant la notation de Dumas, Fleming et Whaley (1998) et Britten-Jones et Neuberger
(2000), considérons le prix de l'actif Forward et le prix de I'option sur le Forward comme étant Fr
et P,(K) respectivement, sous la mesure risque-neutre. Carr et Madan (2001) proposent que
I'espérance d’un flux monétaire entre la date 0 et la future date T soit spécifié par 'ensemble de

prix d’options d’achat expirant a la date T tel que nous I'avons spécifié a I'équation (13) :
ES19(Fr) = $(Ro) = ' (Fo) Fr — F)l = | @ (K0P (K)AK
0

Un premier probléme survient lors du calcul de la partie droite de I'’équation (13) qui requiert une
étendue infinie de prix d’exercice. Si les prix d’options sont disponibles pour 'ensemble des prix
d’exercice, l'intégrale peut aisément étre calculée a l'aide de techniques d’intégration numériques.
Toutefois, il n'existe seulement qu’'un nombre fini de prix d’exercice actuellement transigés sur

les marchés ce qui peut mener a une imprécision dans le calcul de la volatilité implicite.

3.3.2 Erreur de troncation

Jiang et Tian (2005) explique également l'erreur de troncature. Supposons que lintervalle
[Kmin, Kmax] fait référence a 'ensemble des prix d’exercice actuellement transigé sur les marchés.
Ajoutons comme condition que 0 < Kpin < Fy < Kjpax < +0. Les erreurs de troncation peuvent
survenir lorsque nous ignorons les queues de la distribution et que nous approximons I'équation

(13) par l'intégral suivante :

ES[¢(Fr) — ¢(Fo) — ¢’ (Fo) (Fr — Fo)l = [™* ¢ (K)Po(K)dK (18)
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Jiang et Tian (2005) démontre que l'erreur de troncation au-dela des bornes de prix d’exercice

disponible [K,in, Kmax] ONt les bornes supérieures suivantes:

fktnoo ¢" (K)Py(K)dK < E? [(%)

ax max

Fr > Kmax, (19)

fokmzn ¢" (K)Py(K)dK < Eg [(%)

FT < Kmin] (20)

Chacune des bornes supérieures reflete les variations locales dans les queues de la distribution
des rendements. Les bornes des équations (19) et (20) se veulent relativement rapprochées,
mais elles ne sont pas sans spécification d’'un modéle (« model free »). Afin de contrdler I'erreur
de troncation, nous utilisons la plus grande étendue de prix d’exercice disponible des options
standardisé du SPX.

3.3.3 Disponibilité limitée des prix d’exercice

Nous avons assumé que tous les prix d’options étaient disponibles pour tous prix d’exercice
compris entre les bornes [K;,in, Kmax]- En réalité, seulement des prix d’exercice pour un intervalle
fixe sont transigés sur les marchés. Nous devons faire face non seulement a une fourchette
limitée, mais aussi a un ensemble clairsemé de prix d’exercice. Cet effet peut étre amplifié lorsque
les prix d’exercice sont inexistants pour certains intervalles donnés profondément dans ou hors-

de-la-monnaie.

Bien qu’il existe des limites a la méthodologie de réplication pour les moments risque-neutre,
nous estimons que celles-ci sont atténuées en prenant un indice de marché trés liquide qu’est
celui du S&P 500. A cet effet, la prochaine section discute des résultats du modéle d’évaluation
d’options estimé conjointement avec les rendements sur l'indice boursier et les moments risque-

neutre.
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Chapitre 4. Analyse des résultats

4.1 Résultats de I'estimation jointe

La valeur des parametres de I'estimation jointe avec les rendements du S&P 500 et les moments
de la distribution risque-neutre sont comparés aux résultats du modele de BDG (2018) au
Tableau 3. De maniere générale, nos résultats sont tres similaires a ceux obtenus par BDG
(2018) et plus particuliéerement ceux d’Ornthanalai (2014) pour le modele de marché avec une

composante de saut avec distribution NIG.

La valeur des primes de risque obtenu avec notre méthode d’estimation est trés comparable avec
BDG (2018). Du co6té de la composante gaussienne, notre valeur de 4, est de 0.82
comparativement a 0.824 pour BDG et pour la composante de sauts, y, est pratiguement
identique a 0.71. La constante w), , présente la méme valeur sous notre estimation, mais wy, ,,
est davantage négatif que BDG (2018) et Ornthanalai (2014). A I'égard des coefficients a,,, by,
et ¢y, ceux-ci partagent des valeurs estimées équivalentes a la littérature financiere, et ce, pour
la composante normale et la composante de sauts. A titre informatif, I'effet de levier exprimé par
la variable c; , obtient une valeur positive dans notre modele optimal, indiquant du méme coup
qu’il existe une relation négative entre les rendements du S&P 500 et I'innovation de la variance.
Concernant les paramétres qui gouvernent la composante de sauts, citons le paramétre qui
conditionne I'épaisseur des queues de la distribution NIG, a,,, qui est estimé & 11.3, vis-a-vis une
valeur similaire de 11.9 pour BDG (2018) et 11.6 pour Ornthanalai (2014). Pour le facteur
d’asymétrie de la distribution NIG, §,,, sa valeur dérivée a I'aide de notre estimation jointe oscille

autour de -6.86 ce qui est conforme avec la littérature.

Les calculs des moments de la distribution du modéle démontrent que les statistiques en
provenance de l'estimation avec les RNM sont comparables a ceux de BDG (2018) pour la
composante gaussienne, mais sont légérement inférieurs pour l'intensité du saut. En effet, notre
coefficient d’'asymétrie de I'innovation normale est de -0.27 comparativement a -0.12 pour BDG
(2018). Notre asymétrie pour l'intensité du saut est quant a elle estimée a -1.54 contre -7.37 pour
BDG (2018). Cette différence est toutefois négligeable lorsque nous comparons I'asymétrie totale
des deux composantes du modele, soit zy, . + y), ¢, OU NOUS obtenons une valeur négative et tres
similaire a BDG (2018) de -0.22. Tel que reporté par Ornthanalai (2014), la force de la distribution
NIG est de générer des niveaux significativement plus élevés d’asymétrie et d’aplatissement

comparativement a d’autres distributions pour la composante de sauts. Cette caractéristique



permet en outre d’ajuster le modéele aux rendements et valeurs d’options avec une meilleure
précision grace a sa capacité de produire des niveaux de non-normalité conditionnelle. Tout
comme BDG (2018), nos estimés des innovations normales standard conditionnelles, & ., ont

une asymeétrie et un coefficient d’aplatissement en excés prés de 0 tel qu’escompté.

Quant aux coefficients d’aplatissement en excés, nous pouvons remarquer que notre valeur pour
la composante normale est positive, mais tout de méme faible & 0.54 relativement & -0.07 pour
BDG (2018). Pour la composante de saut, notre valeur estimée demeure significativement élevée
et relativement comparable a BDG (2018) et Ornthanalai (2014) a plus de 300. En outre, notre
coefficient d’aplatissement total est calculé a 2.79 plus élevés que BDG (2018). Une explication
possible de ces différences réside dans la structure de notre base de données de RNM. Certes,
nous avons construit, & l'aide d’options hors-de-la-monnaie, des swaps de variances et
d’asymétries, soit les deuxiémes et troisiemes moments de la distribution risque-neutre du S&P
500. Les différences relatives aux valeurs des coefficients d’aplatissement peuvent donc survenir

en raison d’une couverture inexistante des swaps de « kurtosis » dans notre échantillon.

Concernant la répartition de la variance annuelle, notre estimation procure des résultats encore
une fois légérement inférieurs pour la composante de sauts, mais notre répartition demeure
comparable a celle de BDG (2018). Pour la volatilité moyenne et totale, nos estimations
concordent avec une volatilité totale de 18.6 % avec notre approche vis-a-vis une volatilité totale
de 18.0 % selon BDG (2018). De méme, la prime de risque normale, A, hy, ¢, €t celle du saut,
Yuhum,ye, l€ur moyenne et mediane se rapproche de BDG (2018) avec notre prime de risque
moyenne d’équité totale de 5.66 % contre 6.18 % pour I'estimation jointe avec rendements et

options.

Tel qu'observé par BDG (2018), le Tableau 3 montre que la composante de sauts de la variance,

2

huy, expliqgue que 12.7 % de la variance totale en moyenne, hM‘Z+(aZOi#’ mais nous
M™°%Mm

pouvons remarquer que son poids surpondere celui de la composante normale a I'égard de la

prime de risque moyenne.

En résumé, nos résultats vis-a-vis les moments de la distribution de notre modéle concordent
avec les résultats de BDG (2018) et Ornthanalai (2014) méme si ce dernier ne couvre pas

I’ensemble de notre échantillon.
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Tableau 3 : Paramétres du modéle estimé a I'aide des rendements et des RNM et comparaison

avec les résultats du modéle de BDG (2018)
Le panel A présente les différents paramétres du modéle d’évaluation d’options pour la composante
gaussienne et la composante de sauts. Les parameétres sont estimés a I'aide des rendements de l'indice
du S&P 500 entre janvier 1996 et aolt 2015 et les RNM hebdomadaires pour la méme période temporelle.
Les RNM sont construits pour sept maturités différentes, soit 30, 60, 91, 122, 152, 182 et 273 jours.
L’estimation des parameétres est réalisée a 'aide d’'une méthode d’optimisation de recherche du minimum
d’une fonction non linéaire sous contraintes (fmincon dans Matlab). Les parameétres de départ sont
similaires a la littérature financiere et s’inspirent des résultats du modéle d’Ornthanalai (2014). Les erreurs
standard robustes sont calculées a partir du produit extérieur du gradient aux valeurs optimales des
parametres. Les parametres estimés sont comparés a ceux obtenus par BDG (2018) par leur estimation
jointe des rendements de l'indice et les volatilités implicites des options sous-jacentes. Le panel B montre
la distribution des parameétres optimaux. Les primes de risque moyenne et médiane et la volatilité moyenne
sont présentées en terme annualisé.

Estimation jointe - Rendement et RNM Estimation jointe - Rendement et options
Panel A : Valeur des paramétres Normal Saut Normal Saut
Ay/y X 1071 0.820 0.701 0.824 0.701
x 1078 (1.50) (3.04) (0.024) (0.035)
Wi 2/ Wy X 1075 -0.163 -1.48 -0.163 -0.041
x 108 (1.25) (2.25) (2.50) (1.88)
Ay 2/, X 1076 241 6.34 242 4.44
x 1072 (0.164) (1.33) (0.336) (0.783)
Bagz/buy X 1071 9.40 9.40 9.40 9.34
x 1078 (1.21) (0.571) (0.0694) (0.458)
Cuz/Cuy X 107 1.43 143 1.44 141
x 10~2 (1.61) (2.38) (0.028) (0.013)
ay X 10t 1.13 1.19
x 10~8 (3.22) (1.31)
8y x 10° -6.86 -7.02
x 10~° (1.53) (0.301)
Panel B : Distribution du modéle
Coefficient d'asymétrie de -0.27 -1.54 -0.12 -7.37
l'innovation, ey ¢ /Y.
Asymétrie totale zy , + yy.; 022 031
Coefficient d'aplatissement en 0.54 300.64 -0.07 346.33
EXCES, &y ¢/Vu.e
Coefficient d'aplatissement total, 10.54 775
Zye t Y
% de la variance annuelle 87.30 12.70 74.00 26.00
Volatilité moyenne 17.10 6.96 15.60 9.00
Total 18.63 18.00
Prime de risque moyenne 2.66 3.00 2.33 3.85
Prime de risque médiane 1.78 1.04 1.72 3.04
Total 2.81 4.75

37



4.2 Analyse de la performance du modéle

Afin de tester la performance de notre modeéle d’options, nous évaluons les swaps de variance a
I'intérieur de I'échantillon, soit de 1996 a 2015 et comparons I'erreur d’évaluation avec les valeurs
des swaps utilisés pour réaliser notre estimation jointe des parameétres. Les swaps utilisés pour
notre estimation du modeéle sont construits a I'aide des options hors-de-la-monnaie observées
sur les marchés (voir Chapitre 3). Nous reprenons deux formules d’erreurs d’évaluations
généralement reconnues dans la littérature, soitla racine des erreurs moyenne au carré

(« RMSE ») et sa version relative (« RRMSE ») dont les formules sont les suivantes :

RMSE = \/%Zﬁzl(Swap,’:’“déle — Swapff“"hé)z (21a)

Modeéle _ Marchéy 2
RRMSE = |13, (M2 2wt ) (21b)

Swapy,

ol N correspond au nombre de swaps dans notre échantillon, Swap°?¢est la valeur du swap
de variance implicite obtenu a 'aide des paramétres du modéle et Swap} ¢ "¢ équivaut a la valeur
du swap de variance dérivé a 'aide des options sur le marché. Comme stipulé par BDG (2018),
le RMSE procure une mesure absolue de l'erreur d’évaluation tandis que le RRMSE est une
mesure relative qui est plus probable d’apporter une meilleure information lorsque nous

comparons des erreurs d’évaluation a travers le temps.

Le Tableau 4 montre les résultats pour les deux mesures pour chacune des maturités de swaps
et filtre également les valeurs a travers les années de notre échantillon. Pour notre échantillon
complet, dont celui-ci comprend 7 105 swaps de variance hebdomadaire, I'estimation jointe avec
les RNM procure une erreur d’évaluation trés similaire a BDG (2018). Le calcul est évidemment
réalisé sur un échantillon de swaps estimés sur la méme période. Nous obtenons ainsi une erreur
absolue de 3.14 % contre 2.56 % pour BDG (2018). La différence est moindre en comparant
I'erreur relative sur tout notre échantillon qui se situe a 17.30 % avec notre approche vis-a-vis
une erreur relative de 16.22 % selon I'estimation avec options. Ceci concorde avec les résultats
de l'estimation des paramétres qui produit des estimations trés similaires selon les deux

techniques utilisées.

Nous pouvons également comparer la performance entre les deux approches selon les maturités

de swaps de notre échantillon. Puisque notre échantillon de swap est construit a partir de la base
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de données d’options standardisées d’OptionMetrics, le nombre de swaps est constant pour
chacune des sept maturités. Du coté des RMSE, elles demeurent similaires a travers 'ensemble
des maturités testées. Bien que les erreurs d’évaluation avec notre approche soient légérement
plus élevées, les écarts avec les erreurs selon le modeéle de BDG (2018) sont comparables entre
les maturités. D’un autre cbté, les erreurs relatives calculées sont en moyenne semblable a la
littérature. De plus, les RRMSE calculés avec notre modéle présentent une meilleure

performance pour des maturités de swaps de plus longue échéance, soit les 122 et 273 jours.

En outre, nous comparons les erreurs d’évaluation triées pour chacune des vingt années de notre
échantillon. Puisque notre échantillon de swaps de variance se veut significativement inférieur a
I'échantillon d’options de BDG (2018), le nombre de valeurs pour nos calculs par année est plus
petit & prés de 350. Un tel ensemble de swaps moins volumineux peut augmenter la fluctuation
des résultats. Néanmoins, I'agrégation d’options pour créer les swaps crée moins de bruits dans

les observations tel que mentionné par Orlowski (a étre publié).

Tableau 4 : Erreurs d’évaluation sur les swaps de variance utilisés pour I’estimation du modéle de
marché et comparaison avec le modéle de BDG (2018)

Nous utilisons I'estimation des paramétres réalisés a l'aide de notre optimisation par maximum de
vraisemblance des rendements et des RNM dont les résultats apparaissent au Tableau 3. Les calculs de
la racine des erreurs moyenne au carré (« RMSE ») et sa version relative (« RRMSE ») sont effectués avec
les formules (21a et 21b) sur les swaps de variance (VIX?) employés lors de I'estimation du modéle de
marché. Puisque les swaps de variance sont construits sur sept maturités différentes, les résultats sont
présentés pour chacune d’entre elles ou (« DTM ») signifie « nombre de jours jusqu’a I'échéance ». Les
mesures de performance sont comparées aux résultats obtenus en prenant les paramétres optimaux de
BDG (2018) pour ainsi calculer les VIX? durant la période d’estimation. Les valeurs des RMSE et RRMSE
sont données en pourcentage.

Estimation jointe - Rendement et RNM Estimation jointe - Rendement et options

RMSE RRMSE RMSE RRMSE

Echantillon complet 3.138 17.301 2.562 16.224
Trié par maturité

30 DTM 3.035 17.274 2.651 14.584

60 DTM 3.072 17.396 2.449 14.061

91 DTM 3.228 17.414 2.454 14.604

122 DTM 2.946 17.092 2.615 18.481

152 DTM 3.174 17.084 2.527 16.724

182 DTM 3.188 17.202 2.537 16.626

273 DTM 3.307 17.636 2.688 17.926
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Trié par année

1996 2.270 21.095 2.574 22.115
1997 3.933 20.701 2.614 13.825
1998 5.174 23.927 3.930 17.561
1999 5.596 26.686 3.395 15.680
2000 1.631 8.937 1.607 8.898
2001 2.304 11.174 2.569 13.780
2002 1.916 9.653 1.960 10.934
2003 2.680 14.323 1.276 6.994
2004 1.106 8.948 1.535 12.079
2005 2.100 20.167 3.233 29.058
2006 2.776 27.377 3.237 29.893
2007 1.882 16.330 2.334 20.615
2008 4.349 11.658 3.607 10.803
2009 5.144 23.125 2.949 13.205
2010 3.917 20.218 2.667 14.073
2011 2.531 12.992 2.357 11.147
2012 2.869 16.372 1.692 9.989
2013 0.909 7.372 1.489 11.642
2014 1.235 10.820 1.830 15.030
2015 0.821 5.927 1.745 13.639

A noter que les erreurs d’évaluation de BDG (2018) pour la méme période temporelle connaissent
également des variations importantes. Pour nos erreurs absolues entre 1996 et 2015, elles sont
trés identiques entre les deux approches d’estimation, voir méme meilleures selon notre approche
sur plusieurs années. En effet, nous remarquons qu’entre 2001 et 2007, soit la période entourant
la bulle technologique jusqu’au début de la crise financiére, notre modele produit des erreurs
d’évaluation inférieures. Par contre, la crise financiére comprenant des fluctuations boursiéres
majeures introduit une marge d’erreur faiblement supérieure selon notre modele d’évaluation. De

maniére analogue, ces remarques sont valables pour la mesure des erreurs relatives.

Nous présentons également la performance d’ajustement du modeéle d’évaluation aux différents
moments de la distribution observés sur le marché. A cet effet, nous montrons aux Figure 3 et4
comment notre modéle réplique les variations du marché en termes de variance et d’asymétrie.
Du coté de la variance, la Figure 3 présente pour trois maturités différentes, la comparaison entre
le VIXZ implicite du modeéle et celui observé sur le marché construit a base d’options hors-de-la-

monnaie. Nous reprenons ici les valeurs obtenues a méme l'estimation du modéle et les valeurs
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obtenues sur les marchés dont celles-ci sont dérivées au Chapitre 3. Nous pouvons remarquer
que la variance implicite du modéle de maturité 30 jours, soit un contrat comparable a celui du
VIX établi par le CBOE, suit adéquatement les oscillations de la variance du marché. Les
soubresauts survenus lors de la bulle technologique sont parfaitement répliqués de méme que la
forte augmentation de la volatilité durant la plus récente crise financiére. Bien que notre modéle
ne réplique pas parfaitement la pointe de variance connut en 2009, le VIX? implicite connait une
forte augmentation comparativement aux autres années de I'’échantillon. La variance implicite
pour une maturité de 90 jours présente des variations similaires. Outre une certaine disparité
observée entre 1998 et 2000, la variance du modéle s’adapte trés bien aux fluctuations et s’aligne
parfaitement en 2008 aux premiers signes d’augmentation de la volatilité. Quant a la maturité de
182 jours, celle-ci s'ajuste moins bien a certaines périodes de notre échantillon. Nous observons
un alignement moins précis entre 1998 et 2000 puis entre 2009 et 2011 ou la variance implicite
est inférieure a celle du marché. Certes, il demeure difficile de prédire précisément comment le
marché se comportera avec une telle échéance, mais nous jugeons que le modéle capture bien

les oscillations en globalité.

La Figure 4 montre quant a elle, la comparaison entre le Hellinger Skew swap implicite, soit celui
obtenu avec le modéle d’évaluation et celui observé sur les marchés, soit celui bati a partir des
options hors-de-la-monnaie. Nous présentons cette mesure d’asymétrie sous trois maturités de
contrats telle qu’afficher a la Figure 3. Pour toutes échéances, nous pouvons remarquer que
'asymétrie est négative sur 'ensemble de notre échantillon. Cette caractéristique est également
rencontrée par plusieurs auteurs dont Feunou et Okou (2018) qui obtiennent pour des échéances
similaires, une asymétrie négative sur la période de 1996 a 2012. En ce qui a trait a I'ajustement
de notre modele, les contrats a maturité 30 jours répliquent avec brio I'asymétrie rencontrée sur
les marchés. Les oscillations négatives observées durant la bulle technologique sont bien
représentées par notre modéle. Du cété de la crise financiére de 2008-2009, nous remarquons
que I'asymétrie dans les rendements du marché atteigne des valeurs sans précédent. Cette chute
significative s’apparente a un « cygne noir» sur les marchés, signifiant qu'un tel événement
n'ayant jamais été anticipé est survenu sans préavis. Notre modéle s’ajuste que partiellement a
cette asymétrie fortement négative survenue que durant quelques jours de notre échantillon. Pour
le contrat d’'asymétrie de 90 jours, la performance est relativement similaire. Comme observé
avec les contrats du VIX? de 90 jours, I'ajustement durant la période de 1998 a 2000 connait une
Iégere disparité. Pour la suite de I'échantillon, la réplication des conditions de marché s’apparente

a celle obtenue avec les contrats de 30 jours. En outre, 'asymétrie implicite a échéance de
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182 jours demeure plus conservatrice durant la plus récente crise financiére jusqu’a 'année 2013.
Comme indiqué avec la variance implicite de notre modeéle, les performances obtenues s’ajustent

convenablement aux conditions de marchés durant I'’échantillon a I'étude.

Figure 3 : Comparaison entre le VIX? implicite du modéle et le VIX2 du marché

La Figure 3 présente le VIX? implicite calculé I'aide du modéle d’évaluation estimé avec les rendements et
les RNM sur le S&P 500. Le calcul du VIX? implicite est basé sur les séries d'états filtrés dans le modéle.
Les paramétres estimés du modéle d’évaluation sont présentés au Tableau 3. Le VIX? implicite est obtenu
a l'aide de I'équation (8). Les valeurs du VIX? du marché sont établies a partir d’options sur le S&P 500
hors-de-la-monnaie (voir Chapitre 3). Le premier panel présente les VIX? avec maturité de 30 jours, suivi
des VIX? 90 et 182 jours pour le deuxiéme et troisiéme panel. Les bandes grises représentent les derniéres
crises financiéres. Les valeurs du VIX? apparaissent en pourcentage.
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La Figure 4 présente le Hellinger Skew implicite calculé a I'aide du modéle d’évaluation estimé avec les
rendements et les RNM sur le S&P 500. Le calcul du Hellinger Skew implicite est basé sur les séries d'états
filtrés dans le modéle. Les paramétres estimés du modele d’évaluation sont présentés au Tableau 3. Le
Hellinger Skew implicite est obtenu a l'aide de I'équation (9). Les valeurs du Hellinger Skew du marché
sont établies a partir d’options sur le S&P 500 hors-de-la-monnaie (voir Chapitre 3). Le premier panel
présente les Hellinger Skew swap avec maturité de 30 jours, suivi des Hellinger Skew swap 90 et 182 jours

Figure 4 : Comparaison entre I'asymétrie implicite du modéle et ’'asymétrie du marché

pour le deuxiéme et troisieme panel. Les bandes grises représentent les derniéres crises financieres.
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4.3 Analyse de la performance du modéle hors échantillon

4.3.1 Prédiction des rendements hors échantillon

Nous pouvons conduire notre analyse de performance sur les rendements prédits par le modéle
sur notre échantillon secondaire, soit de septembre 2015 a décembre 2019. Pour ce faire, nous
reprenons I'équation des log-rendements du modéle, soit I'équation (1), afin de calculer les
rendements estimés par le modéle d’évaluation. Le modéle d’évaluation n’est pas réestimé, c’est-
a-dire que nous conservons les paramétres optimaux estimés sur notre échantillon de base, puis
nous effectuons une prédiction a partir de ces paramétres. Une fois les rendements prédits
obtenus, nous effectuons une comparaison a l'aide d’un test statistique appuyé par une

présentation graphique de la relation entre les deux séries de rendements hors échantillon.

Diebold, Gunther et Tay (1998) mentionnent qu’il est possible de transformer une distribution
uniforme, U(0,1), en une autre distribution en utilisant la fonction de répartition inverse (« inverse
CDF »). Cela signifie qu’au lieu de tester x ~ U(0,1), nous pouvons teste y = ¢~ 1(x)~D(u,o), ou
D correspond a la distribution des rendements observés sur les marchés. A cet effet, nous
utilisons I'inverse des PIT (« Probability Integral Transform ») afin de tester I'hypothése nulle selon
laguelle les prévisions de densité de notre modele sont bien spécifiées conformément aux
rendements observés hors échantillon. La Figure 5 présente la comparaison des fonctions de
répartition cumulative des PIT inversés provenant des deux distributions de rendement ou nous
pouvons observer que la distribution de notre prédiction des rendements s’avere différente a la
distribution des rendements observés. Le test de Kolmogorov-Smirnov est ensuite employé ou
'hypothése nulle dicte que les deux séries de rendements appartiennent a la méme distribution.
Avec un niveau de confiance de 99 %, la statistique du test est de 0.124 et la p-value s’approchant
de 0. Nous devons alors rejeter I'hypothése nulle selon laquelle les prévisions de densité de notre

modéle sont bien spécifiées hors échantillon.

Une confirmation de ce test peut également étre réalisée a l'aide d’un graphique de quantile
communément appelé « QQ-Plot ». Un tel graphique permet d’évaluer la précision d’ajustement
de la distribution des rendements du modéle d’évaluation a celle observée sur les marchés. La
Figure 6 reproduit ce graphique a l'aide des deux distributions de rendements a I'’étude. Nous
observons que les quantiles des deux distributions ne s’alignent pas précisément sur la droite
linéaire, confirmant ainsi que la distribution des rendements estimés par le modéle d’évaluation
divergent de la distribution des rendements observés. A titre informatif, un excellent ajustement

de la distribution aurait parfaitement aligné les points sur la droite linéaire. La Figure 6 montre
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plutét un alignement des points sur la droite au centre et une certaine courbure pour les quantiles
des x plus éloignés du centre. Cela nous indique que notre prédiction des rendements connait
des valeurs plus extrémes que la distribution de rendements observés sur les marchés. Afin
d’enrichir notre analyse de la performance hors échantillon, nous évaluons et comparons la valeur

de swaps de variance et d’asymétrie ainsi que les volatilités implicites d’'un ensemble d’options.

Figure 5: Comparaison des fonctions de répartition cumulative des PIT inversés provenant des
rendements prédits du modéle d’évaluation et des rendements observés hors échantillon
La Figure 5 présente une comparaison des fonctions de répartition cumulative des PIT inversés des séries
de rendements journaliers prédits par le modéle d’évaluation vis-a-vis les rendements journaliers observés
sur I'échantillon de septembre 2015 a décembre 2019.
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Figure 6 : Graphique quantile-quantile (« QQ-Plot ») a I'aide des rendements prédits du modeéle
d’évaluation et des rendements observés sur les marchés hors échantillon
La Figure 6 présente un graphique quantile-quantile des quantiles, sur 'axe des x, des données des
rendements prédits par le modéle d’évaluation par rapport aux quantiles, sur I'axe des y, des rendements
observés sur les marchés sur I'échantillon de septembre 2015 a décembre 2019. Si les données
proviennent de la méme distribution, alors les points s’alignent sur la droite linéaire.
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4.3.2 Evaluation des swaps hors échantillon

Afin de poursuivre notre analyse de la performance globale de notre modéle d’évaluation, nous
pouvons utiliser les paramétres du modeéle optimal dans le but d’évaluer hors échantillon nos

swaps de variance et d’asymétrie. Tel qu’expliqué précédemment, les swaps de variance et
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d’asymétrie construit a partir d’options hors-de-la-monnaie réplique la variance et I'asymétrie
implicite de l'actif sous-jacent. Dans cette optique, nous construisons les swaps a l'aide des
données disponibles hors échantillon, soit entre septembre 2015 et décembre 2019. Nous
prenons les données d’'OptionsMetrics sur les options d’achat et de vente et reprenons notre code
Matlab afin de calculer les swaps de variance et d’asymétrie sur cette nouvelle série
chronologique et avec les mémes maturités d’options standardisées utilisées pour I'estimation de
notre modéle. De méme, nous calculons les swaps sur une base hebdomadaire. Pour le calcul
des swaps implicite, soit ceux calculés par notre modele, nous conservons nos parametres
optimaux pour simuler les rendements sur la nouvelle plage de données. Le modéle n’est donc
pas réestimé pour calculer les swaps implicites. Nous utilisons simplement les paramétres
estimés jusqu’a aolt 2015 pour ensuite extraire les variances conditionnelles filtrées a 'aide de
I'information disponible au temps t afin de calculer les VIX? et Hellinger Skew swap sur

I’échantillon secondaire.

La Figure 7 montre la comparaison entre les swaps de variance et d’asymétrie estimés et les
valeurs observées. Quelques points importants peuvent étre soulignés a partir des graphiques
présentés. D’'une part, le modele est, dans une certaine mesure, capable d’estimer adéquatement
une maijorité des effets observés sur les marchés pour la période hors échantillon. D’autre part,
nous pouvons remarquer que des difféerences temporelles s’observent a travers les années. La
précision d’estimation est moins bonne pour I'année 2017 et la premiére moitié de 2018. Le
modele surestime la variance du marché pour cette sous-période. Nous pourrions croire que
I'estimation des paramétres prenant en compte la grande période de fluctuation boursiére de
2007-2008 influence I'estimation vers des valeurs légéerement plus élevées. Néanmoins, cette
capacité a générer des valeurs de volatilité plus élevée permet d’'outiller le modele pour les
périodes plus tumultueuses. En effet, les pointes des variances observées en 2016 et 2019
principalement, sont bien capturées par les valeurs implicites. D’autant plus, le niveau d’erreur
d’évaluation apparait similaire entre les trois maturités de swaps présentés, voire méme meilleur
pour les maturités de 91 et 182 jours. De maniére analogue, la précision hors échantillon de

'asymétrie du marché est comparable a celle de la variance.

Afin de définir la précision hors échantillon en terme quantitatif, nous produisons également les
erreurs de calcul employé précédemment, soit 'RMSE et le RRMSE pour les swaps de variance
estimés hors échantillon. Les résultats sont présentés au Tableau 5. Les valeurs confirment nos
observations dérivées a la Figure 7. En terme général, 'RMSE se veut comparable et méme

relativement bien précis pour I’échantillon complet et la majorité des maturités. Tel qu'observé
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précédemment, 'année 2017 qui a connu une période de volatilité plus Iégére s’avére la moins
bien estimée par notre modéle. Toutefois, les autres années connaissent des erreurs d’évaluation
bien plus faible sur cette nouvelle échantillon grace notamment a la capacité du modéle a capturer
les périodes a plus forte volatilité. Bref, malgré certaines lacunes, la performance du modele

optimal est satisfaisante dans son ensemble pour I'évaluation hors échantillon.

Figure 7 : Comparaison entre le VIX? et Skweness implicite du modéle et le VIX? et Skewness du
marché hors échantillon
La Figure 7 présente le VIX? implicite ainsi que le Hellinger Skew simulés a I'aide du modéle estimé avec
les rendements et les RNM sur le S&P 500. Les paramétres estimés du modéle d’évaluation sont présentés
au Tableau 3. Le VIX? implicite est obtenu a I'aide de I'équation (8) et le Hellinger Skew est obtenu a I'aide
de I'équation (9). Les valeurs du VIX? et du skewness du marché sont établies a partir d’options sur le S&P
500 hors-de-la-monnaie (voir Chapitre 3). La figure présente les VIX? et Hellinger Skew swap avec maturité
de 30 jours, suivi des maturités de 90 et 182 jours pour le deuxiéme et troisieme panel. Les valeurs sont
calculées entre septembre 2015 et décembre 2019. Les valeurs du VIX? apparaissent en pourcentage.
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Tableau 5 : Erreurs d’évaluation sur les swaps de variance utilisés pour I’estimation du modéle de

marché hors échantillon
Le Tableau 5 présente le calcul de la racine des erreurs moyenne au carré des swaps implicites (« RMSE »)
et sa version relative (« RRMSE ») effectuées avec les formules (21a et 21b) sur les swaps de variance
(VIX?) hors échantillon entre septembre 2015 et décembre 2019. Puisque les swaps de variance sont
construits sur sept maturités différentes, les résultats sont présentés pour chacune d’entre elles ou
(« DTM ») signifie « nombre de jours jusqu’a I'échéance ». Les valeurs des RMSE et RRMSE sont données
en pourcentage. Les erreurs d’évaluation sont également calculées séparément pour les cinq années de
I'échantillon secondaire.

RMSE RRMSE
Echantillon complet 2.239 20.396
Trié par maturité
30 DT™M 3.138 32.902
60 DTM 2.582 24.115
91 DTM 2.019 17.484
122 DTM 2.376 20.108
152 DTM 1.851 14.768
182 DTM 1.765 13.864
273 DTM 1.522 11.300
Trié par année
2015 1.835 10.525
2016 1.596 12.909
2017 2.848 31.119
2018 2.601 21.169
2019 1.798 13.539

4.3.3 Evaluation d’options hors échantillon

En plus du calcul des moments risque-neutre hors échantillon, nous présentons finalement les
erreurs d’évaluation des prix d’options standardisées utilisées lors de la construction des swaps
entre septembre 2015 et décembre 2019. Nous utilisons la formule d’évaluation (7) pour calculer,
a l'aide des parameétres de notre modéle optimal, les primes des options sur I'échantillon
secondaire. Puis, nous utilisons la formule de Black-Scholes afin d’obtenir les volatilités implicites
des options selon la prime calculée. Le Tableau 6 expose les erreurs d’évaluation par maturité,

années et degré de moneyness, ici représenté par le delta des options.

De maniére générale, nous pouvons observer des similitudes entre les résultats obtenus avec les
moments risque-neutre sur cette méme période. Les années 2015, 2016 et 2019 connaissent

une meilleure précision d’évaluation ou les marchés ont connu des périodes plus turbulentes
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comparativement aux années 2017 et 2018 qui produisent des écarts de primes plus élevées. En
sommes, puisque la volatilité implicite du modeéle se veut plus élevée hors échantillon, tel
qu’observé a la Figure 7, les primes des options calculées sont également plus grandes. Le
modele surestime donc les primes d’options principalement durant les années ou les conditions

de marché sont plus stables.

Tableau 6 : Erreurs d’évaluation des volatilités implicites des options hors échantillon

Le Tableau 6 présente le calcul de la racine des erreurs moyenne au carré (« RMSE ») et sa version relative
(« RRMSE ») effectuées avec les formules (21a et 21b) sur les volatilités implicites des options
standardisées utilisés pour le calcul des swaps hors échantillon entre septembre 2015 et décembre 2019.
Les résultats sont présentés pour chacune des maturités disponibles ou (« DTM ») signifie « nombre de
jours jusqu’a I'échéance ». Les erreurs d’évaluation sont également calculées séparément pour les cing
années de I'échantillon secondaire et sont triées par la valeur absolue du Delta des options. Les valeurs
des RMSE et RRMSE sont données en pourcentage.

RMSE RRMSE
Echantillon
complet 3.539 23.459
Trié par maturité
30 DTM 4.711 32.269
60 DTM 3.868 26.020
91 DTM 3.500 23.676
122 DTM 3.307 21.844
152 DTM 3.170 21.012
182 DTM 2.838 18.558
273 DTM 2.967 16.976
Trié par année
2015 3.176 23.274
2016 4.308 24.583
2017 4.876 43.336
2018 4.311 31.041
2019 4.053 33.827
Trié par Delta
10 5.084 40.361
15 4.978 38.339
20 4.736 35.146
25 4.454 31.826
30 4.167 28.707
35 3.882 25.806
40 3.595 23.052
45 3.317 20.507
50 3.045 18.144
55 2.797 16.018
60 2.564 14.086
65 2.360 12.394
70 2.194 10.950
75 2.097 9.847
80 2.132 9.332
85 2.521 10.267
90 3.749 14.135
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4.4 Analyse du temps d’estimation du modéle

En terminant, l'utilisation d’'une base de données moins volumineuse pour I'estimation des
paramétres du modeéle renferme un avantage non négligeable. En effet, 'agrégation d’options en
moments risque-neutre diminue sensiblement le nombre de données, ce qui facilite I'algorithme
d’optimisation lors de la période d’estimation. Le logiciel effectue moins de calcul a chacune des
itérations ce qui réduit le temps d’estimation total. Bien que nous ayons profité de cet avantage,

le gain de temps dépend de plusieurs facteurs.

D’une part, la puissance de I'appareil est sans équivoque un facteur déterminant afin de profiter
pleinement de ce bénéfice d’estimation. Certes, la différence de temps sera plus petite pour un
ordinateur n'ayant pas les performances pour estimer un tel modéle. D’autre part, le niveau de
précision désiré joue un rble important. Par exemple, le calcul des RNM s’effectue par une
simulation Monte-Carlo ou des milliers de chemins de rendements sont simulés. Plus le nombre
de chemins est élevé, plus la précision du modele sera grande. Le colt de cette précision est une
augmentation du temps d’estimation. Enfin, I'algorithme d’optimisation utilisé aura également un

effet sur le temps d’exécution.

Pour notre modéle implémenté dans le logiciel Matlab, deux algorithmes différents ont été testés.
D’un cbété, l'algorithme fmincon minimise sous contrainte notre modéle non linéaire. Cette
technique se veut plus rapide, mais peut parfois connaitre certaines difficultés en raison du
comportement du gradient numérique de la fonction de log-vraisemblance. Si nous comparons le
temps d’exécution de notre technique d’estimation avec celle de BDG (2018) et leur échantillon
a base d’options, I'estimation avec cet algorithme peut étre réduite de 6 & 12 heures avec notre
méthode. De l'autre cété, l'algorithme fminsearch a également été utilisé pour estimer les
parametres du modeéle. Celui-ci utilise la méthode de recherche du simplex de Lagarias et al.
(1998) Cette technique est moins sujette a connaitre des difficultés lors de I'estimation, mais
demande plus de temps d’estimation. Selon nos calculs avec cet algorithme, notre modéle
maximise la fonction de log-vraisemblance aprés plus de 24 heures. Avec I'échantillon complet a
base d’options de BDG (2018), le temps d’estimations peut facilement dépasser une journée
entiere. Ces valeurs demeurent des estimations et sont sujettes aux conditions énumérées

précédemment.
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Chapitre 5. Conclusion

Ce mémoire propose une méthode alternative pour l'estimation des modéles d’évaluation
d’options & composante gaussienne et sauts. A 'évidence, la quéte de modéles plus sophistiqués
afin de capturer les moindres variations du marché rend l'estimation des paramétres plus
complexe d’un point de vue algébrique et numérique. Notre méthodologie s’articule autour de
'approche de Schneider et Trojani (2015) et Carr et Madan (2001) ou nous regroupons les prix
d’options hors-de-la-monnaie afin de créer les moments conditionnels de la distribution risque-
neutre de I'actif financier sous-jacent. Nous utilisons la structure de la variance et du coefficient
d’asymétrie modélisées a partir des options afin d’estimer les paramétres du modéle. Notre
technique se veut un substitue a 'usage d’un échantillon d’options exhaustif. L’approche adoptée
peut étre vue comme une stratégie d’estimation dite de « portefeuille » ou la construction des
moments risque-neutre est équivalente a batir un portefeuille d’options européennes pondéré par

liquidité.

Notre modélisation de la variance et 'asymétrie s’effectue aisément a l'aide d’un large éventail
d’options sur le S&P 500 entre 1996 et 2015. En regroupant un échantillon volumineux d’options
en un sous-ensemble de contrats, nous réduisons drastiquement le nombre d’intrants lors du
processus d’optimisation des parameétres. Cette consolidation permet de réduire la complexité du
calcul numérique lors de la phase d’estimation et peut ultimement réduire le temps d’exécution
de l'estimation. Afin de tester notre méthodologie, nous avons utilisé le modéle a composante
gaussienne et sauts introduit par Ornthanalai (2014) et repris par BDG (2018). Notre technique
d’estimation a base de moments risque-neutre génére une estimation des paramétres trés
similaires a celle obtenue dans la littérature. La variance et 'asymétrie conditionnelle implicite du
modele se calquent avec précision sur les valeurs observées sur les marchés. De plus, les erreurs
d’évaluation de notre modéle sont comparables a celles obtenues par le modéle estimé a base
d’options de BDG (2018). De méme, les rendements estimés du modéle s’ajustent précisément
avec la série de rendements observés sur les marchés boursiers lors de notre période
d’estimation. Notre calcul des swaps de variance hors échantillon permet également d’aligner
convenablement les valeurs estimées avec celles observées. A cet effet, les erreurs d’évaluation
sont généralement faibles pour les cing années testées hors échantillon. Bref, la technique
d’estimation proposée se veut une alternative satisfaisante, qui demeure simple a mettre en place

et qui génére des résultats équivalents a ceux dérivés par un large échantillon d’options.



Bien que notre méthodologie procure des résultats comparables a la littérature financiére, celle-
ci n’est pas sans reproche. Tel que mentionné, le coefficient d’aplatissement de la distribution de
notre modele s’avére plus faible que celui dérivé par BDG (2018). Afin de capturer cette
composante et d’améliorer la précision générale du modéle, la modélisation du coefficient
d’aplatissement se voit une solution envisageable. La création de contrats de kurtosis pourrait
ainsi joindre le deuxiéme et troisieme moment risque-neutre lors de I'estimation des paramétres
du modéle. Cet ajout ainsi que I'essai de cette méthodologie sur différents modéles d’évaluation
d’options plus sophistiqué et sur des actions d’entreprises individuelles offrent plusieurs

possibilités de recherche future.
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Index analytique

Les Annexes 1 & 6 proviennent des Annexes de BDG (2018) ou nous avons apporté des

modifications pour tenir uniquement compte de I'indice du marché.

Annexe 1 : Composante de correction de la convexité

La correction de convexité introduite & I'équation 1, &y, = &7 (1) + &5, ,(1), est basé sur la

fonction génératrice de z,, et yy.

Du coté de la composante gaussienne, pour tout zy , € {ZM’t:S € S}, la fonction génératrice

conditionnelle de z, . satisfait :
¢2
flzPM t((f’) = lOgE%P—1[9Xp(¢ZM,t)] =7 hy e
' 2

De son coté, la fonction génératrice conditionnelle de la composante de sauts y,, ; € {}’M,t=5 € §}

est la suivante :

EEM,t(¢) = ZOQEF—1[6XP(¢YM,t)] = HM(¢)hM,y,t

et ol

(@) = [y =6 — [ = @ + )2

Il est également possible de trouver les fonctions génératrices des innovations risque-neutre.

Lemme 1. Pour tout &, € {€M,t:5 € S}, la fonction génératrice conditionnelle de &, sous la

mesure risque-neutre Q est :

2
ng,t(q’,)) = 109E9—1[6Xp(¢5M,t)] = % — Ay h 2, e

Ceci correspond a la fonction génératrice d’une variable aléatoire gaussienne d’espérance
—Ap+/ hu, z, t et de variance 1. Afin d’obtenir une séquence risque-neutre d’innovations normal

standard, il faut poser :



et = &me + Ay Az (A)

Lemme 2. Pour tout yy . € {yu:S € S}, la fonction génératrice conditionnelle de y,,, sous la

mesure risque—neutre @ est:
&, (@) = logEL | [exp(dym,e)] = M (PIhigye (A2)

ou

034 (8) = ek — (B — )2 = [y = B = Ty + 92

La composante de sauts risque-neutre demeure une variable aléatoire normale-inverse

gaussienne (NIG) sans parameétre de location. Le paramétre relié a I'épaisseur des queues de la

distribution aj; = a,, n’est pas affecté par le changement de mesure. Le paramétre d’asymétrie
M M y

devient 65, = 8y — Iy et le paramétre de mise a I'échelle hy; . = hy,y,¢-

Lemme 3. La liaison (communément appelé « mapping ») entre 1), et y,, et leur contrepartie pour

I'évaluation kernel, soit Ay, et I, sont les suivants :
A = Ay etyy =y (1) — (D).

Preuve du lemme 1

La fonction génératrice conditionnelle de &, sous la mesure risque-neutre Q est :
Earae (@) = logEL  [exp(pem,e)]

eXp(—AMZM,t - FMyM,t)
EF—1[9XP(—AMZM¢ - FMyM,t)]

= logE} , [ eXp(d’fM,t)]

exp(—AMZM,t)
EF—l[eXp(_AMZM,t)]

= EEMI (¢ - AMV hM,z,t) - EEMI(_AMV hM,z,t)
1 1
= (506~ MFarze) =5 (-MFarze))

1
= (E ¢2 - AM\/ hM,z,t¢)

= logE} , [ eXP((bSM,t)]



Notons que puisque hy, ., est mesurable & F2_;, la fonction génératrice conditionnelle de z .
sous la mesure @ peut, en répliquant la procédure ci-dessus, étre une variable normale
d’espérance —Ayhy,. et variance hy ... Cette observation est liée aux résultats de
Christoffersen, Elkamhi, Feunou et Jacobs (2010), soit que la variance conditionnelle risque-

neutre FS_, de zy, hi est égale a sa contrepartie physique h .
t—1 M,t M,z,t M,z,t

Preuve du lemme 2

Pour touty,, ; € {yM,t: Se S}, la fonction génératrice conditionnelle de y,, . sous la mesure risque-

neutre Q est :

s‘gM,t((I)) = logE2 [exp(dym.e)]

exp(_AMZM,t - FMyM,t)
EF—l[eXp(_AMZM,t - FMyM,t)]

= logE} , [ eXp(‘fJYM,t)]

eXP(—FMYM,t)
EF—l[eXP(_FMYM,t)]

=& (@ = i) — &5, (=Thp)
=y (¢ - FM)hM,y,t — Iy (_FM)hM,y,t

= logE}, [ eXp(Gb}’M,t)]

= <\/a1%/1 — 6y — T2 — J‘Zz%/l -6y —Ty+ ¢)2>hM,y,t

Qui correspond a la fonction génératrice d'une Normale Inverse Gaussienne (NIG) de parameétre

Uy = Hm = 0,ay = ay, 6y = 8y — Iy et h;l,y,t =hyye W

Preuve du lemme 3 : La tendance du marché sous la mesure physique P

Reprenons I'équation du log-rendement du marché

t
log M M= Ii%,t - sz,t + Zye + Yue
t—1

Puisque le prix actualisé de I'actif sous-jacent doit se comporter comme une martingale sous la

mesure Q,



exp(—rf,t) Mt]

_ Q
1=Ey [ M;_4

= B [exp(rine — 77.0)]
eXp(—AMZM,t - FMyM,t)
_EF—1[9XP(—AMZM¢ - FMyM,t)]
exp(_AMZM,t - FM)’M,t)
.EF—l[eXp(_AMZM,t - FMyM,t)]
-eXp(ﬂﬂ,t —Tre— '515,15 + (A =Apy)zye+ (1 — FM)yM,t)]
EF—l[eXp(_AMZM,t - FM)’M,t)]

_ ex ( e —1re — &5, (D) — €0, (D) + )
PAer, (1= M) + &8, (1= I3) — €8, (—Ay) — &8, .(=T3)

— P
- Et—l

exp(ryg s — rf,t)]

— P
- Et—l

eXp(HB,t - f}ﬁ,t + Zye + Yme — Tf,t)]

—_ P
- Et—l

Considérant I'équation suivante :

1 1 1
=8 (W +& (A —Ay)—E8 (—Ay) = _th,z,t + EhM,z,t(l — Ay)* — EhM,Z,tAIZVI = —Ayhy ¢

ZM,t ZM,t ZM,t
Et '’équation suivante :
—nglt(l) + EM,t(l —Ty) — EE)MI(_FM) = —hypyeVm

ou

= Iy (1) — M (1)
Nous pouvons conclure que
1=-exp (#E,t —TFt — Aphy,ze — hM,y,tYM)

Par conséquent, nous pouvons isoler la tendance du marché sous la mesure physique P

e = e+ Ayhyze + Ay cyn ®



Annexe 2 : Moments conditionnels du rendement du marché

La fonction génératrice des moments conditionnels de azy; ;41 + byy ¢+1 €St la suivante :

E} [exp (¢(aZM,t+1 + bYM.t+1))]

EEP [EXP(¢aZM,t+1)]EF [eXP(¢b)’M,t+1)]

a2¢2
= exp (T haze + 1y (b¢)hM,y,t>

ou
My ($) = Vaiy — 85 —vai — (6 + ¢)2.
Notons que
a”M Sm+o 8%y _ a
O = T e % D T GG
931y ak (Sp+¢) *y ag+4(8y+$)?
=3 , .
a¢3 (d)) (“12\4—(5M+¢)2 )5/2 6¢4 (¢) (aM—(5M+¢)2 )7/2

La fonction génératrice de cumulants (« cumulant generating function ») est alors donnée par :

2¢2

$(¢sa,b) = b e + Ty (b Ry ¢

A des fins de clarification, notons que

oIl
B30 = g4 b T 6B
2 62
W((P; a,b) = a’*phy ¢ + b* ——- 92 (b¢)hMyt

93¢ 93

6(;[)3 (p;a,b) = b> ——5- 993 (b¢)hMyt

s 9,

W(d); a,b) = b* Frg = (b g y e



A l'aide des équations précédentes, nous pouvons dériver les différents moments du rendement

du marché. Le premier moment est donné par :

EF[rM,t+1] = li?\);l,tﬂ fM t+1 + (0 1,1)

Le deuxiéme moment, la variance, est donnée par :

02¢

W (0; 1,1)

VartP[TM,t+1] = Var/ [ZM,t+1 + yM,t+1] =

Le troisieme moment relié au coefficient d’asymétrie est donné par :

3¢
g3

0% 3/2
( Fho 11))

Enfin, le quatriéme moment, le coefficient d’aplatissement en excés est donné par :

(0;1,1)

Skew? [ e41] =

[ 4] 645
EFI/thH E; [TM,t+1]\ |_3= 6¢4(0 11)2
l\ VaTtIP’[TM t+1] J (%é 0; 1)1)>

Vi



Annexe 3 : Variance conditionnelle et intensité du saut risque-neutre

Lemme 4. Soit le vecteur de paramétres risque-neutre suivant :

2 !
* __ % % « — "
e = [1 hze My (EM,t) v M,z,th,t] .

Alors, pour tout v € {z,y},

h}\k/l,v,t+1 = T[M,vn; (A-3)

Ou my, ,, est un vecteur 1 x 5 comprenant les €léments suivants :
TM,z1 = Wum,z
Tpz2 = buz + Ay z (CM,z + AM)Z
Ty z3 = 0
TTM,z4 = QM2
Ty,zs = —2aum,2(Cp,z + M)
Tyl = Wumy
Tyy2 = aM,y(CM,y + AM)Z
Ty,y3 = buy
T[M,y,4 - aM,y

Tmy,s = =20y (Cpuy + Am)

Preuve du lemme 4 :

Les équations risque-neutre pour la variance conditionnelle hy; ..., et pour l'intensité du saut

hi 5 ¢+1 POUr le marché sont obtenus en replagant (A.3) dans les équations (2) et (3).

Pour la variance conditionnelle du marché, le remplacement de (A.3) dans (2) donne :

A zes1 = Waz + b zhaze + am 2 (e — CM,ZM)Z

= Wit + b zhagze + s (e = M Panz) = o Toze)

=Wyz+byzhyze + aM,Z(s,’(,,,t - (CM,Z + AM)M)Z

= Wiz + buszhwze + Gz ((81e)” = 2(emz + M)V P sceine + (Canz + AM)2 M.zt

2 * 2 *
=Wyt (bM,Z + ay,z (CM,Z + AM) )hM,z,t + aM,z(EM,t) — 2apy;(Cmz + A vz e
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Pour l'intensité du saut, le remplacement de (A.3) dans (3) donne :

2
hymyt = Wmy + byyhpy: + aM,y(fM,t — Cmy/ hM,z,t)

_ 2 2
=Wumy + ayyCryhmze + buyhmye +amy (SM,t — 2¢p 4/ hM,z,tSM,t)

— 2
= (WM,_'V + aM’yCM’th‘Z‘t + bM,th,y,t

2
+au,y ((E;m — Auvhuze) = 2cmyy/ hM,z,t(EIT/I,t — Ay Azt )))
= Wyy + ayy(cuy + AM)zh}kVI,z,t + buyhuy,e + auy ((‘EIT/I,t)Z —2(cmy + Au)y hM,z,tEIT/I,t)

= Wity + iy (Cany + D) B + uyhing,e + avy ((Eine)” = 2(my + Aur) [Phyeine)

viii



Annexe 4 : Fonction génératrice des moments pour les rendements excédentaires
risque-neutre

Lemme 5. Soit € une variable aléatoire standard normale. Alors,

, 1 1 b?
E[exp(ag? + be)] = exp <—§ log(1—2a) + E@)

1
Pour a < >

Preuve du lemme 5 :

Elexp(ag? + be)]

= .[ exp (ag? + be) Lexp (_152) de
- V2m 2

f eXp( K _22(1)(52_13192a£))d‘8
b
P 2(1—2a) ’1—2af\[_\/7 (g 11_2a) de

1—-2a

Si 1 - 2a > 0, l'intégrale égale 1 puisqu’elle correspond a l'aire sous la fonction de densité de la

N( b ) Alors,
’ 1 1 b?
E[exp(aez + bf)] = exp log 1—2a + 5(1 — Za) )

1-2a’1-2a
Lemme 6. La fonction génératrice des moments des rendements excédentaires satisfait

I’équation suivante :

@Sz_t_r (@) = eXp(cAM,T—t((P) + BM,T—t(({b)h;\},z,tﬂ + cM,T—t(¢)h;\<4,y,t+1)

ou les coefficients sont déduits par récursion inverse a travers le temps. En effet, <p§§,0(¢) =1

implique

c/lM,o(¢) = Bu,o (¢) = CM,0(¢) =0



Pour i € {0,1,2, ...,5}, définissons

Imr—t,i(®) = Byr—t(PIty 20 + Crar—e (D) Tar 0
ou les m sont spécifié a ’Annexe 3. Nous obtenons les équations suivantes pour les coefficients

Amr—6Bur—t Crur—t
1
cﬂM,T—t(d’) = cﬂM,T—t—1(¢) + (M,T—t—1,1(¢) - Elog (1 - 2(M,T—t—1,4(¢))

l(ZM,T—t—l,S (p) + .BM,Z¢)2
2 1-20yr—t-14(®)

1
BM,T—t(d)) = (M,T—t—1,2(¢) - Eﬁl\z/l,zd) +

Cur—t(P) = (yr—t-13(P) — n;(q(ﬁM,y)¢ + n;kvl(.BM,yd))
ou pour notre cas du marché boursier, fy , = Bu,y = 1, soit que le béta du marché équivaut a 1.

Preuve du lemme 6 : Définissons 7y, .. ; représentant le rendement excédentaire. Sa dynamique

risque-neutre est la suivante :

T+ = TMe+j — Tht+j
—_ 1BZ h* H* h* * *
=~ Buz Mtz M(ﬁM,y) Myt+j T BuzZmerj + BuyYme+j
ou pour notre cas du marché boursier, Sy, = By, = 1. La preuve est basée sur une récursion
inverse a travers le temps. En effet, la fonction génératrice des moments de ZJT-;f T ,e4j €tant

donné F; est:

=Et(rQ exp(qbf'M,Hl)qu exp| ¢ M t+1+)



1
= E;Q [EXP <¢ (‘ EBI\Z/I,Zh;VI,Z,t+1 — 1y (:BM,y)hM,y,t+j + .BM,ZZM,t+j + :BM,yyM,t+j>>
X eXp(qu,T—t—l(qb) + By r-t-1(@)hy 242 + CM,T—t—1(¢)h7w,y,t+2)]

Par conséquent,

o ()
1
[ exp (4’ (— EBI%/I,zh}\k/I,Z,t+1 — Iy (ﬁM,y)hM,y,t+j + ,BM,ZZM,t+j + ﬁM,yYM,Hj))
_ 0 , .
E; [ <‘AM,T—t—1(¢) + {ur-t-1,1(P) + mr—t—12(@) Ay 241 + Smr—t-1,3 (¢)hM,y,t+1>
exp . 2 .
+ur—t-1,4(P) (EM,t+1) + {ur—t-1,5( @ A,z e 41 €0 £41

1
= exp (UqM,T—t—l((p) + {ur—t-1,1() + (CM,T—t—l,z (¢) — 531%4,2¢> R 241
+ (Cur—t-13(9) — My (.B)M,y)¢)h;4,y,t+1)
Eé@ [EXP ((M,T—t—1,4(¢)(517/1,t+1)2 + ({M,T—t—l,s((;b) + ,BM,Z(P)\/ hM,z,t+151T4,t+1 + ﬁM.yd)le/I,t+1)]

Puisque la fonction génératrice des moments pour la composante du saut sous la mesure risque-

neutre (A.2) donne
Egs[exp(Boyinera)] = exp(ITi; (B yn):
Par conséquent,
Egs[exp(Buy$Yineen)] = exp(Tiy (Buy ®)hisy+1)

De plus, le Lemme 5 implique

Eé@ [exp ((M,T—t—1,4(¢)(€;4,t+1)2 + ((M,T—t—1,5(¢) + ﬂM,z(f)) h;4,z,t+1£;\k4,t+1>]

2
1 1 _f— + 7

Xi



Si{yr-t-14(@P) < % Alors,

1
QDSLT (¢) = exp (c"lM,T—t—LT (@) + {yr—t-1,1(0) + (fM,T—t—1,2(¢) - EBI%/I,qu) A, z,e41

1
+ (Cmr—t-13(@) — HID(BM.y)¢)hIT4,y,t+1> exp <—§10g (1 - 25M,T—t—1,4(¢))

+ 1((M,T—t—1,5(¢) + BM,zd))Z

21— 20ur—t-14(}) h;’I,Z,Hl) exp(nlt/l(ﬁM.y(p)h;/I,y+1)

Une comparaison avec

or (9 = exp(Aur—c (@) + Bur—c (@i zes1 + Crtr—e (D) Mir g e41)

Mene a la formulation récursive des coefficients.
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Annexe 5 : Prix d’une option d’achat de style européen

Suivant la dérivation de la fonction génératrice des moments <p§t r(¢) du rendement excédentaire

risque-neutre, nous reprenons I'approche de BDG (2018) et Heston et Nandi (2000) afin d’obtenir
une solution analytique pour le prix d'options européennes sur I'indice du marché. Dans cette

optique, le prix d’'une option d’achat européenne est donné par :

Ct (Mt' K! T) = e_rf't'T(T_t)E;Q [maX(MT - K! O)]

= e TrerT=O(E} Mo [{My > K}] — KE2[I{M; > K}])

oUrper = ﬁZ]T-;f 7r,t+j duquel 75 ., ; est le taux sans risque déterministe au temps ¢t + j et I{A}

est la fonction indicatrice qui équivaut 1 si 'événement A se réalise ou 0 sinon. Puisque

T-1 T—1
Mr = M exp Z Tme+j | = Meexp (1,7 (T — t) exp Z Tmesj |
j:l ]=1

Alors,

Pyer = EX[I{M7 > K}]
[ T-1

= Q|M,eTrerT=D exp Z Puesj | > K
=1

T-1
=Q Z e+j > logK,r
/=1

= 1 - Fg, 1 (log(Kyr))

Ke_rf't'T(T_t)

ou K, = —, et F2 .. est la fonction de distribution cumulative associée avec la fonction
. t,

génératrice des moments (pgt’T(d)). BDG (2018) font référence aux résultats de Feller (1971) et

Kendall et Stuart (1977) pour obtenir la probabilité suivante :

1 1(” 1 . . )
Pyor = 2 + ;-fo Re [a e_””l"g’{t‘ﬂggr@l) d¢o
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De plus,

T-1
EX[MI{M} > K}] = Mye"rtrT-OEQ | exp ZfM,Hj I{My > K}| = M ererT=0p, .,
j=1
ou
T-1 . .
Por =B |exp( D ey 10> K| = [ ewpGfZ dx=[  peods
= log(Ryr) ’ log(Ke 1)

ou ff?T(x) représente la fonction de densité du rendement excédentaire et la derniére égalité
tiens, car p(x) = exp (x)ff(?r(x)' Il faut comprendre que p est une distribution bien définie puisque

exp (x) est toujours positif et

[ pax= | ew@p@dr =g, m =1

—oo
Etant donné que ff(?T(l) est le rendement excédentaire espéré brut sous la mesure risque-neutre,

tel que
T-1

f p (x)dx = E? exp z Tmess || = EéQ[exp (—17,67(T — t)MT|Mt] =1
— =

Suivant les travaux de Heston et Nandi (2000), nous pouvons exprimer la fonction génératrice

des moments correspond a p a l'aide de

P () = | exp(@0) pCdx = | exp (93) exp() o8 (Idx = 9y (6 + 1)

—00

Ce qui nous permet d’obtenir la seconde probabilité
1 1(° 1 . -
_ - Q (i
Pyer = > + ;J; Re [ae l¢lOgKt‘Pt,T(¢l)] d¢

1 1r® 1 . =
= E + ;J- Re [& €_l¢lo*gKt(pgT(¢l' + 1)] dd)
0

Xiv



P, .r et P, . peuvent alors étre employé pour I'évaluation des options européennes a l'aide de

I’équation suivante :

Ct(My, K, T) = M¢Py .7 — Ke _rf't'T(T_t)Pz,t,T
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Annexe 6 : Filtre particulaire

Le filtre particulaire est identique a celui utilisé par BDG (2018) pour leur modéle du marché. Nous
conservons I'hypothése que les investisseurs utilisent la valeur courante du prix idiosyncratique
du risque, mais ignorent les variations potentielles futures durant la vie de l'option. Nous
assumons ainsi que le risque relié avec les variations futures du prix du risque est fortement
dominé par la variance et la variance de la variance du risque. L’approche est similaire a celle de
Bakshi, Cao et Chen (1997) pour prendre en compte les variations temporelles des taux d’intérét
pour I'évaluation d’actif écrit sur un sous-jacent peu sensible au taux d’intérét. Soit qu’au temps

t, le taux d’intérét r(t, T) est utilisé, mais ses variations futures sont négligées. Le processus de
filtration est basé sur un chemin de particule de sauts yl(l% = {yl(i),yz(i), ...,y}i)},i €{1,..,N}etle

ré-échantillonnage séquentiel par importance (SIR) de Gordon, Salmon et Smith (1993) est
ensuite mise en place. Tout comme BDG (2018), nous utilisons 25 000 particules pour I'ensemble

des calculs. Nous décrivons une seule étape du processus SIR.

Nous assumons que N chemins de saut yl(ft)_l,i € {1,2, ..., N} sont disponible jusqu’au temps t —

1. Par conséquent, nous pouvons retrouver la variance conditionnelle hglz et la composante de

®
sauts hyl’t
1. Pouri €{1,2,..,N}, le saut au temps t, y?, est simulé a partir de la distribution suivante :
f ( |y1(=lt)_1'rl:t—1) = fnig ('; a, o, h;l)t)

ou

ahK;(avh? + x2
fnic(x; @, 8,h) = i )

[ 2 2
T exp (hva? + 62 + 6x

et ou K; correspond a :

[oe]

K, (x) = f exp(—xcosh(t)) cosh(t) dt

0

2. Pouri €{1,2,...,, N}, une mise a jour des poids par importance est effectuée pour exprimer

la probabilité de la position de la particule par rapport a I'information r, au temps t
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Et(i) = (Tt|7"1:t—113’1(;it))

Plus précisément, a I'aide des équations (1) et (6), le rendement du marché satisfait :
1 0) 0)
™M =Tre +(Am — E) hy,ze + (YM — Iy (1))hM,y,t + Yue

Par conséquent, conditionnellement a un chemin simule y,(w‘)l:t et les rendements
antérieurs ry 1..—1, le rendement du marché au temps t suit une distribution normale dont

'espérance est :

. 1N . .
mz(vll?t =Tre t (AM - 5) hg/?z,t + (yM - HM(l))hI(VLI?y,t + y]\(/ll,)t

Et variance hg,;)zt équivalente a :

SN2
0 1 ! —(rM't ~mine)
f (TM,t|TM,1:t—1'3’M,1:t) = —XP) 75 h®
o). Mt

3. Pouri€{1,2,..,N}, nous calculons les poids normalisés des particules :

4. Pouri € {1,2,..,N}, nous procédons a la mise a jour de la variance conditionnelle et de la

composante de sauts basé sur les équations (2) et (3).

) _ @ Amz (i) M )2
hzeer = Whz t buzhy e + 5 (ZM,t - CM,th,z,t)
M,z,t
0 _ 0 Amy ( (@) @ )2
Mgy, ee1 = Why T buyhy sy, o + 0) (ZM,t - CM,th,z,t)
M,z,t

Ny L, O ®
OU Zy'y = Tage — My

5. Ensuite, a l'aide des poids par importance normalisés, nous calculons les variables

filtrées :
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s _vN @ @ r _vN ;@ ®
Zmt = Li=1ZpmtP¢ s A,z 41 _Zizth,z,t+1wt ,

Yme = 1 J’A(/;,)t“’gl)' EM,y,t+1 =2r hl(l/ll?y,t+1w§l)'
6. Nous ré-échantillonnons les particules a I'aide de la technique d’échantillon en continu de
Malik et Pitt (2011).

a. Nous sélectionnons N particules de 'ensemble de particules courantes provenant

d’une fonction de densité cumulative empirique lissée tel que proposé par Malik et

. N . N
Pitt (2011). Nous obtenons {hl(\ji; t+1} , la variance conditionnelle et {hgﬁ t+1} ,
2t =g Yt i=q

la composante d’intensité du saut une fois le ré-échantillonnage accomplit.

b. Nous remplagons ensuite la valeur courante de la variance conditionnelle et de la
composante du saut avec leur valeur ré-échantillonnée :

X0

i) ® U
Mz, t+1 h —h

U
— hyzee1 €AYy g M,y t+1"

7. Le log-vraisemblance est ainsi obtenu par un sous-produit de filtre particulaire. En effet,

T N
LM,returns(eM) = z log (Z (‘_)t(l))
t=1

i=1
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Annexe 7 : Fonctions Matlab créées pour le modele de BDG (2018)

function [SimulatedRNM1l,R] = SimulatedRNM (self,RNM,hf,varargin)
%%% Function created by MA to simulate Variance swaps (VIX2) and

%%% skewness swaps (Hellinger skew swaps). These are called Risk-
neutral moments (RNM)

% A Monte Carlo simulation is used to price the swaps. First, log-
returns are simulated under the

[Ne)
°0°

%%% risk-neutral measure Q. Then, the return path is used to calculate
the RNM

n paths = 10000; % number of iterations
unigque days = unique (RNM.Date); % number of days in the sample
[hMzQ, hMyQ, hSzQ, hSyQ] = self.cfRiskNeutralVariances (unique days,

hf); % risk-neutral variance and jump intensity
Maturity = unique (RNM.Maturity); % swap maturities
n Maturity = length(Maturity);

% Preallocation

R = cell (1, length(unique days));

SimulatedvVS = zeros (length(Maturity),length(unique days));
SimulatedSkew = zeros (length (Maturity),length(unique days));

for dt = l:length(unique days)
R{dt} = self.simulatePathsQ(Maturity(end), n paths, [hMzQ(dt),
hMyQ (dt), hSzQ(dt), hSyQ(dt)]); % simulated log-return path
Log Returns = cellZmat (R(dt));

for t = 1:n Maturity

SimulatedVvs (t,dt) = (-2./ (Maturity(t)./252)).
mean(sum(Log_Returns( :Maturity(t),:))); % VIX2
SimulatedSkew (t,dt) = (-8./(Maturity(t)./252)).
mean ( (exp (sum(Log Returns (l:Maturity(t),:))).”0.5.*sum(Log R
eturns (1:Maturity(t),:))));% Hellinger skew swap
end
end
SimulatedRNM1l = [SimulatedVS;SimulatedSkew]; % Consolidate the swaps
together

end % end Simulated RNM
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function[loglike,SimulatedRNM1l, glen]=loglLikelihoodPricing(self,RNM, h)
%% Function created by MA to maximize the log-likelihood of the RNM

o

unique days = unique (RNM.Date); % number of days in the sample
Maturity = unique (RNM.Maturity); % swap maturities

% Simulate the RNM with function : SimulatedRNM

SimulatedRNMl = self.SimulatedRNM(RNM, h);

% Calculate error covariance

RNM Data Cov = reshape (RNM.RNM, [ (length (Maturity) *2),

length (SimulatedRNM1) ]); % Rearrange RNM matrix to calculate cov.

Cov_Error = diag(diag(cov(RNM Data Cov' - SimulatedRNM1')));
% Preallocation
LL = zeros(l,length(unique days));

for dt = 1l:length(unique days)
RNM Data = RNM.RNM(l+length (unique (Maturity))*2* (dt-
1) : length (unique (Maturity)) *2*dt) ;

% Construct Gaussian quasi log-likelihood for the risk-neutral
moments
LL(dt) = -1/2.*(log(((2.*pi).” (length(Maturity)*2)) .*
det (Cov_Error))+ (RNM Data - SimulatedRNMI (:,dt)) '*inv (Cov Error)*
(RNM Data - SimulatedRNMI (:,dt)));

end

loglike = sum(LL); % Minimizing the negative of the loglikihood
glen = length (RNM.RNM),; % number of RNM

o)

end % end logLikelihoodPricing
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Annexe 8 : Réplication d’un flux monétaire
Le théoréme fondamental du calcul intégral implique que pour tout actif fixe F :

F Fo
fF) = f(Fo) + 1psp, | ffWdu—1p<p | fW)du
Fo F

F Fo

= f(Fo) + 1p>F, f

Fo

Fo
[f'(Fo) + f f"(v)dv]du.

F

F'E)+ [ Fr@)dvidu— 1oy, f
Fo

Notons que f'(F,) ne dépend pas de u et appliquant le théoreme de Fubini :

F

F) = FCFo) + fGF)(F = Fo) + g, |

Fo

fFf"(v)dudv + 1p<p, fFO fvf"(v)dudv_
v F JFr

Appliquant I'intégral sur u produit 'équation suivante :

F

Fo
fF) =f(Fo) + f'(F))(F = Fo) + 1psp, | f"(W(F —v)dv + 1pcg, | f"W)(v — F)dv
Fo F
Fo

=fF)+f'(F)F —F)+ [ frfOF-v)Tdv+ | f"W@-F)tdv =
Fy 0
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