2.3.1 Processus de Poisson

Le processus de Poisson est un processus ponctuel spatial. Il est utilisé pour modéli-
ser des MPS. Un processus de Poisson avec une intérfsjta les propriétés suivantes
(MORAGA, 2023) :

1. N(A), le nombre d'évenements sur une surfécsuit une distribution de Poisson

R .
avec moyennen(A) = Al (X)dx Entermes mathématiques, on a:

P(N(A) = n) =

e ™ mA" (2.10)

n

2. Sachant quBl(A) = n, les localisations des événementsAgont indépendantes et
identiquement distribuées (iid) avec une fonction de densité proportionnelle a leur

intensitél ().

Un processus de Poisson peut étre homogéene ou non-homogéne. C'est-a-dire que I'in-
tensitél () peut étre soit constante ou varier dans l'espace. Dans les deux cas, les évene-
ments sont indépendants les uns des autres et distribués selon l'intensité. Avant de déve-
lopper sur les processus de Poisson homogéne et non-homogéne, introduisons l'intensité

plus formellement.

2.3.2 Intensité

Lintensité d'un processus ponctuel spatial est le nombre de points (événements) at-
tendus par unité de surface. C'est en quelque sorte I'équivalent de la moyenne lorsqu'on
travaille avec des données numériquesgBELEY, RUBAK et TURNER, 2015). Linten-

Sité peut étre constante, ou varier spatialement.
Posongldx, une petite région contenant le poitetjdy, l'aire de la régiondx, la

fonction d'intensité de premier ordre est dé nie comme SuitRhGA, 2023) :

I (X)= Iim M

2.11
jdgt 0 jdX (2.11)
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Posons maintenadty, une petite région contenant le poynetjdyj, I'aire de la région
dy, alors la fonction d'intensité de second ordre est

ooy = lim EINEONGY).

A Aha 2.12
jdx!t Ojdyit 0 jdxjdyj (2.12)

La fonction d'intensité de second ordre est en quelque sorte I'équivalent en statistique
spatiale de la covariance en statistique classiqu®(ELEY, RUBAK et TURNER, 2015).

En d'autres mots, elle permet de mesurer l'interaction entre deux points d'un processus
ponctuel. La fonctiorK, dont il sera question plus loin, est une maniére alternative de

mesurer les liens de second ordre.

2.3.3 Processus de Poisson homogene (PPH)

Le processus de Poisson homogéene est souvent utilisé comme modele de référence
pour les motifs spatiaux aléatoiresABDELEY, RUBAK et TURNER, 2015). En effet,
il est caractérisé par des évenements indépendants et distribués uniformément. Un PPH
pourrait étre utilisé pour modéliser des nids de poules dans une rue, ou bien les raisins
dans une miche de pain. En analyse spatiale, on cherche généralement a expliquer des
regroupements de points, ou de trouver une tendance qui explique le motif dans les points.
Par conséquent, on cherche généralement a s'éloigner du modele de PPH.

Comme un PPH a une intensité homogéng) = | pour toutx 2 A, on peut réduire
les équations 2.11 et 2.12 et obtenir les fonctions d'intensité du premier ordre et du second

ordre suivantes :
E[N(A)]

A
La6y) = 1 aix vii) = 1 2(h):

| (=1 = (2.13)

ou h= jjx vyjj est la distance entre les pointety. On remarque que lintensité ne
dépend que de la distanbentre les deux points. On peut donc en déduire que le PPH est
stationnaire.

On quali e parfois le PPH de processus spatial complétement aléatoire (CSR, pour

Complete Spatial Randomnégske processus CSR est un processus spatial ou les éve-
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nements ont une probabilité égale de se produire n'importe ou sur la surface et ou ils
sont indépendants les uns des autress(f E, 2013). En fait, le PPH est une dé nition
formelle d'un processus CSR.

Notons qu'un PPH ne géneére pas de motif régulier, soit un motif ou les distances entre
les points sont a peu pres régulieres et ordonnées. En effet, une distribution uniforme des
points implique un certain aspect aléatoire dans le motif. La gure 2.8 montre un motif
régulier et un motif issu d'un PPH. Remarquons que dans le motif issu d'un PPH, on peut

voir que le nombre de points générés est un peu différent du nombre de points attendus.

FIGURE 2.8 — A gauche : Motif spatial régulier. A droite : Motif spatial généré d'un PPH.

2.3.4 Processus de Poisson non-homogene (PPNH)

Il s'agit du modéle le plus intéressant pour de nombreuses applications. En effet, dans
la plupart des cas, il n'est pas réaliste de supposer qu'un processus ponctuel esthomogene.
Le PPNH est une généralisation du PPH ou l'on permet a l'intensité de varier dans I'es-

pace. Un PPNH est un processus non-stationnaire. La gure 2.9 montre d'ailleurs deux
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motifs, I'un provenant d'un PPH et l'autre d'un PPNH. Encore une fois que le nombre de

points observés est différent du nombre de points attendus.

FIGURE 2.9 — Gauche : Motif spatial ponctuel généré par un PPH, ou E[N(A)] = 250,
et 237 points sont générés (le méme qu'a la gure 2.8). Milieu : Intensité qui génére le
motif ponctuel spatial de droite. Droite : Motif ponctuel spatial généré par un processus
de Poisson non-homogeéne d'intensité illustré au milieu, ou E[N(A)] = 250 ici aussi, et ou
260 points sont généreés.

Un PPNH peut étre utilisé pour modéliser des évenements indépendants dont la loca-
lisation n'est pas uniforme. Le nombre de crimes dans une ville pourrait étre modélisé par
un PPNH, puisque ce nombre varie selon le quartier et que les crimes sont généralement

indépendants les uns des autres.

Estimation d'une intensité non-homogene

L'estimation de l'intensité d'un motif provenant d'un processus non-homogene ou
non-stationnaire est plus complexe que celle d'un motif provenant d'un processus ho-

mogéene. Une méthode courante est d'estimer la densité a I'aide d'une fonction noyau
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(GONZALEZ et MORAGA, 2023). On estime la fonction de densités) dé nissant la
vraisemblance d'observer un événement a une localisati@ette fonction de densité
s'integre nécessairement a 1 sur la région d'étude. La fonction d'intdng&jé&ournit le
nombre attendu d'événements par unité a la localisaitrest donc proportionnelle a la

fonction de densité :
Z

I (s)= f(9) AI (wdu= f(s) n;

R . . .
ou Al (udu= nestla constante proportionnelle représentant le nombre de points sur la
région d'étude. On peut estimer la fonction de densité au [saletla maniére suivante :
d1 s s

fO=qapl 5
i=

ous représente les observatiomsest le nombre de pointh,est un parametre de lissage
appelé bande passante et la fonction de né§(au(kernelen anglais) est une fonction sy-
meétrique telle qu&(s) O pourtoutsetRAK(u)du: 1. Notons que la fonctioK( ) n‘a
aucun lien avec la fonctiold de Ripley. Des exemples de fonctions de noyau sont la fonc-
tion Epanechnikov, gaussienne, disque ou quartique, qui sont illustrées a la gure 2.10.
On remarque que la bande passante a un bien plus grand effet sur I'estimation de l'inten-
sité que la fonction de noyau. En n de compte, étant donné la relation étroite entre la
fonction de densité et d'intensité (facteur dg on peut illustrer I'une ou l'autre. Nous
avons choisi d'illustrer l'intensité a la gure 2.10. Le choix de la bande passante est assez
subjectif et habituellement fait pour donner une intensité lisseMz A, 2023).

A proximité des bordures de la région d'étude, I'estimation par noyau tend a étre
faussée puisque pour une méme bande passante (le diametre awsair de cherche
les voisinss), on a nécessairement moins de voisins. Il faut alors ajuster I'estimation en
divisant par la surface qui fait réellement partie de la région d'étude. On divise alors par
le terme suivant :

thms

X —— dm (2.14)

Dans la gure 2.10, cet ajustement est déja apporté.
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FIGURE 2.10 — Intensité selon différents noyaux. A gauche : représentation de l'intensité
non-homogeéne & partir de laquelle est simulée le MPS en noir. A droite : l'intensité esti-
mée avec différentes bandes passantes et fonctions de noyau. L'échelle de couleur est la
méme pour tous les graphiques.

2.3.5 Test d'homogénéité

Tel que mentionné précédemment, I'un des objectifs de la modélisation d'un MPS est
de se distancer du PPH (ou processus CSR @aumnplete Spatial RandomngsBeux
tests statistiques permettant de véri er si tel est le cas seront présentés dans cette section.
Ces deux tests statistiques sont la méthode des quadrants et de la fEn@inrcherche
a y tester I'hypothése nulldg selon laguelle le MPS est issu d'un processus CSR. L'hy-

pothése alternativid; est simplement que le motif n'est pas issu d'un processus CSR.

Méthode des quadrants

La méthode des quadrants est une méthode simple ou I'on partitionne la surface étu-
diée ecmquadrants d'aire égale. Le nombre d'évenements se déroulant dans les quadrants

suit alors des distributions de Poisson iid. Il est donc naturel d'utiliser letede Pear-
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son, avec la statistique de test suivante :

(2.15)

=
==

suit une loic2 ;. La gure 2.11 montre une partition des motifs ponctuels simulés aux

gures 2.8 et 2.9.

FIGURE 2.11 — MPS patrtitionnés en 16 quadrants. On retrouve le nombre de points dans
chague quadrant.

On obtient des statistiques de test d&@87 10 30, 24:29, 5532 pour le motif régulier
et ceux provenant d'un PPH et d'un PPNH. Les valeurs-p sont donc plus petites que 10
pour le motif régulier et PPNH et de 0.89 pour le motif provenant du PPH. On rejette donc
I'nypothése nulle pour le motif provenant du PPNH et le motif régulier. Ceci était attendu,
puisque ces deux motifs ne provenaient effectivement pas d'un PPH (ou processus CSR).

Par contre, la méthode des quadrants a quelques défauts. D'abord, la puissance de ce
test dépend de la dimension des quadranteDfiELEY, RUBAK et TURNER, 2015). La
puissance d'un test utilisant des quadrants trop petits ou trop grands tombe a zéro. De
plus, lorsque la région étudiée n'est pas réguliére, il peut étre dif cile de la partitionner

enm quadrants de surface égale.
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Méthode de la fonctionK de Ripley

Tel que mentionné plus tét, la fonctidd de Ripley est une maniére alternative de
mesurer les propriétés du second ordre de l'intensité. Elle peut aussi étre utilisée pour
tester 'homogénéité d'un processus. La fonctiomesure la dépendance entre des loca-

lisations se trouvant a une distamrcBADDELEY, RUBAK et TURNER, 2015) :
K(r)= 1 *E[No(")];

oul estlafonction d'intensité du processus spatial ponctudjetst le nombre de points
voisins dans un rayonautour d'un point arbitraire. Notons qlieest l'intensité globale

de la région d'étud@. On peut facilement I'estimer avéc= n=jAj, oun est le nombre

de points dang, etjAj est l'aire deA. Puisque l'intensité d'un PPH est constante et que
l'intensité représente le nombre de points par unité de surface, le nombre de points dans

rayonr autour d'un point arbitraire e$p r2. La fonctionK d'un PPH est :

Kn=1 1t 1pr?

= pr;

(2.16)

et ne dépend donc pas de l'intensité.

Intuitivement, un motif ou les points forment delsistersaura unNg(r) plus grand
gue celui d'un motif homogéne puisque la probabilité qu'un point soit proche d'autres
points est plus grande. Par conséquent, il aura une plus grande valeur de fEnéti@t
un raisonnement semblable, on conclut qu'un motif régulier aura une plus petite valeur
de fonctionK que celle du motif issu d'un PPH.

Il ne reste maintenant qu'a estimer la fonctionKigour des processus spatiaux qui

ne sont pas des PPHIX®DON, 2002 nous indique qu'on peut estimefr) par

N i 148 o
K(r)=1 ﬁa a wijl(dij 1)
i=1j6i (2 17)
A& o '
= n_a a wijl(dij r);
i=1j6i



ou n est le nombre de points total dans la région étudigpdj est l'aire deA, I, une
fonction indicatriced;j, la distance entre les point®t j, etw;j, un ajustement pour les
effets de bords. La fonction indicatrice ne sert qu'a indiquer si un point est a une distance
r ou moins d'un autre. L'ajustement pour effet de bavgl peut étre estimé de plusieurs
manieres, mais la plus commune est celle de Riplewvpueprésente la proportion du
disque de rayonj se trouvant dans la région a l'étude

En reprenant les motifs ponctuels simulés aux gures 2.8 et 2.9, on obtient les fonc-
tionsK provenant d'un PPH (appelégis dans la gure) et provenant du MPS a I'étude
(appeléKiso dans la gure) présentées a la gure 2.12. Notons que « iso » signi e que
I'ajustement pour effet de bord utilisé est celui de Ripley. On remarque que la foikction
estimée du motif issu d'un PPH (au milieu a la gure 2.12) se confond presque avec la
fonctionK théorique, qui est justement censée provenir d'un PPH. On voit aussi claire-
ment que les fonctionk des deux autres motifs sont différentes de la foncKatiéo-
rique. Il serait plus intéressant de tester cela statistiquement, donc d'avoir un intervalle
de con ance autour de la courbe #uthéorique. Un test de Monte-Carlo peut étre utilisé

pour obtenir ces intervalles de con ance, dont les étapes soaR@A, 2023) :

1. Générer un grand nombh de motifs provenant d'un PPH contenant le méme
nombre de points que le motif obserh.pourrait étre égal a 100 ou a 1000 par

exemple.

3. Atoutes les distancescalculer l'intervalle de con ance a 95%.

On rejette donc I'nypothese nulldg, selon laquelle le motif provient d'un PPH, si la
fonctionK estimée (provenant du MPS a I'étude) se trouve en dehors de l'intervalle de
con ance a 95%, méme si ce n'est qu'a un point.

La fonctionenvelopale la bibliothéquespatstatde R réalise ces étapes. Notons que
cette fonction offre la possibilité d'appliquer une transformation a la fondtippour

permettre une interprétation visuelle plus facile. Cette transformation permet d'obtenir la
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FIGURE 2.12 — Comparaison de la fonctighthéorique (provenant d'un PPH) en poin-
tillé rouge et la fonctiorK estimée (provenant du MPS a I'étude) en noir. Les motifs sont,
de gauche a droite, régulier, issu d'un PPH et issu d'un PPNH.

fonctionL : r

L(r)= o

La transformatiorL transforme la courbe de la foncti#hen une droite. La gure 2.13
reprend les fonctionK présentées a la gure 2.12, auxquelles on a appliqué la transfor-

mationL et généré des intervalles de con ance. La foncticatu motif issu d'un PPH est

effectivement la seule a rester dans l'intervalle de con ance pour toutes les distances

2.3.6 Processus de Cox

Les processus de Poisson sont souvent trop simples, rendant dif cile la modélisation
des agrégations de points. Un processus de Cox est une extension naturelle des processus
de Poisson qui permet de modéliser des regroupemelnottdrg (SCHABENBERGEReEt
GOTWAY, 2005). Ce processus est une généralisation du PPNH, dans laquelle l'intensité
est considérée comme une variable aléatoire, ce qui permet une variance de processus

plus élevée que la moyenne. De plus, on rappelle que le PPNH suppose que le nombre
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FIGURE 2.13 — Fonction& provenant des fonctiorié de la gure 2.12, avec un intervalle
de con ance.

d'événements dans deux sous-espaces disjoints est indépendant. Cette hypothése d'indé-
pendance ne s'applique cependant pas au modele de Cox, qui permet ainsi de modéliser
des situations dans lesquelles cette hypothése n'est pas réaliste.

Dans un processus de Cox, l'intensité est aléatoire et dé nie pour chaquespoint
parL(s), dontl (s) est une réalisation. Si on conditionne le processus de Cox sur une
réalisation de.(s), le processus résultant est un processus de Poisson. Il est donc possible
de modéliser des processus ponctuels stationnaires et non-stationnaires. Cepégdant,
n'est généralement pas observable et il est dif cile de différencier un processus de Cox
du processus de Poisson équivalent.

Un grand avantage des processus de Cox est que, méme si on modélise une intensité
qui varie spatialement, le processus de Cox peut rester stationnaire tout en étant in uencé
par des covariables. En effet, supposons une intenggénon-homogene, on peut dé nir
l'intensité aléatoird_(s) = b X(s)+ Z(s), ouX(s) est un vecteur de variables explicatives
au point spatiak et b, les coef cients associés. Si la combinaison linédipé(s) ex-

plique la variation de l'intensité, on dit que le processus de C¢s} est un processus
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stationnaire pondéré par l'intensité ABDELEY, M@LLER et WAAGEPETERSEN 2001).
On peut utiliser des fonctions de covariances stationnaires comme celle de Matérn pour

dé nir la covariance spatiale du processus gausZiei.

Processus log-gaussien de Cox

Le processus de Cox le plus utilisé est le processus log-gaussien de Cox (LGCP pour
Log-Gaussian Cox Procesdl s'agit aussi d'une généralisation d'un PPNH. C'est un

processus de Cox ou l'intensité est modélisée par :
L(s) = exp(Z(9)); (2.18)

ol L (s);est une variable aléatoire représentant l'intensit tf Z(s) : s2 R?g est un
processus gaussien. Les LGCP sont généralement utilisés pour modéliser des phénomeénes
induits par I'environnement, comme la distribution spatiale de malades non-contagieux
(DIGGLE et al., 2013). Le motif gatterr) d'individus malades observé peut alors étre
expliqué par une variation spatiale dans I'exposition a la maladie, ainsi qu'a d'autres fac-
teurs de risque. La distribution spatiale de malades contagieux est, entre autre, le résultat
de la transmission d'une personne a l'autre. |l est dif cile de distinguer empiriquement si
un point résulte d'une interaction avec un autre point (par contagion) ou s'il est le résultat
de son environnement. Il faut s'assurer que la localisation des points n'est pas directement
induite par l'interaction entre ceux-ci. Les accidents ne sont généralement pas induits par
d'autres accidents.

Dans un LGCP, conditionnellement a la réalisatiorLds), notéel (s), on obtient un
PPNH d'intensitd (s). On retrouve donc les propriétés d'un PPNH, soit que le nombre
d'événements suit une distribution PoissofA) = RAL(s)ds, et que la localisation des
évéenements suk est indépendante et identiguement distribuée.

On est habituellement intéressé par I'effet des covariables spatiales sur l'intensité. Une

maniere d'ajouter ces effets est de reparamétriser le processus de la maniére suivante :

L(s) = explbX(s)+ Z(9)); (2.19)
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ou X(s) est un vecteur de covariablds, le vecteur des coef cients associés Z€f), le
processus gaussien représentant la composante spafglest généralement modélisé
avec une moyenne de zéro et une fonction de covariance de Matérn. On rappelle que la
fonction de covariance de Matérn est utilisée dans l'analyse spatiale et spatio-temporelle
pour sa grande exibilité. De plus, puisqu'elle ne dépend que de la distance entre deux
points et non de leur localisation exacte, elle n'est pas trop colteuse computationnelle-

ment.

2.4 Implémentation en R

Heureusement, I'implémentation d'un modele LGCP se fait relativement bien sur
R. La librairie INLA permet d'ajuster une approximation des modéles LGCP dans un
contexte bayésien. De la construction de la triangulation, a I'utilisation d'un modéle EPDS
pour approximer le processus gaussien, jusqu'a l'ajout des covariables, tout peut y étre
fait. Cependant, commiNLA offre énormément de exibilité et d'options, une bonne
connaissance de la bibliothéque et une bonne compréhension théorique des modéles sont
nécessaires. Des exemples de modélisation de LGCP a I'ddeAlpeuvent étre trouvés
dans MORAGA, 2023 et ®MEZ-RuUBIO, 2020.

La bibliothequenlabru quant a elle facilite I'utilisation dNLA pour la modélisation
spatiale. Cette bibliotheque dispose d'une fonctgop () permettant de plus facilement
implémenter ce modele. Bien entendu, on obtient les mémes résultats en uiNisAnt
etinlabru. Notons quinlabru est développé par des auteurs qui apparaissent tout au long
de cette section tels que Finn Lindgren. Des exemples de modélisation a |'eikddorli
peuvent étre trouvés dansNDGRENN et BORCHERS 2024.

Il faut tout de méme s'occuper de quelques hyperparametres. En particulier, ceux per-
mettant d'ajuster le modele EPDS. Dans I'équation (2.6), les trois paranstie®t t
ont un réle a jouer. On rappelle qu'est généralement xé a 2 puisque les parametres
sont dif cilement identi ables, que&k = P 8n=r estlié & la portée, et nalement que

est proportionnel & 1 (voir équation 2.7).BGLSTAD et al., 2019 propose desprioris
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de pénalisation de la complexité pour les paramédretr . Ces deux parametres sont
interprétables et ont des propriétés théoriques intéressaniesg@N et al., 2016). Les
distributionsa priori sont spéci ées de maniére a dé nir indirectement les hyperpara-

meétres a travers les relations suivantes :
P(r <rg)= pr;P(s > so)= ps; (2.20)

ourg et p, sont le quantile de la queue inférieure et la probabilité de la portée, alors
quesg et ps sont le quantile de la queue supérieure et la probabilité de I'écart-type du
processus gaussien de covariance de Matérn.

Un autre grand avantage de l'utilisation de la modélisation bayésienne est qu'on peut
comparer des modeéles entre eux. Le DIC est un critére populaire dans le choix de modeles.
Le DIC est similaire a I'AIC (@®MEz-RuBl10, 2020). Plus le DIC est petit, mieux le
modele s'ajuste aux données.

Notons que le calcul du DIC tNLA et d'inlabru ne concordent pas toujours. Finn
Lindgren, développeur principal idlabru et chercheur important dans la modélisation
de MPS, mentionne que cette différence provient des multiples maniéres de construire la
vraisemblance d'un MPS. Il continue en disant que les exemples qui utilisent la technique
décrite dans MRAGA, 2023 et @MEZ-RuBI0, 2020, donc qui construisent le modéle
LGCP dansINLA, n'utilisent pas la méme approximation de vraisemblance que celle
décrite dans ®MPsoN et al., 2016. Dans le reste de ce mémoire, lorsqu'il sera question
de DIC de MPS, ce sera celui provenanntibru.

Finalement, la gure 2.14 montre la moyenaeposterioride l'intensité calculé a
l'aide d'un LGCP.

2.4.1 Modele spatio-temporel

Etendons maintenant le modéle LGCP pour y ajouter un effet temporel. Le LGCP

spatio-temporel est dé ni par :

L(st) = expbX(s;t)+ Z(s;1)); (2.21)
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FIGURE 2.14 — Comparaison entre l'intensité réelle a gauche et l'intensité approximée
par le LGCP a droite. Les points en noir sont ceux du MPS de la gure 2.9.

soitle méme modele qu'on avait, auquel on ajoute des indices tempddei€hoisit alors

la covariance pour qu'elle soit séparable, c'est-a-dire qué & ps;t1;to) = Cov(sy; )

CoM(ty;tp). Cela rend la computation moins colteuse, mais implique également qu'il n'y

a aucune interaction entre le temps et I'espace, ce qui n'est pas idéal dans le cas des
accidents de la route, ou des effets spatio-temporels complexes peuvent exister. En cas de
nécessité, des modeéles plus complexes permettant de prendre en compte ces interactions
pourraient étre envisageés.

La corrélation spatiale reste un processus gaussien de covariance Matérn, qu'on ap-
proxime avec un EPDS. La corrélation temporelle est indépendante de la corrélation spa-
tiale. On modélise la covariance entre deux observations dans le temps, a un point spatial
s en particulier. On modélise souvent la matrice de covariance temporelle a l'aide d'une
structure autorégressive de type 1 (AR1) ou d'une structure d'équicorrélation. Dans une
structure AR1, la corrélation entre deux observations décroit géométriquement avec le

temps écoulé. On peut I'exprimer comme

Z)=fZ(t 1+ ea; (2.22)
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ou g est une erreur gaussienne indépendante, ah parameétre qui contréle la corréla-

tion entre les observations consécutives dans le temps. Notons que la notation habituelle
def estr, mais qu'on ajuste pour éviter toute confusion avec la portée.fPass proche

de 1, plus la corrélation temporelle est forte. De plus, la corrélation temporelle n'est pa-
ramétrée que pdr. La structure d'équicorrélation suppose quant a elle que toutes les
paires d'observations ont la méme corrélation, peu importe le temps s'étant écoulé entre
les deux. Il est encore une fois possible d'implémenter ces modeléNis@retinlabru.

Le modele spatio-temporel par défaut suabru utilise une structure d'équicorrélation

pour la corrélation temporelle. Lespriori utilisés sont ceux par défaut SINLA, décrits

ici INLA, s. d.

2.4.2 Comparaison des intensités

Il est également intéressant de modéliser d'autres marques des accidents que le temps,
comme par exemple, la gravité de l'accident. Dans cette derniere section sur les MPS,
nous présenterons une technique naive pour comparer deux intensités, ainsi qu'un modele
permettant de modéliser deux MPS simultanément, comme un motif pour les accidents

graves, et un autre pour les accidents mortels.

Ratio d'intensité

Cette technique fait simplement le ratio des deux intensités provenant de MPS dans
une méme région. Le ratio d'intensitée deux intensités notékg etl ; prend la forme

suivante :

o lo(9).
i1(s) = am. (2.23)

Le facteur constant d'ajustemeat peut simplement étre estimé en faisant un ratio du

nombre de points observés dans un MPS et dans l'autre de cette maniére



n; est le nombre d'évenements provenantidumotif spatial. Bref, le ratio d'intensité
permet de comparer des intensités, qu'elles soient estimées ou non, mais il s'agit d'un

outil visuel et non d'un test statistique.

Modele LGCP multivarié

Un modéle LGCP multivarié modélise simultanément plusieurs MPS. Voici un modele

proposé dans [BGLE et al., 2013 :

Li(s) = exp(bx+ So(s) + S(9)) ; (2.24)

ou by est une ordonnée a l'origine spéci que au grolpéy est un processus gaussien
commun a tous les points §t est un processus gaussien au points de ky@= genre de
modeéle permet de modéliser des marques. On les implémente a l'dideAleuinlabru
en dé nissant des objets de vraisemblance distincts pour chaque motif ponctuel spatial
(MPS) que I'on souhaite modéliser. Un exemple de ce type de modéle peut étre trouveé a
BACHL, 2024.

Dans ce mémoire, nous utiliserons des modeles LGCP multivarié avec des covariables
mais une seule ordonnée a l'origine, et deux processus spatiaux par MPS. Par exemple,
nous voudrons modéliser la différence entre les accidents pré et pendant la COVID-19.

Pour ce faire nous utiliserons deux vraisemblances, une pour chaque pr&&essus

Lprd(S) = exp(bo+ b X+ Scommuds) 0:5 Spitterent(S)) ;
Lcovin(s) = exp(bo+ b X+ Scommuds) + 0:5 Spifterent(S))

(2.25)

Cette paramétrisation des processus gaussgmevient directement de &HL, 2024.
Ces deux vraisemblances sont ensuite modélisées simultanément, ce qui permet de véri-
tablement observer un processus spatial de la différence entre les deux, sans favoriser I'un
des deux cas. Il est possible d'ajouter des effets temporels, mais ces modéles deviennent
alors computationnellement trés codteux.

Pour conclure, I'analyse des MPS évolue énormément depuis quelques années et les

outils deviennent de plus en plus accessibles. Dans cette section, hous avons présenté les
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bases de I'analyse des MPS et nous avons continué vers des modéles complexes permet-

tant d'inclure des marques et un effet temporel.

2.5 Analyse de données surfaciques (zonales)

Les données surfaciques sont souvent des agrégations de données, comme le nombre
total d'accidents survenus dans une région. La maniére de dé nir les liens entre différentes
régions est ce qu'on appelle le voisinage. Ces agrégations se basent fréquemment sur des
frontiéres administratives, qui sont généralement arbitraires. Cependant, lorsque la divi-
sion de la région ne correspond pas au processus spatial sous-jacent, ce qui est fréquent
en raison du caractere arbitraire de ces frontiéres, cela peut entrainer une autocorrélation
spatiale. Dans ce projet, les données québécoises dont nous disposons utilisent la munici-
palité comme niveau d'information spatiale le plus n. L'analyse de données surfaciques
est donc essentielle pour tirer des conclusions valides pour I'ensemble de la province.
Dans cette section, nous dé nirons d'abord différents types de voisinages, puis nous exa-
minerons les mesures d'autocorrélation spatiale, et en n, nous aborderons des méthodes

de modélisation des données surfaciques en fonction des liens de voisinage.

2.5.1 \oisinage

Une fois les données agrégées par zone géographique, il est nécessaire de capturer la
proximité spatiale entre les régions. Pour ce faire, on considére que le processus spatial
se propage a travers des relations de voisinage : un graphe de voisinage relie ainsi les
sous-régions entre elles. Ces liens peuvent étre orientés et pondérés, bien que I'on préfere
souvent des liens non orientés et non pondérés pour garantir la symétriest sisin
de j, alorsj est également voisin die(E. PEBESMA et BIVAND, 2023). On n'ajuste
généralement pas pour les effets de bords, méme si une sous-région proche du bord de la
région étudiée aura moins de voisins.

Il existe plusieurs types de voisinages différents, mais ils n'assurent pas tous la sy-
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métrie des relations, bien que cette symétrie puisse souvent étre forcée. De plus, il est
souvent préférable d'avoir un voisinage ou toutes les sous-régions sont incluses. Parfois,
des contraintes géographiques, comme des iles, peuvent isoler certaines sous-régions et
former des voisinages indépendants du reste. En particulier, les processus de Markov
nécessitent un graphique de voisinage connecté (un seul grand réseau) et non-dirigé (E.
PEBESMAet BIVAND, 2023). Nous dé nirons plus tard les processus de Markov, mais no-
tons qu'il existe certains ajustements permettant d'utiliser des voisinages non-connectés.
La gure 2.15 montre différents types de voisinage. Le centroide des régions a été utilisé

pour les représenter. Examinons d'abord ces types de voisinages.

Voisinage contigu Il s'agit sirement de la technique la plus intuitive : une région qui

en touche une autre est considéré comme étant un voisin de cette région. Bien entendu, le
graphique de voisinage engendré sera symétrique. Le seul choix a faire est généralement si
deux régions sont contigués lorsqu'elles partagent seulement un point ou plusieurs points
de leur frontiére. Deux régions avec un seul point en commun sur leur frontiere seront
dites contigués de type « tour » , et si elles partagent plus d'un point, contigués de type

«reine » (MORAGA, 2023). Ces appellations proviennent des échecs.

Voisinage d'ordre k selon la contiguité 1l est possible d'aller au-dela d'un seul voisin
contigu et de dé nir des régions comme étant voisine si elles snmégions contigués
I'une de l'autre. Encore une fois, il est possible que ces contiguités soit de type « tour » ou

«reine ».

Voisinage basé sur leX plus proches voisins Comme son nom l'indique, les plus
proches voisins d'une région seront ses voisins. C'est-a-dire que méme si deux régions
se touchent, elles ne sont pas nécessairement voisines si I'une d'elles est plus proche
de deux autres régions. Pour dé nir si une région est plus proche d'une autre, il faut
dé nir un point représentant I'ensemble de la région. Le centroide est souvent utilise,

mais on pourrait aussi utiliser d'autres points, comme par exemple le point ou la densité
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de population est la plus forte dans cette région. Le graphique de voisinage produit ne sera
pas symétrique (MRAGA, 2023) mais il est possible de forcer la symétrie en ajoutant des

liens.

Voisinage basé sur la distance Il est aussi possible de dé nir des régions comme étant
voisines si elles se trouvent a une certaine distance I'une de l'autre. La distance entre deux
régions est calculée entre deux points. On prend généralement les centroides comme point
représentant la région. En prenant une distance assez grande, il est possible d'en trouver
une telle qu'il n'y aura pas de régions sans voisins. De plus, le voisinage sera forcément
symétrique. Il faut cependant étre conscient que des plus petites régions auront beaucoup
plus de voisins que des grandes régions. Ceci peut parfois étre censé puisque les plus
petites régions administratives sont généralement la ou il y a plus de population. Ce n'est
pas le cas avec les municipalités du sud du Québec, ou les grandes municipalités sont
généralement celles avec le plus de population. Dans le nord par contre, les municipalités
ont tendance a étre énorme avec peu d'habitants. Un voisinage basé sur la distances n'est
srement pas idéal pour les municipalités du Québec pour étudier le nombre d'accidents

par municipalités.

Voisinage basé sur une triangulation de Delaunay Des voisins par triangulation de
Delaunay forment une triangulation de Delaunay ou les sommets/nceuds de la triangu-
lation sont les points représentant une région. Les liens de voisinage sont dé nis par la
triangulation et s'étendent jusqu'a I'enveloppe convexe des points, c'est-a-dire le plus
petit polygone convexe qui englobe I'ensemble des pointsA®D, E. J. EBESMA et
GOMEZz-RuBIO, 2008b). Par construction, un voisinage basé sur une triangulation de De-
launay est toujours symétrique. Ce type de graphe de voisinage ressemble a celui d'un
voisinage contigu, mais il inclut des liens pouvant atteindre des distances plus grandes, en

particulier ceux connectant les points situés sur I'enveloppe convexe.
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