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Résumé

La volatilité joue un réle important dans plusieurs spheres de
la finance telles que la tarification des produits dérivés et la gestion des
risques. Bakshi et Kapadia (2003, a) ont démontré qu’il existe bien une
prime de risque de variance pour I'indice S&P 500 et que celle-ci est néga-
tive. Ainsi, les investisseurs paient une prime afin de se prémunir contre
un mouvement de volatilité dans les marchés. Carr et Wu (2009) intro-
duisent la définition de la prime de risque de variance comme étant 1’écart
entre I’espérance conditionnelle physique et risque-neutre de la variance
réalisée. Il est possible de quantifier cette prime selon deux méthodes.

La premiere est une méthode non-paramétrique qui calcule la
variance réalisée a partir des données a haute fréquence. L’espérance
conditionnelle physique de la variance réalisée est obtenue a l'aide d’un
processus gamma autorégressif (HARG) utilisé par Corsi, Fusari et La
Vecchia (2013) alors que 'espérance conditionnelle risque-neutre est obte-
nue en appliquant la méthodologie de Bakshi, Kapadia, et Madan (2003)
sur les données d’options.

Une autre méthode consiste a modéliser la variance a ’aide d’un
modele financier. Dans notre cas, la prime de risque de variance est cal-
cuée a partir du modele GARCH(1,1) de Christoffersen, Heston et Jacobs
(2013). Ce modele correspond au modele introduit par Heston et Nandi
(2000) combiné & un facteur d’actualisation stochastique qui tient compte
d’une prime de risque de variance. De plus, I'estimation des parametres
du modele est obtenue selon une méthode novatrice basée sur le maxi-

mum de vraisemblance conjoint des rendements et de I'indice de volatilité
VIX.

L’objectif de ce mémoire est de comparer la prime de risque de
variance obtenue selon les deux méthodes de calcul pour 'indice S&P
500 et pour 28 actions faisant partie de I'indice DJ 30.

Notre étude est motivée par le fait qu’il existe peu d’articles qui
s'intéressent a la prime de risque de variance des actions. La plupart
des études portent sur la prime de risque de variance du marché dans
sa globalité obtenue a partir de I'indice S&P 500. De plus, il est rare de
trouver une étude qui calcule la prime de risque de variance selon les deux
méthodologies. Finalement, les données utilisées par les études portant
sur les actions individuelles ne sont pas récentes et couvrent généralement
la période de 1996 a 2003. Notre contribution consiste a étudier la prime
de risque de variance de l'indice S&P 500 et de 28 actions selon deux
méthodologies en plus d’utiliser des données plus récentes qui incluent la
crise financiere de 2008.
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1 Introduction

La volatilité dans les marchés financiers est un sujet qui prend de
I’ampleur depuis une dizaine d’années. Elle joue un role important dans
plusieurs domaines de la finance tels que la tarification des produits déri-
vés et la gestion des risques. Cet actif financier nous renseigne également
sur les tendances futures de la volatilité. Ceci pousse la communauté
scientifique a étudier sa dynamique et a comprendre son évolution. C’est
pour cette raison qu’il existe une vaste littérature sur la modélisation
de la volatilité. L’approche tres connue est celle du modele autorégressif
conditionnellement hétéroscédastique généralisé (GARCH) proposé par
Bollerslev (1986). Celle-ci suppose que la volatilité est une variable in-
observable et propose une méthode d’estimation basée sur ’espérance et
la volatilité conditionnelle. Par ailleurs, il existe une seconde approche
rendue possible grace a la disponibilité des données a haute fréquence.
Cette derniére consiste a construire un proxy observable de la variable
latente en utilisant les données a intervalles de cinq minutes afin d’esti-
mer la variance réalisée. Cette mesure non-paramétrique de la variance
s’obtient en sommant le carré des rendements a haute fréquence de I'ac-
tif financier. Cette définition établie par Anderson, Bollerslev, Diebold et
Labys (2001) correspond a un estimateur asymptotiquement sans biais.
Toutefois, cette propriété n’est pas respectée lorsque les données a haute
fréquence contiennent des bruits de microstructures. Zhang, Mykland et
Ait-Sahalia (2005) proposent une méthode d’ajustement de l'estimateur
de la variation quadratique basée sur I’échantillonnage.

Les contributions récentes ont permis de constater que la va-
riance implicite est généralement supérieure a la variance instantanée.
Cet écart correspond a la rémunération des investisseurs face a un risque
de variance, appelé prime de risque de variance. Dans ce mémoire, on
s’'intéresse a I'étude de la prime de risque de variance dans les marchés
financiers. Elle correspond a 1’écart entre I'espérance de la variance réa-
lisée sous la mesure physique et la mesure risque-neutre. La modélisa-
tion de la variance réalisée a l'aide d’un processus gamma autorégressif
(HARG) utilisé par Corsi, Fusari et La Vecchia (2013) permet de calculer
I’espérance conditionnelle physique de la variance réalisée. L’utilisation
des prix d’options rend possible I'extraction de I’espérance conditionnelle
risque-neutre de la variance réalisée en ayant recours a une méthode sans
modele (model-free) basée sur les travaux de Bakshi, Kapadia, et Madan
(2003). L’écart entre 'espérance conditionnelle physique et risque-neutre
nous permet de quantifier la prime de risque de variance sans modele.

Par ailleurs, il existe d’autres approches afin de calculer la prime
de risque de variance a l’aide de modeles. Dans notre cas, la prime de
risque de variance est calculée a partir du modele GARCH(1,1) Christof-
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fersen, Heston et Jacobs (2013). Ce modele correspond a celui introduit
par Heston et Nandi (2000) combiné & un facteur d’actualisation stochas-
tique qui tient compte d’une prime de risque de variance. Cette spécifica-
tion apporte une amélioration a la performance du modeéle contrairement
a un facteur d’actualisation qui ne tient compte que d’une prime de risque
d’équité. En pratique, le modele permet d’exprimer la variance condition-
nelle risque-neutre comme une proportion de la variance conditionnelle
physique. Dans notre étude, 'estimation des parametres du modele se
base sur l'utilisation jointe des rendements et du VIX.

L’objectif de ce mémoire est de comparer la premiere méthode
de calcul de la prime de risque de variance sans modele a une seconde
méthode basée sur le modele GARCH(1,1) de Christoffersen, Heston et
Jacobs (2013). Notre contribution est importante puisqu’a notre connais-
sance, tres peu d’études s’intéressent au calcul de la prime de risque de
variance sur les actions. Nous sommes les premiers a calculer la prime
de risque de variance pour les composantes du DJ 30 en utilisant le mo-
dele GARCH(1,1) de Christoffersen, Heston et Jacobs (2013) et a les
comparer a une méthode non-paramétrique en utilisant des données plus
récentes qui incluent la crise financiere de 2008.

Ce mémoire est organisé comme suit. La section 2 présente une
revue de littérature consacrée a la prime de risque de variance. La sec-
tion 3 décrit les deux méthodologies de calcul de la prime de risque de
variance. La section 4 contient les résultats de la prime de risque de va-
riance calculée pour I'indice S&P 500 et les composantes du DJ 30. En
fin, la derniere section correspond a la conclusion.



2 Revue de la littérature

Bakshi et Kapadia (2003, a) sont les premiers & déterminer que
la prime de risque de variance est négative pour 'indice S&P 500 en
utilisant les données sur la période du 1 janvier 1988 au 30 décembre 1995.
Pour mener a bien leur étude, ces derniers créent un portefeuille delta-
neutre composé de positions longues sur des options d’achat combiné a
des positions courtes sur 'indice. Ils s’attendent a ce qu'un portefeuille
couvert contre toute variation de la valeur de I'indice généere le rendement
sans risque. Ils expliquent que dans le cas ou le portefeuille génere un
rendement excédentaire, celui-ci sera attribué au risque de variance. Les
auteurs constatent que le portefeuille delta-neutre présente un rendement
excédentaire négatif ce qui confirme ’existence d’une prime de risque de
variance négative. Ces résultats démontrent que le risque de variance est
incorporé dans le prix des options sur indice. De plus, ils remarquent
que la perte du portefeuille est plus importante durant les périodes de
forte volatilité. Ceci signifie que la prime de risque de variance est plus
négative en périodes d’incertitude.

Bakshi et Kapadia (2003, b) appliquent la méme stratégie delta-
neutre sur 25 actions et sur 'indice S&P 500 en utilisant les données du
1 janvier 1991 au 31 décembre 1995. Ils remarquent que la perte sur les
actions représente en moyenne 0,03 % de leur prix alors que la perte de
I'indice représente 0,07 % du niveau de 'indice. En d’autres termes, la
prime de risque de variance des actions en valeur absolue est inférieure
a celle de I'indice. Ils expliquent que la sensibilité des actions a un mou-
vement de volatilité générale du marché est moindre comparativement a
la sensibilité de I'indice a un mouvement équivalent. Ils constatent éga-
lement que la variance implicite est supérieure a la variance réalisée.

Carr et Wu (2009) poussent 1'analyse et déterminent une métho-
dologie de calcul de la prime de risque de variance. Pour ce faire, ils font
appel au contrat d’échange de variance permettant d’échanger un taux
fixe contre I’espérance conditionnelle de la variance réalisée sous la mesure
de probabilité physique. La prime a I'initiation du contrat d’échange est
nulle et le taux fixe du contrat d’échange est obtenu en calculant ’espé-
rance conditionnelle de la variance réalisée sous la mesure de probabilité
risque-neutre a ’aide d’un portefeuille d’options hors de la monnaie. Ces
derniers définissent la prime de risque de variance comme étant la diffé-
rence entre ’espérance conditionnelle physique de la variance réalisée et
le taux fixe du contrat d’échange. Ils effectuent une étude empirique sur
cinq indices ainsi que 35 actions sur la période allant de janvier 1996 a
février 2003 et obtiennent une prime de risque de variance moyenne né-
gative pour les cinq indices. Ils affirment que les investisseurs acceptent
un rendement négatif lorsqu’ils contractent un contrat d’échange de va-
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riance sur indice. De plus, ils obtiennent une prime de risque négative
pour plusieurs actions, mais il n’y a que sept actions dont la prime est
significativement négative dii a un écart-type supérieur a celui de I'indice.
Finalement, les actions pour lesquelles un mouvement de la volatilité du
marché engendre un mouvement de volatilité supérieur ont une prime
de risque de variance plus négative que celle de I'indice S&P 500. Ceci
implique qu’il existe des actions pour lesquelles les investisseurs paient
une prime plus importante afin de se prémunir contre un mouvement de
volatilité dans les marchés.

Driessen, Maenhout et Vilkov (2009) étudient la prime de risque
de variance sur I'indice S&P 100 et ses composantes sur la période de jan-
vier 1996 a décembre 2003. Ils calculent la prime de risque de variance
comme étant la différence entre 'estimation de la variance intégrée a
partir des options et la variance réalisée. Ils trouvent que la prime de
risque de variance sur 'indice S&P 100 est significativement négative.
Par ailleurs, les composantes de I'indice S&P 100 ne présentent pas une
prime de risque de variance négative. Cette divergence des résultats entre
I'indice et les actions est expliquée par la présence d’une prime de corré-
lation qu’on retrouve seulement dans les options sur indice.

Han et Zhou (2011) s’intéressent a I’étude de la prime de risque
de variance de 500 actions en appliquant une méthode sans modele calcu-
lée a partir d’options et des données a hautes fréquences pour la période
de janvier 1996 a octobre 2009. Ils trouvent que deux tiers des actions ont
une prime de risque de variance négative. De plus, ils constatent qu’il y
a une variation entre le niveau de la prime de risque de variance des 500
actions expliquée entre autres par la taille de I’entreprise, les rendements
et la variance historique.

Il existe une seconde méthode basée sur des modeles qui permet
de calculer la prime de risque de variance. Dans notre cas, on s’inté-
resse aux travaux sur la prime de risque de variance basée sur le modele
GARCH(1,1) de Christoffersen, Heston et Jacobs (2013). Ce modele est
utilisé dans la tarification des produits dérivés puisqu’il présente une for-
mule fermée. De plus, il incorpore une prime de risque de variance dont
I’existence a été démontrée par plusieurs études nommées précédemment.
Les auteurs parviennent a capturer la prime de risque en estimant les
parametres qui gouvernent la prime de risque de variance a l'aide de la
méthode du maximum de vraisemblance conjoint utilisant les données
d’options et de rendements.

La contribution de Christoffersen, Heston et Jacobs (2013) a ins-
piré d’autres études qui se sont penchées sur la modélisation de I'indice
du VIX. Cet indice est calculé par la Bourse des options de Chicago
(CBOE) a partir des options et correspond a la moyenne de 'espérance
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conditionnelle sous la mesure risque-neutre de la variance pour les 30 pro-
chains jours. Parmi ces études, on retrouve les travaux de Hao et Zhang
(2013) qui présentent le calcul du VIX a partir du modele GARCH(1,1)
de Heston et Nandi (2000). Ils estiment les parametres du modele en ef-
fectuant une estimation jointe basée sur les rendements et le VIX. Cette
innovation permet d’économiser un temps de calcul important compa-
rativement a l'utilisation des options puisqu’au lieu d’avoir un spectre
d’option, on utilise qu'une donnée du VIX au quotidien. Or, leur modele
ne tient compte que d’une prime d’équité ce qui implique que la variance
conditionnelle est identique sous les deux mesures de probabilité. Par
conséquent, les parametres de leur modele ont tendance a étre biaisés en
tentant de répliquer la dynamique du VIX.

Hansen, Huang et Wang (2015) s’inspirent des travaux de Hao et
Zhang (2013) et calculent la prime de risque de variance a ’aide de plu-
sieurs modeles GARCH. Parmi eux, on retrouve le modele GARCH(1,1)
de Heston Nandi (2000) et le modele GARCH(1,1) de Christoffersen, Hes-
ton et Jacobs (2013). Ils débutent en estimant les parametres du modele
par la méthode du maximum de vraisemblance conjoint. Par la suite, ils
utilisent les parametres optimaux afin de calculer une prime de risque de
variance a partir de la moyenne sur 22 jours de la variance modélisée sous
la mesure de probabilité physique et du VIX implicite. Ils calculent éga-
lement une prime de risque de variance sans modele a partir des données
a haute fréquence et du VIX du marché. Ils confirment que I'ajout d’une
prime de risque de variance dans le modele offre une meilleure flexibilité
et améliore les résultats.
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3 Méthodologie

Cette section regroupe la théorie nécessaire pour ce mémoire.
On commence en définissant la prime de risque de variance sans modele
qui nécessite la présentation du modele de régression HARG servant a
modéliser la variance réalisée sous la mesure physique. Par la suite, on
présente la méthodologie de Bakshi, Kapadia, et Madan (2003) nécessaire
au calcul de l'espérance conditionnelle de la variance réalisée sous la
mesure risque-neutre.

Ensuite, on introduit le modele GARCH(1,1) de Christoffersen,
Heston et Jacobs (2013), dont I’acronyme est GARCH-CHJ, afin de cal-
culer la prime de risque a l’aide de ’estimation par le maximum de vrai-
semblance conjoint basée sur les rendements et le VIX.

3.1 Prime de risque de variance sans modeéle

La prime de risque de variance d'un actif financier correspond
a la différence entre ’espérance physique et risque-neutre de la variance
réalisée calculée sur la période de 7 jours. Plus précisément

VRP(t,7) = Bl [RVii-] — Ef [RViy], (1)

avec EF ] et BP [] respectivement 'espérance conditionnelle sous la me-
sure de probabilité physique P et risque-neutre (). La variable RV, . cor-
respond a la variance réalisée, du temps ¢ au temps t + 7. Le calcul de la
prime de variance a l'aide de 1’équation précédente ne nécessite pas une
modélisation du processus de variance de I'actif sous-jacent au moyen de
modele a processus stochastique. L’espérance conditionnelle sous P de
la variance réalisée est obtenue avec une régression alors que 'espérance
conditionnelle sous () est obtenue par réplication a l'aide d’options sur
Pactif sous-jacent. Afin de rester cohérent avec la littérature, on 'appelle
la prime de risque de variance sans modele.

3.1.1 Variance réalisée

Le concept de la variance réalisée a été introduit par Anderson,
Bollerslev, Diebold et Labys (2001). Ces derniers supposent que l'actif
sous-jacent S; suit un processus stochastique continu de la forme

dSt = Utdt + O'tth,
13



ou u; est la dérive, o; est la volatilité spot et dW; est un processus de
Wiener standard. L’objectif de leur méthode est d’estimer la variance in-
tégrée notée I'V; et qui correspond a l'intégrale de la variance instantanée
sur un intervalle de temps d’une journée

t
IV, = / o2ds.
t—1

En supposant que la volatilité est observable, Anderson, Bollerslev, Die-
bold et Labys (2001) proposent une méthode d’estimation de la variance
intégrée faisant appel aux données a haute fréquence appelée la variance
réalisée. Contrairement aux autres méthodes, celle-ci ne nécessite pas de
supposer un processus stochastique pour la dynamique de la volatilité
instantanée. De plus, la variance réalisée s’obtient en sommant le carré
des log-rendements calculés a partir des données a haute fréquence

N
RV, =" (log(S;;) — 10g(Si—1.4))*,

=1

ou RV, représente la variance réalisée, N est le nombre d’intervalles de
temps dans une journée et S;; le prix de I'actif sous-jacent a 'intervalle ¢
de la journée t. Si I'intervalle de temps servant a calculer les rendements
tend vers zéro, alors la somme converge en probabilité vers la variation
quadratique du processus de diffusion de I'actif sous-jacent. Par ailleurs,
les données a haute fréquence contiennent des bruits de microstructures
qui peuvent biaiser les résultats. Dans ce cas, le choix de l'intervalle de
temps est tres important puisque I’estimateur par variation quadratique
ne converge pas si I'intervalle de temps est tres petit. Cette dualité pousse
Anderson, Bollerslev, Diebold et Labys (2001) a choisir un intervalle de
temps de cing minutes. Ils jugent que puisque le marché des devises est
tres liquide, des données a intervalle de cinq minutes devraient atténuer
I'impact des bruits de microstructures.

En supposant que les données a haute fréquence sont disponibles
aux secondes, le fait de choisir une donnée toutes les cinq minutes signifie
que 299 données sur 300 sont inexploitées. Zhang, Mykland et Ait-Sahalia
(2005) proposent un estimateur qui se base sur une moyenne de plusieurs
échantillons. La méthode consiste a prendre un échantillon qui débute
avec la premiere donnée et qui accumule les données a toutes les cingq
minutes, suivi d’un échantillon qui débute avec la seconde donnée et
qui cumule également les données a toutes les cinqg minutes. L’idée est
de créer une suite d’échantillon en changeant a chaque fois le point de
départ. Par la suite, la moyenne de la variance réalisée calculée a partir
de chaque échantillon est ajustée afin d’obtenir un estimateur robuste
aux bruits de microstructures.
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3.1.2 Espérance conditionnelle de la variance réalisée sous la
mesure physique

Des études se sont intéressées a la modélisation de la variance
réalisée afin de calculer la moyenne conditionnelle de la variance réalisée
sous la mesure physique. Une approche introduite par Corsi (2009) per-
met de modéliser le comportement de la variance réalisée sous la mesure
physique en utilisant un modele autorégressif (HAR) afin de capter I’hé-
térogénéité dans la série chronologique. L’idée est de refléter 'impact sur
la variance générée par une gamme de participants allant des investis-
seurs actifs a des investisseurs passifs. Pour ce faire, le modele fait appel
a la variance mensuelle (22 jours ouvrables) regroupée sur un horizon
temporel distinct. Le facteur de variance de court-terme correspond a
la variance de la veille RV;_;, le facteur de moyen terme d’une semaine
est noté RVY = Y1, RZH alors que RV™ = Y21, R‘l/t?*i représente le
facteur de long terme mensuel. Cette approche consiste a effectuer une
régression de la variance réalisée sur l'information historique du facteur
quotidien, hebdomadaire et mensuelle. La simplicité de la méthode ainsi
que sa capacité a reproduire les caractéristiques de la dynamique de la

variance observée ont favorisé sa popularité.

Une extension du modele HAR appelée processus gamma auto-
régressif (HARG) a été introduite par Gourieroux et Jasiak (2006) et
a été utilisée par Corsi, Fusari et La Vecchia (2013) afin de modéliser
la variance réalisée. Pour ce faire, nous présentons une description de
la théorie nécessaire & l'implémentation de cette méthode. Soit Y une
variable aléatoire de loi gamma non-centrée (4, 5,c) de parametre de
non-centralité 3, de parametre de forme 0 et de parametre d’intensité c
alors la variable Y = % suit une loi (4, 3). De plus, la loi conditionnelle
Y | Z est une mixture de loi gamma et poisson v(d+Z, ¢) avec Z ~ P(f3).
En effet, la fonction de densité de la loi conditionnelle Y | Z est donnée
par

Iyviz(y) = i_o: fyiz=k(y) P(Z = k)

Xyt exp(—y/c) B* exp(—p)
T(5 + k) ok Ko

k=0

Donc en utilisant les propriétés de ’espérance conditionnelle on a

E[Y|Z]=+2)e
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Par conséquent, l'espérance de Y s’écrit comme suit :

ElY] = E[E[]Y]|Z]
= E[0+2)]
= odc+ FE[Z]c
= dc+ fe.
Corsi, Fusari et La Vecchia (2013) supposent que la variance réalisée a
t + 1 sachant l'information au temps ¢ notée RV;;; | F; suit une loi

gamma non centrée (9, 5'(RVy), ¢) ou f'(RVy) est le produit scalaire
du vecteur 8 = (Bg, Bu, Bm) et RV = (RV;, RV;*, RV/™) i.e

B'(RVy) = BaRV, + B, RV + B, RV]™.

En utilisant les propriétés de la gamma non-centrée décrit plus haut,
I'espérance conditionnelle de la variance réalisée sous la mesure physique
s’écrit comme suit :

E[[RViy1] = dc+ ' (RVy)e
oc + (BaRV: + B RV + B RV/™)c. (2)

La condition de stationnarité du modeéle est

(ﬂd + 611) + 5m)c <L

En utilisant les parameétres optimaux (4, B, Bm, 9, ¢), obtenus a I'aide de
la méthode du maximum de vraisemblance (voir section estimation), il
est possible de calculer 'espérance conditionnelle de la variance réalisée
quotidienne. De plus, en supposant qu’il y a 22 jours ouvrables dans
le mois, on calcule I'espérance conditionnelle mensuelle de la variance
réalisée sous la mesure physique en sommant ’espérance conditionnelle
quotidienne de la variance réalisée sous la mesure physique obtenue avec
I’équation 2 sur cette période.

3.1.3 Espérance conditionnelle de la variance réalisée sous la
mesure risque-neutre

En se basant sur la méthode de Carr et Madan (2001), on peut
répliquer le payoff f(Sr) a partir de prix d’options. La formule de valo-
risation de l'actif financier au temps t est la suivante :

EZ [exp(=r7) f(Stsr)] = f(k)exp(—=r) + f (k) [Ci(7; K) — Pi(7; K)]

/ F(K)Py(7; K) dK+/ 1 (K)Cy(r; K)dK.

Le premier terme correspond a une position f(k) dans une obligation
A N oL /
zéro coupon. Le second terme correspond & une position f (k) dans une
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option d’achat Cy(7; K) d’échéance en année 7 dont le prix d’exercice
est K combiné & une position courte dans une option de vente Pi(7; K)
ayant les mémes caractéristiques. Le troisieme terme représente une dé-
tention d’une position de f”(k)dK dans des options de ventes dont le
prix d’exercice est inférieur a k. Finalement, le dernier terme représente
une détention d’une position de f ”(k)dK dans des options d’achats dont
le prix d’exercice est supérieur a k.

La formule précédente a été utilisée par Bakshi , Kapadia, et Ma-
dan (2003) afin d’obtenir I'espérance conditionnelle de la variance réalisée

en tarifiant le prix d’'un contrat de variance dont le payoff correspond a

2
la variation quadratique du prix noté f(S;+,) = In (StTf) . Les auteurs

montrent que la valeur présente de ce contrat s’obtient en prenant des
positions sur des options d’achats et de ventes hors de la monnaie

- Q St+7' 2
Vir = E7 |exp(—rT) In 5
¢

o0

1 —In(& St 1 4 In(2t
= /KQ(St)Ct(T; K)dK—I—/ 7+K2(K)Pt(T;K)dK.
LT o 5

Donc, 'espérance risque-neutre de la variance réalisée annualisée pour la
période de t a t 4+ 7 est donnée par

EQ (RV(t,7)) = exp(TT)ViT. (3)

Dans ce cas, l'espérance conditionnelle de la variance réalisée pour une
période de 30 jours est obtenue en effectuant une interpolation spline
cubique.

3.1.4 Méthodologie de I'indice VIX

La bourse des options de Chicago (CBOE) a introduit 'indice
VIX, équivalent a une discrétisation de la méthodologie de Bakshi, Kapa-
dia et Madan (2003), qui permet de mesurer la volatilité dans les marchés
financiers sur un horizon des 30 prochains jours. Ce dernier est estimé sur
une base intra journaliére a partir du prix d’options. Un niveau faible du
VIX signifie une période de faible volatilité dans les marchés financiers
alors qu’ un niveau élevé témoigne d’'une période d’incertitude. L’esti-
mation du VIX nécessite la sélection d’un échantillons d’options au jeu
dont la maturité est égale a 30 jours. Dans le cas ou cet échantillon
n’existe pas, il est nécessaire de sélectionner deux échantillons d’options
avec une échéance respectivement inférieure et supérieure a 30 jours. Ces
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échantillons servent a déterminer la valeur du prix a terme pour chaque
échantillon. Par la suite, des filtres sont appliqués afin de conserver les
options permettant de calculer la variance V;r pour chaque échantillon
en appliquant la formule suivante :

2 AK; 17 F 2
Vt’T_TZ K2 ' { }

7 1

T correspond a la maturité de l'option, K représente le prix d’exercice,
F est égale au prix a terme de 'actif financier et R au taux d’intérét
sans risque annualisé d’échéance équivalente a la maturité de 1’option.
Finalement, on applique une interpolation en fonction du nombre de jours
de chaque échantillon afin d’obtenir le niveau de I'indice de volatilité pour
un horizon de 30 jours

Nr, — N3y N3y — Np, <N365>
VIX, = 100,||T1V, — TV, )
t \l l Vi (NT2 — Nﬂ) +1LoVim, <NT2 — NTl)] Nag

3.2 Prime de risque de variance avec le modéle GARCH-CHJ

Les modeles continus a volatilité stochastique sont difficiles a
tester et a implémenter contrairement aux modeles discrets a volatilité
stochastique. Les modeles GARCH supposent que la volatilité est ob-
servable a partir de I’historique des prix. Il est donc possible de filtrer
la volatilité & partir des observations discretes du prix de l'actif sous-
jacent.

3.2.1 Spécification du modéle

Heston et Nandi (2000) introduisent un modele affine GARCH(1,1)
qui présente une formule fermée servant a tarifier les options européennes.
Le modele suppose que la dynamique du log-rendement d’un actif sous-
jacent pour une période de temps s’écrit comme suit

S, 1
Ry = log( ;+1>:7’+()\—2) hiv1 +\/ Pz, t=0,1,...(4)
t
2
hip1 = w+ﬁht+a<zt—fy\/h7t) ,t=1,2, ... (5)

ou hyyq est la variance conditionnelle des log-rendement pour la période
t+ 1 et qui est connu a la fin de la période t. S, correspond au prix de
fermeture de I'actif sous-jacent a la journée t+1. Le taux sans risque com-
posé continuellement pour une période de temps d’un actif non risqué est
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représenté par r. Les variables aléatoires de loi normale centrée réduite
{z¢11: t=0,1,...} sont indépendantes et identiquement distribuées. Le
parametre A affecte la valeur de la prime de risque. Contrairement au
modele de Black-Scholes qui suppose une prime de risque constante, le
modele GARCH de Heston et Nandi (2000) présente une prime de risque
qui varie dans le temps et qui est proportionnelle a la volatilité condi-

tionnelle. "
T+ Al — 71
———— = M/ hyy1.
Ts t+1

Le coefficient d’asymétrie ~ reflete la corrélation négative entre les ren-
dements et la volatilité. De plus, lorsque v > 0 et que l'innovation de
la variable z;,; est négative, le parametre gamma a pour effet d’ampli-
fier le choc négatif alors que pour une innovation positive de la variable
2411, le parametre gamma atténue 'effet du choc. En d’autres termes, le
modele permet de refléter le fait qu'un choc négatif sur les marchés aura
tendance a générer une volatilité plus élevée quun choc positif. Dans le
cas ou v = 0, les chocs sont symétriques et la distribution conditionnelle
des rendements sera également symétrique.

Le passage de la mesure physique a la mesure risque-neutre est
une étape fondamentale. La valeur a la date ¢ d'un actif financier cor-
respond a l'espérance conditionnelle de la valeur future de l'actif a ¢ + 1
actualisée avec le facteur d’actualisation stochastique M, .

P, = By [Proa Myya)].

Dans larticle de Christoffersen Heston et Jacobs (2013), les auteurs uti-
lisent un facteur d’actualisation stochastique discret qui s’inspire du fac-
teur d’actualisation stochastique continue appliqué par Heston (1993).
Cette approche differe de celle de Duan (1995) appelée LRNVR (locally
risk-neutral valuation relation) qui suppose que la variance conditionnelle
est identique dans la mesure physique et risque-neutre. Cette contrainte
ne permet qu'une prime de risque d’équité alors qu’elle néglige la prime
de risque de variance qui est bien présente dans les marchés financiers.
Le facteur d’actualisation stochastique utilisé par Christoffersen Heston
et Jacobs (2013) permettant de relier le processus stochastique physique
au processus stochastique risque-neutre de 'actif sous-jacent et de la vo-
latilité est présenté par la formule suivante :

Si\? t
My =y () exp <5t 0> e+ & — m)) .
0 s=1

Les parametres § et n affectent la préférence temporelle. L’aversion au
risque d’équité est affectée par le parametre ¢ alors que ’aversion pour
le risque de variance est influencée par le parametre €. Le logarithme
du facteur d’actualisation stochastique est une fonction quadratique qui
dépend du rendement du marché. Ce facteur d’actualisation stochastique
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se compose de deux types de primes de risques. La premiére est une prime
de risque d’équité alors que la seconde est une prime de risque de variance.
Cette spécification apporte une amélioration a la performance du modele
contrairement a un facteur d’actualisation qui ne tient compte que d’une
prime de risque d’équité. Il existe certaines conditions sur les parametres
0, n et ¢ qui doivent étre respectés afin que le facteur d’actualisation
stochastique présenté soit cohérent avec le modele affine GARCH(1,1).

5 - _(qs—l)r—fw"‘;ln(l_an)’
B 2
¢ = _(M_;+7)(1_2a§)+7—;

La dynamique physique du log-rendement de 'actif et de la variance
conditionnelle combinée au facteur d’actualisation stochastique nous per-
met d’écrire le processus risque-neutre du log-rendement et de la variance
obtenue par Christoffersen, Heston et Jacobs(2013).

Si+1

Sy
2

hiy = w*+6hi+a*(z§‘—v*ﬁ) E=0,1,...

:+1 = ht+1/(1—2045)7

w' = w/(1-2a),

of = a/(1-2a8)?

Y=y — 0.

1 * *
Rt+1 = log( ) =T — iht+1+ h?+12t+1, t:O,l,

Lorsqu’on compare la dynamique physique avec la dynamique risque-
neutre des log-rendements, on constate que le terme A est nul. De plus,
la variance conditionnelle risque-neutre s’obtient en divisant la variance
conditionnelle physique par le terme (1 — 2af). Ce modele permet d’ex-
primer la variance conditionnelle risque-neutre comme une proportion de
la variance conditionnelle physique. Les parametres du modele w* et o*
sont également proportionnels a w et «. Le parametre § reste inchangé
sous les deux mesures de probabilités alors que le parametre v* sous la
mesure risque-neutre est obtenue en retranchant ¢ du parametre + phy-
sique.
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3.2.2 Définition de la prime de risque de variance

La prime de risque de variance calculée avec le modele GARCH(1,1)
de Christoffersen Heston et Jacobs (2013) est obtenue en calculant la dif-
férence de moyenne, annualisée et sur une période de 22 jours ouvrables,
de l'espérance conditionnelle de la variance sous la mesure physique et
risque-neutre

252 22

VRP, = [ Zhwk] Ef (6)

252 22
> h] |
22

L’espérance conditionnelle de la variance sous la mesure physique est
obtenue comme suit :

B [22522 i th] _ 22522 i?: B9 ]
- 22522 :21 {(5 + oz”y2)k71 (hesr — %) + 02}
S z (5+09?) " 1 225222 o
_ 22522 (hess — o) ! 1__((5 ;ﬁ;j; +2520% (7)

Alors que 'espérance conditionnelle de la variance sous la mesure risque-
neutre est obtenue en appliquant la formule suivante :

252 252
l Z ht+k] = Z EQ ht+k]

252 1—(B+ a*’y*2)22 5
= h *2 2520*2. (8
22 <t+1 7 ) 1I—(Bra?) 0 ®)
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3.2.3 Calcul du VIX avec le modéle GARCH-CHJ

Carr et Wu (2006) affirment que le carré du VIX permet d’ap-
proximer l'espérance conditionnelle de la variance réalisée sur les 30 pro-
chains jours lorsque la dynamique de 'actif financier ne présente pas de
saut. Ces résultats ont ouvert la voie a Hao et Zhang (2013) ou les au-
teurs dérivent le VIX théorique a partir de I’espérance conditionnelle de
la variance sous la mesure risque-neutre obtenue a partir d’'un modele

GARCH
VIX\? o[252 &
——) = EZ ==Yk
(100) tlzz,;”k

0252 &
V.[Xt - 100 Et 5 Z ht+k
k=1

Une autre étude de Hansen, Huang et Wang (2015) définit I’équa-
tion du VIX, obtenue & partir du modele GARCH-CHJ, comme étant la
moyenne annualisée et sur une période de 22 jours ouvrables de 'espé-
rance conditionnelle de la variance sous la mesure risque-neutre

252 1— (B + ary2)®
VIX, =100 | == (hf, — 0"
! \l 22 (hir = o7?) 1—(B+ a*y*?)

+2520*2. (9)

Le VIX théorique calculé a partir du modele intervient dans le
calcul du maximum de vraisemblance. Pour des raisons de simplification
le VIX calculé a partir des options en appliquant la méthodologie de la
Bourse des options de Chicago (CBOE) est noté VIXMarket (VIX du
marché) alors que le VIX théorique calculé & partir des volatilités risque-
neutre du modele GARCH-CHJ est noté VXMl (VIX du modele).
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3.3 Estimation par la méthode du maximum de vraisemblance

L’objectif de 'estimation par la méthode de vraisemblance est
de trouver un ensemble de parametres (:), une estimation de © , qui
composent notre modele et qui maximise la probabilité d’obtenir notre
échantillon. Puisque les observations sont indépendantes, il est possible
d’écrire la densité conjointe comme le produit de leurs densités margi-

nales.
n

L©O | z1,...,2,) = [[L(O | ).

t=1
Pour des raisons de simplicité, on maximise le log-vraisemblance noté
In(L(O | x1,...,2,)). Puisque le logarithme est une fonction monotone
croissante, le © maximisera a la fois la fonction de vraisemblance et la
fonction de log vraisemblance.

O |21 mn) = (L(O | 21, 72)) = In (ﬁL(@m))

t=1

= ﬁ: LO|x1,...,2,)).

Afin de résoudre cette équation, il suffit d’appliquer la condition de pre-
mier ordre.

Fonction de vraisemblance du processus HARG

En appliquant la fonction logarithmique a la fonction de vrai-
semblance du processus HARG, on obtient I’expression suivante :

(©) = In (H (i Rv;ﬂk(;jxlg(c—&i‘/i/c) B'(RVy)* eXp];—ﬁ'(RVt_l))>)

xRy 6’(RVt_1)’“]

T
= _Z<C+ﬁ Rth)Jr;ln[Z T(6 4 k) Ak k!

ou O = {ﬁd, Buws Bm, 0, ¢} et T'(a) est la fonction gamma au point a définie
par ['(a fo 22 1dz pour tout a > 0 . Pour plus de précisions voir
l’artlcle de Majewski, Bormetti, Corsi (2015, p.525).
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Fonction de vraisemblance des rendements

La fonction de log vraisemblance de I'estimateur du maximum
de vraisemblance des rendements correspond a l’expression suivante :

o - o) (1550
Sin Ly~ (Fmr = (= )l

1
= - (2mhy) — =

T2 (2mhy) 2; h,

T 1 T 1 T (Rt —r— ()\ — l)ht)2
= Ilmen - Inh-- 2

3 11 2m) —g 2lnhe =5 2 h /

ou © = {w, a, 8,7, A} représente les parametres physiques du modele.

Fonction de vraisemblance du VIX

La méthode suppose que 1’écart entre le VIX du marché et le
VIX calculé & partir du modele suit une loi normale N (0,0?). Donc, la
fonction de log vraisemblance correspond a

T T Market __ Model\2
6 = mn (H ( 1 )eXp <Z (VIX; V1 X Model) ))
=1 \V2mo? t=1 20°

(VIXt]Warket - V]ng\/[odel)Z
2

g

(leMarket VIXtModel)Q

2 )

o

ou ©* = {w* a* f,7*,&} représente les parametres risque-neutre du
modele.

Maximum de vraisemblance conjoint

En supposant que les données du VIX et du rendement sont
indépendantes, la fonction du log vraisemblance correspond a la somme
de la fonction de log vraisemblance des rendements L et la fonction de
log vraisemblance du VIX LVIX,

1 Ry , 1 VIX
max {2 In(L™) 4+ 3 In(L )}
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4 Résultats empiriques

4.1 Données

Les données des options, du taux sans risque et des prix a haute
fréquence pour 'indice S&P 500 et les composantes du DJ 30 proviennent
des bases de données OptionMetrics et Center for Research in Security
Price (CRSP). Les données des prix a haute fréquence pour l'indice S&P
500 débutent le 1 février 1990 et se terminent le 31 octobre 2016 alors
que les données a haute fréquence pour les actions couvrent la période
du 4 février 1998 au 29 novembre 2012. Les données d’options servant
au calcul du VIX pour l'indice S&P 500 débutent le 4 janvier 1996 et se
terminent le 29 décembre 2017. Les données d’options servant au calcul
du VIX pour les actions couvrent la période du 2 janvier 2008 au 29
décembre 2017.

4.2 Présentation des résultats sans modéle

Le graphique en haut a gauche de la figure 1 présente 1'espé-
rance conditionnelle de la variance réalisée sur une période de 22 jours
annualisée sous la mesure physique et risque-neutre pour l'indice S&P
500. L’espérance conditionnelle physique est obtenue avec le modele de
régression HARG alors que l'espérance conditionnelle risque-neutre est
obtenue a partir des options en appliquant la méthodologie de Bakshi,
Kapadia, et Madan (2003). Les séries de données présentent un coef-
ficient de corrélation de 79 % sur la période du 4 janvier 1996 au 19
octobre 2016. Ceci démontre que les fluctuations de la variance réalisée
se refletent dans la dynamique de la variance implicite. De plus, 1’écart
entre ’espérance conditionnelle physique et risque-neutre de la variance
réalisée, appelée prime de risque de variance, est négatif la plupart du
temps. Ce résultat est donc en lien avec la littérature sur la prime de
risque de variance.

En effet, cette prime de risque atteint un minimum durant les
périodes caractérisées par de fortes volatilités dans les marchés finan-
ciers. Les niveaux le plus bas sont enregistrés durant les années 2003,
2008 et 2010. Bekart et Hoerova (2014) font le méme constat en calcu-
lant la prime de risque de variance pour l'indice S&P 500 a partir du
modele de régression HAR de Corsi (2009) et du VIX. Dans leur article
(figure 1, p.187), ils attribuent les fluctuations de la prime de risque de
variance durant I'année 2003 aux scandales ayant touché les entreprises
américaines suite a la fraude de Enron. Le niveau de la prime de risque
de volatilité durant 'année 2008 est expliqué par la crise financiere dé-
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clenchée par la faillite de la banque Lehman Brothers. Finalement, la
crise de la dette souveraine qu’ont connu certains pays de la zone euro
en 2010 se reflete dans le graphique par un niveau trés bas de la prime
de risque de variance.

De plus, on constate également que le niveau de la prime de
risque de variance atteint un pic positif en 2008 avant de baisser rapide-
ment pour atteindre son niveau minimal. Cette dynamique est observée
également dans l'article de Wahl (2016) (figure 1, p.11) ou l'espérance
risque-neutre de la variance réalisée est calculée a partir des options. Ce
dernier cite les travaux de Du et Kapadia (2011) qui démontrent qu’en
présence de saut important comme durant la crise 2008, I'approxima-
tion de l'espérance conditionnelle de la variance réalisée sous la mesure
risque-neutre a tendance a étre sous-estimée.

4.3 Présentation des résultats obtenus avec le modéle
GARCH-CHJ

On débute d’abord avec I'estimation du maximum de vraisem-
blance conjoint pour l'indice S&P 500 puisqu’il existe quelques articles
sur lesquelles on pourra se comparer. Tout d’abord, le graphique du haut
de la figure 2 illustre la volatilité tirée des options selon la méthodologie
de CBOE et la volatilité risque-neutre du modele GARCH-CHJ obtenue
avec la formule 9 pour I'indice S&P 500. On remarque que les deux dy-
namiques se suivent puisqu’on note une forte corrélation de l'ordre de
92 %. Afin d’analyser I'erreur d’estimation du VIX plus en profondeur,
voici des mesures d’écart telles que l'erreur absolue moyenne (MAE) et
I'erreur quadratique moyenne (RMSE) données par :

1 N
MAE = Nz | V[XModel o V[XMarket ”
i=1
1 N
RMSE = v Z (VIXModel _ V]XMarket)?
i=1

Les résultats de ces mesures d’écart se trouvent dans la table 1. Une
étude similaire effectuée par Hansen, Huang et Wang (2015) présente des
mesures d’écarts pour le S&P 500 (tableau 2, p.17) durant la période
de juillet 2003 a juin 2013. La table 2 effectue une comparaison entre
les résultats de Hansen, Huang et wang (2015) et ceux obtenus dans ce
mémoire.
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TABLE 2 — Comparaison de l'erreur du VIX de l'indice S&P 500 entre
I'étude de Hansen, Huang et Wang (2015) et ce mémoire

Hansen, Huang, Wang (2015) Mémoire
Corrélation 93 % 92 %
MAE 2,58 2,87
RMSE 3,85 3,70

On remarque que leurs résultats sont similaires aux notres ce
qui nous donne un certain confort. De plus, on note que I'erreur du VIX,
présentée dans le graphique du bas de la figure 2, s’amplifie durant la
crise financiere de 2008. En effet, le modele GARCH-CHJ ne parvient
pas a capter un saut important dans la dynamique du VIX. Ce constat
a été soulevé par Hansen, Huang et Wang (2015) dans leur étude de
comparaison de performance effectuée sur plusieurs modeles notamment
le GARCH-CHJ. Ils notent que les parametres du modeéle obtenus a partir
de l'estimation du maximum de vraisemblance conjoint ont tendance a
étre biaisés en tentant de répliquer la dynamique du VIX. Ils remarquent
également que la volatilité risque-neutre calculée avec le modele sous-
estime la volatilité calculée avec la méthodologie de CBOE. Par ailleurs,
ils confirment que I'ajout d’une prime de risque de variance a une valeur
ajoutée comparativement au modele GARCH de Heston Nandi (2000)
qui ne tient compte que d’une prime d’équité.

On remarque également que l'erreur du VIX, qui correspond a
I’écart entre la volatilité tirée des options selon la méthodologie de CBOE
et la volatilité risque-neutre du modele GARCH-CHJ, semble plus im-
portante pour les 28 composantes du DJ 30 comparativement a celle
du S&P 500. Les figures 3 et 4 illustrent I'erreur du VIX pour I'action
de Microsoft et Apple. Les deux séries présentent une corrélation élevée
avec respectivement 79 % et 81 % pour les deux actions. Ceci s’applique
également pour toutes les autres actions comme le démontre la table 1.

Finalement, en observant le niveau du VIX représenté par la
ligne rouge dans le graphique du haut de la figure 2 et le niveau de la
prime de risque de variance du S&P 500 représentée par le graphique
en bas a droite dans la figure 1, on remarque qu'une hausse importante
du niveau du VIX provoque une baisse (plus négative) de la prime de
risque de variance. Cette dynamique est également visible dans les fi-
gures 3 et 5 pour I'action de Microsoft et les figures 4 et 6 pour I'action
de Apple ou la méme information est présentée. Ce résultat est cohérent
puisqu’un niveau élevé du VIX témoigne d’une période de forte volatilité
durant laquelle les investisseurs vont s’ajuster en exigeant une rémuné-
ration plus élevée en échange du risque de variance qu’ils acceptent de
porter. Cet ajustement se caractérise par une prime de risque de variance
plus négative.
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4.4 Comparaison des deux approches

Nous sommes en mesure de comparer la prime de risque de va-
riance obtenue avec et sans modele pour I'indice S&P 500 sur une période
allant du 4 janvier 1996 au 19 octobre 2016. Par contre, des contraintes
de données nous empéchent de comparer la prime de risque de variance
des actions sur une aussi longue période.

Premierement, nous n’avons pas acces aux données a haute fré-
quence pour les actions au-dela du 31 décembre 2012, ce qui nous empéche
de calculer la variance réalisée a partir de cette date.

Deuxiemement, les filtres de la Bourse des options de Chicago
appliqués sur les options des actions afin de calculer le VIX ne sont pas
satisfaits pour la période antérieure a 2008. Ces deux contraintes font en
sorte que la comparaison de la prime de risque de variance calculée selon
les deux méthodes pour les composantes du DJ 30 est effectuée sur une
fenétre d’environ 5 ans allant de 2008 a 2012.

Tout d’abord, la prime de risque de variance calculée selon les
deux méthodes est présentée dans la table 3. Le premier constat réside
dans le fait que les moyennes des primes de risque de variance calculées
selon les deux approches sont négatives. Carr et Wu (2009) calculent
les primes de risque de variance sur des indices et des stocks pour la
période de 1996 a 2003 et concluent que la prime de risque de variance
est significativement négative pour les indices ainsi que pour quelques
actions. De plus, ils expliquent que les investisseurs sont préts a recevoir
un rendement excédentaire négatif afin de se couvrir durant les périodes
de forte incertitude. En effet, la crise financiere de 2008 est contenue dans
notre période d’analyse. Notons que cette période a connu un niveau élevé
de volatilité ce qui justifie I'obtention de primes de risque de variance
négatives.

En s’intéressant aux statistiques descriptives de la table 3 on
constate qu’il existe une forte corrélation entre la prime de risque de
variance obtenue avec les deux méthodologies. Par exemple, dans le cas
de I'indice S&P 500 le coefficient de corrélation est de 84 % pour la pé-
riode du 4 janvier 1996 au 19 octobre 2016. Bormetti, Corsi et Majewski
(2016) effectuent une étude similaire ou ils comparent la prime de va-
riance sans modele, calculée comme étant la différence entre 1'espérance
conditionnelle de la variance réalisée et le carré du VIX, a la prime de
risque de variance obtenue avec le modele CGARCH. Dans la table 3,
p.35 de I'étude, les auteurs obtiennent une corrélation de l'ordre de 74
% pour la période d’analyse de 1996 a 2005. Lorsqu’on prend le méme
intervalle nous obtenons également un facteur de corrélation de 74 %.
Ces résultats sont également similaires a ceux de Carr et Wu (2009).
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Le tableau 4 compare les statistiques descriptives de la prime de risque de
variance aux deux études citées précédemment pour l'indice S&P 500.

TABLE 4 — Comparaison de nos résultats sur la VRP avec quelques
études pour I'indice S&P 500

1996/01 - 2003,/02 1996/01 - 2004/12 1996/01 - 2016/11
CW (2009) Mémoire BCM (2016) Mémoire Mémoire
Sans modele modele Sans modele modele Sans modele modele Sans modele modele Sans modele modele
Moyenne (%) -2,74 N/D -2,81 -2,05 -1,96 -2,25 -2,70 -2,10 -2,52 -2,00
Skewness -1,44 N/D -2,33 -0,91 -1,03 -1,65 -2,30 -1,00 -3,73 -2,76
Kurtosis 17,86 N/D 11,90 3,75 6,36 7,43 11,78 3,88 27,31 14,35

On remarque que la distribution de la prime de risque de variance
présente un coefficient d’asymétrie (skewness) négatif et un coefficient
d’aplatissement (kurtosis) élevé qu’on retrouve dans les trois résultats. La
moyenne de la prime de risque de la variance est aux alentours de -2 %. De
plus, on remarque que nos résultats obtenus selon les deux méthodes sont
tres similaires. Cette forte corrélation est présentée dans le graphique du
haut de la figure 7 qui permet de comparer la prime de risque de variance
pour I'indice S&P 500. On remarque que les deux dynamiques se suivent
malgré la présence de variation durant les périodes de forte volatilité.
Le graphique du bas illustre 1’écart entre les deux primes de risque de
variance, ce dernier est tres proche de zéro la plupart du temps.

De plus, d’apres la table 3, la moyenne des primes de risque de
variance des actions est généralement plus élevée (en valeur absolue) que
celle de I'indice S&P 500. Suite a une étude de 500 actions, Han et Zhou
(2011) déterminent que la prime de risque de variance est plus importante
en valeur absolue pour les actions de plus petite taille, les actions ayant
une moins bonne performance historiquement et les actions présentant
une plus grande volatilité.

En comparant la prime de risque de variance obtenue selon les
deux méthodologies pour les actions, on constate que les dynamiques de
la prime de risque de variance présentent majoritairement des corréla-
tions tres importantes. La figure 8 démontre que la prime de risque de
variance obtenue a partir du modele parvient a reproduire la dynamique
de la prime de risque de variance sans modele pour 'action de Apple.
Par ailleurs, on remarque que la prime de risque de variance avec mo-
dele varie moins que la prime de risque de variance sans modele. Ceci est
également visible dans la table 3 ou I'écart-type de la prime de risque de
variance obtenue sans modele est plus élevé que I'écart-type de la prime
de risque de variance avec modele. Cette différence s’explique lorsqu’on
porte une attention particuliere aux composantes de la prime de risque
de variance selon les deux méthodologies. Tout d’abord, on remarque que
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I'espérance conditionnelle de la variance réalisée sous la mesure physique
obtenue sans modele et ’espérance conditionnelle de la variance sous la
mesure physique obtenue avec modele dans le haut de la figure 6 ont une
dynamique similaire. Par contre, I’écart est beaucoup plus important lors-
qu’on compare ’espérance conditionnelle risque-neutre sans modele avec
I’espérance conditionnelle risque-neutre avec modele. De plus, cette diffé-
rence s’amplifie durant les périodes de fortes volatilités. Cette observation
nous indique que le processus de la variance conditionnelle risque-neutre
ne varie pas assez. La variance conditionnelle du processus de variance
sous la mesure risque-neutre du modele GARCH(1,1) de Christoffersen,
Heston et Jacobs (2013) notée Var;(h;,,) est donnée par

Vary(hi,) = 2a** + 4a**y*?h, ;.

Cette derniere dépend des parametres a* et v* et varie linéai-
rement par rapport a la variance conditionnelle risque-neutre historique.
Le parametre a* joue un réle important sur le kurtosis en impactant la
variance conditionnelle du processus de variance conditionnelle. On re-
marque que le niveau du parametre a* n’est pas assez élevé. Ceci est
expliqué par 'utilisation d’un facteur d’actualisation stochastique qui ne
génere pas un niveau de o suffisament élevé, ce qui a un impact sur la
variance conditionnelle risque-neutre. C’est une des raisons qui explique
que la moyenne de la prime de risque de variance sans modele semble
étre plus négative que celle obtenue avec le modele.

Une seconde explication réside dans la complexité de la structure
du VIX des actions. En effet, la table 1 démontre que 'erreur du VIX
est plus importante pour les composantes du DJ 30. Ces résultats ont
un impact direct sur les parametres du modeéle qui ne parviennent pas
a reproduire la dynamique du VIX du marché. Ce biais se reflete dans
un premier temps, sur le niveau de la variance généré a partir de ces
parametres et dans un second temps, sur le calcul de la prime de risque
de variance avec modele.

De plus, tout comme Carr et Wu (2009), on remarque que I’écart-
type de la moyenne de la prime de risque de variance obtenue sans modele
pour les actions est plus élevé que celui du S&P 500. Ceci indique qu’il
existe une plus grande variance dans les titres individuels comparative-
ment a l'indice. En effet, la méthode sans modele génere un coefficient
d’asymétrie (en valeur absolue) et un coefficient d’aplatissement beau-
coup plus élevé que celui du S&P 500. Ces caractéristiques de la dis-
tribution augmentent la probabilité d’occurrence de sauts négatifs. Du
et Kapadia (2011) ont démontré qu’en présence de saut, ’écart entre la
méthode de Bakshi , Kapadia, et Madan (2003) et le carré du VIX est
plus important.
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5 Conclusion

Ce mémoire compare la prime de risque de variance calculée se-
lon deux méthodologies. La premiere est une méthode non-paramétrique
et une seconde basée sur le modele GARCH-CHJ. L’étude porte sur I'in-
dice S&P 500 ainsi que les composantes du DJ 30. De plus, I'estimation
des parametres du modele est effectuée a l'aide de ’estimation du maxi-
mum de vraisemblance conjoint basée sur les rendements et le VIX. Cette
méthodologie innovatrice nous permet d’extraire la prime de risque de
variance. A notre connaissance, non seulement il n’existe aucune étude
ayant calculée la prime de risque de variance des actions a l'aide du
modele GARCH-CHJ, mais aussi aucune étude antérieure n’utilise des
données aussi récentes que les notres.

On remarque que la prime de risque de variance de l'indice S&P
500 est équivalente aux études antérieures. Les résultats démontent que
la prime de risque de volatilité obtenue avec le modele GARCH-CHJ
parvient a reproduire la prime de risque de variance calculée selon la
méthodologie non-paramétrique. De plus, on constate que la prime de
risque de variance selon les deux méthodologies est négative. Bien que la
corrélation entre les deux méthodologies est élevée, on remarque que le
modele parvient a répliquer le niveau de la prime de risque de variance de
I'indice mieux que celle des actions. Ceci est expliqué en partie par une
variation faible du processus de variance sous la mesure risque-neutre
engendrée par un niveau faible du parametre risque-neutre alpha. De
plus, 'erreur du VIX produit avec le modele GARCH-CHJ dont le niveau
est plus important pour les actions que pour le S&P 500 nous indique que
la dynamique du VIX des actions semble étre plus complexe que celle de
I'indice S&P 500. Cette situation a un impact sur le niveau de la prime
de risque de variance des actions calculée a partir du modele.
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6 Annexe
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F1GURE 2 — Comparaison de la volatilité risque-neutre du
pour l'indice S&P 500

modele avec la volatilité tirée des options selon la méthodologie de CBOE
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Le graphique du haut illustre la volatilité risque-neutre calculée avec le modele GARCH-CHJ et la volatilité tirée des options selon
la méthodologie de CBOE pour la période du 4 janvier 1996 au 29 décembre 2017 de I'indice I'indice S&P 500. Le graphique du
bas représente 'écart entre la volatilité tirée des options et la volatilité risque-neutre pour la méme période. Les régions grisées

représentent les périodes de récession.
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F1GURE 4 — Comparaison de la volatilité risque-neutre du modele avec la volatilité tirée des options selon la méthodologie de CBOE
pour 'action de Apple
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Le graphique du haut illustre la volatilité risque-neutre calculée avec le modele GARCH-CHJ et la volatilité tirée des options selon
la méthodologie de CBOE pour la période du 2 janvier 2008 au 29 décembre 2017. Le graphique du bas représente ’écart entre
la volatilité tirée des options et la volatilité risque-neutre pour la méme période. Les régions grisées représentent les périodes de
récession.
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FI1GURE 6 — Composantes de la prime de risque de variance de I’action Apple
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Le graphique du haut a gauche illustre ’espérance conditionnelle sans modele sous la mesure physique et risque-neutre de la variance réalisée pour la
période du 2 janvier 2008 au 29 novembre 2012 de 'action de Apple obtenue a partir des formules 2 et 3. Le graphique du haut a droite illustre ’espérance
conditionnelle sous la mesure physique et risque-neutre de la variance obtenue a partir du modele GARCH-CHJ en appliquant les formules 7 et 8. Les
graphiques du bas représentent la prime de risque de variance annualisée (VRP) qui correspond a l’écart entre 1'espérance conditionnelle sous la mesure
physique et risque-neutre calculée selon les deux méthodes. L’axe des ordonnées de la prime de risque de variance a été limité a -0.2 afin de mieux illustrer
les dynamiques. La prime de risque de variance sans modele atteint un minimum de -1.26 et est inférieure au seuil de -0.2 pendant 96 jours. Les régions

grisées représentent les périodes de récession.
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Fi1GURE 8 — Comparaison de la prime de risque de variance selon les deux méthodes pour l'action de Apple.
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Le graphique du haut compare la prime de risque de variance calculée sans modele avec la prime de risque de volatilité obtenue a
partir du modele GARCH-CHJ pour la période du 02 janvier 2008 au 29 novembre 2012 de I'action de Apple. Le graphique du bas
illustre I’écart entre les deux primes de risque de variance. Les valeurs de 'axe des ordonnées ont été bornées a -0,2 afin de mieux
refléter la corrélation entre les deux séries. Les régions grisées représentent les périodes de récession.
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TABLE 1 — Comparaison entre le VIX calculé en appliquant la méthodologie de la

CBOE et le VIX calculé avec le modele GARCH-CH.J.

Le tableau ci-dessous permet de comparer la volatilité tirée des prix d’options selon la
méthodologie employée par la CBOE a la volatilité risque-neutre 30 jours telle qu’obtenue a
I’aide du modele GARCH-CHJ équation 9. On y présente I’écart-type, ’erreur absolue moyenne
(MAE) , lerreur quadratique moyenne (RMSE) et la corrélation pour l'indice S&P 500 et 28
composantes du DJ 30.

Symbole Période Ecart-type MAE RMSE Corrélation
SP 19960104 - 20171229 3,663 2,871 3,695 0,920
MSFT 20080102 - 20171229 6,421 4,333 6,438 0,787
AAPL 20080102 - 20171229 7,830 5,817 7,855 0,809
JPM 20080102 - 20171229 11,240 8,065 11,621 0,934
JNJ 20080117 - 20171229 3,806 2,525 3,814 0,836
A\ 20080328 - 20171229 6,658 5,022 6,676 0,846
WMT 20080104 - 20171229 5,421 3,632 5,427 0,789
PG 20080114 - 20171229 4,313 2,965 4,333 0,844
XOM 20080102 - 20171229 5,226 3,744 5,287 0,914
DIS 20080114 - 20171229 6,408 4,129 6,447 0,829
HD 20080114 - 20171229 7,532 5,429 7,586 0,884
V7 20080102 - 20171229 5,281 3,596 5,317 0,900
KO 20080114 - 20171229 3,986 2,803 4,004 0,838
CVX 20080102 - 20171229 6,618 4,848 6,629 0,809
UNH 20080123 - 20171229 8,224 5,843 8,316 0,902
MRK 20080102 - 20171229 5,910 4,095 5,947 0,856
BA 20080102 - 20171229 6,602 4,596 6,648 0,853
CSCO 20080107 - 20171229 7,067 5,348 7,087 0,777
INTC 20080102 - 20171229 6,380 4,677 6,402 0,854
PFE 20080117 - 20171229 5,421 4,036 5,456 0,848
MCD 20080102 - 20171229 4,847 3,215 4,847 0,811
IBM 20080102 - 20171229 6,324 4,377 6,346 0,783
UTx 20080102 - 20171229 5,668 3,944 5,717 0,863
NKE 20080114 - 20171229 6,974 5,432 6,996 0,758
AXP 20080102 - 20171229 12,744 8,617 12,945 0,877
MMM 20080114 - 20171229 5,578 3,722 5,614 0,838
GS 20080102 - 20140416 14,200 9,618 14,456 0,881
CAT 20080102 - 20171229 7,943 6,173 7,997 0,847
GE 20080102 - 20171229 12,752 8,911 12,940 0,877
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TABLE 5 — Estimation du maximum de vraisemblance du modele HARG pour
I'indice S&P 500 et 28 composantes du DJ 30.

Symbole Période Ba Bw Bm é c L(RVy)
SP 19900201 - 20161019 19355 14995 5524 1,20 1,84E-05 -58206
MSFT 19980204 - 20121129 3673 3602 2826 1,00 7,23E-05 -27249
AAPL 19980204 - 20121129 1478 1032 1149 0,98 1,83E-04 -24577
JPM 19980204 - 20121129 2174 1866 2068 0,85 1,18E-04 -26229
JNJ 19980204 - 20121129 6601 6740 6380 0,97 3,40E-05 -30055
A4 19980204 - 20121129 2796 2822 1644 0,88 9,48E-05 -19588
WMT 19980204 - 20121129 2824 5663 3817 0,98 5,49E-05 -28582
PG 19980204 - 20121129 6546 7939 4207 1,03 3,56E-05 -30012
XOM 19980204 - 20121129 6452 7546 2635 1,27 3,88E-05 -25545
DIS 19980204 - 20121129 2516 3253 2083 0,96 8,15E-05 -27167
HD 19980204 - 20121129 2988 3249 2141 1,04 8,04E-05 -26971
VZ 19980204 - 20121129 3360 4799 3320 1,01 5,67E-05 -23671
KO 19980204 - 20121129 3360 4799 3320 1,01 5,67TE-05 -23671
CVX 19980204 - 20121129 6166 5583 2909 1,26 4,29E-05 -21719
UNH 19980204 - 20121129 1625 1860 1429 0,93 1,22E-04 -26505
MRK 19980204 - 20121129 3532 3304 2048 1,11 6,58E-05 -27986
BA 19980204 - 20121129 2110 2253 2131 1,06 8,89E-05 -27074
CSCO 19980204 - 20121129 2134 1918 1282 1,00 1,31E-04 -25566
INTC 19980204 - 20121129 7937 101 816 1,19 8,78E-05 -25663
PFE 19980204 - 20121129 3416 3581 2161 1,22 6,31E-05 -28051
MCD 19980204 - 20121129 3414 1902 4260 1,07 6,06 E-05 -28486
IBM 19980204 - 20121129 3674 4285 2326 0,98 6,37E-05 -28348
UTx 19980204 - 20121129 3946 4314 4200 0,98 5,60E-05 -28308
NKE 19980204 - 20121129 1957 1939 2045 0,90 1,02E-04 -27308
AXP 19980204 - 20121129 3089 2971 1501 0,81 9,95E-05 -26687
MMM 19980204 - 20121129 3970 5899 4064 1,07 4,67E-05 -29068
GS 19980204 - 20121129 3970 5899 4064 1,07 4,67E-05 -29068
CAT 19980204 - 20121129 3280 2781 2268 1,16 8,02E-05 -26940
GE 19980204 - 20121129 3914 3575 2117 0,97 7,38E-05 -27676

Le tableau ci-dessus présente les parametres optimaux du modele HARG estimés avec la méthode
du maximum de vraisemblance utilisant la variance réaliséé.
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