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Sommaire

Ce mémoire a pour objectif de comparer empiriquement le modéle SABR/LMM
au modéle SABR dans leur performance de tarification des caplets et dans la qualité
des paramétres de couverture liés & ceux-ci. Nous nous intéressons principalement
aux caractéristiques des différents modéles et nous calibrons chacun d’eux sur les
données de marchés. A I'aide des paramétres calibrés, nous valoriserons des caplets
sur la période portant du 1°" janvier 2007 au 27 octobre 2010 et calculerons le delta
de chaque caplet. Finalement, nous analyserons les prix et les deltas obtenus a I'aide
des modéles et les comparerons a ceux observés sur le marché avec pour objectif
d’obtenir une classification basée sur la performance des modéles d’évaluation de

produits dérivés de taux d’intérét.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Problématique

Au cours des derniéres années, et suivant la crise financiére de 2008, la confiance
dans les modéles d’évaluation a été fortement ébranlée, celle-ci étant pourtant un im-
pératif au bon fonctionnement des marchés financiers. La gestion des risques a alors
pris une place encore plus importante et est devenue un incontournable dans I'¢valua-
tion de la qualité d’un modéle de valorisation des instruments financiers. A cet égard,
il est nécessaire de valider un modéle en examinant sa capacité & déterminer le juste

prix aujourd’hui, mais également, son aptitude a gérer le risque des actifs qu’il valorise.

Dans cette optique, nous cherchons a valider la qualité des modéles d’évaluation
des produits dérivés de titres a revenu fixe et plus spécifiquement les caplets décou-
lant des volatilités des caps. Pour ce faire, nous évaluerons empiriquement chacun
des modéles et procéderons & une analyse comparative de ceux-ci. Les modéles qui
feront ’objet de notre recherche sont les modéles SABR et SABR/LMM. Ainsi, nous
étudierons les propriétés d’ajustement des modéles en déterminant leurs capacités a
reproduire les prix observés sur le marché et en mesurant la qualité de leur paramétre

de couverture. Pour y parvenir, nous calibrerons les différents modéles a partir des
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données historiques sur les prix des caplets, et par la suite, nous valoriserons les pro-
duits dérivés a 'aide des paramétres calibrés pour comparer les prix obtenus a ceux
du marché. Finalement, comme paramétre de gestion de risque nous calculerons le

delta de chaque caplet pour chacun des modéles et les comparerons entre-cux.

A D’aide des résultats obtenus, nous pourrons alors compléter I’analyse comparative
des modéles et valider ou invalider I’hypothése selon laquelle le modéle SABR/LMM
est en mesure de surperformer le modéle SABR en permettant d’obtenir des prix trés
proches de ceux du marché, tout en fournissant une évolution future raisonnable de
la surface du smile, ce qui assure une bonne qualité de la couverture. Nous serons
également & méme de mesurer les qualités des différents modeles sur une longue
période et de valider leur performance dans le temps, sachant que la période étudiée
contient des tranches de stabilité sur les marchés financiers et des tranches de grandes

décroissances des taux d’intérét.

1.2 Motivation

Nous souhaitons mettre en lumiére 'importance de la qualité des modéles dans
I’évaluation de produits dérivés de titres a revenu fixe avec une courbe de volatilité
implicite et de valider ceux-ci. De plus, le modéle SABR/LMM n’a pas fait 'objet
d’analyse face & des données historiques sur une longue période, ainsi que sur des
données plus volatiles et des taux d’intérét trés faibles, ce que les derniéres années
avec différents événements financiers nous ont fourni. Nous pourrons valider leur ca-
pacité a résister & des mouvements de marché inhabituels et & fournir des prix et des
mesures de risques justes et fiables. Nous serons ainsi davantage au fait de sa capacité
a étre intégré comme modéle d’évaluation de produits dérivés de taux d’intérét au

sein des marchés financiers.
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Finalement, I'une de nos grandes motivations est d’étre en mesure d’offrir une
critique solide, basée sur des données empiriques, en approfondissant nos connaissance

des modéles d’évaluation de produits dérivés de titre a revenu fixe.

1.3 Contribution

En apportant une évaluation empirique et comparative des différents modeles,
nous serons & méme de mesurer leurs forces et faiblesses et de faire une critique juste
et objective de ces derniers. De plus, notre contribution se fera au niveau de I'impor-
tance accordée a la période d’étude, pratiquement 4 ans, et a la capacité des modéles
a perdurer dans le temps. Ainsi, nos observations se feront durant des périodes de
grandes volatilités sur les marchés, mais également sur des taux d’intérét d’une fai-
blesse quasi-inégalée. Nous serons & méme de mesurer la qualité des modeles dans leur
capacité a modéliser les prix et les paramétres de risques des options et a reproduire

le plus fidélement possible I'évolution de la surface du smile de volatilité.

Ce mémoire se divisera de la maniére suivante. Dans le chapitre 2, nous ferons
une revue de la littérature permettant d’exposer les modéles utilisés ainsi que leurs
forces et faiblesses respectives dont la compréhension est nécessaire pour aller plus
en profondeur par la suite. Le chapitre 3 portera principalement sur 'approfondisse-
ment des connaissances des modeéles et leurs systéme d’équations afin d’en permettre
I'implémentation et la calibration. Nous présenterons dans le chapitre 4 les données
financiéres recueillies et les transformations nécessaires a leur utilisation. Le chapitre
5 présentera nos résultats et notre analyse comparative des différents modéles et fi-

nalement, nous concluerons dans le chapitre 6.
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1.4 Apercu des résultats

Nos résultats démontrent que dans le cadre d’une évaluation empirique des mo-
déles de valorisation des produits dérivés de taux d’intérét dits vanille, le modéle
SABR reste plus performant & tous les égards. De maniére global, il a ¢t¢é en mesure
de modéliser des prix minimisant les écarts avec ceux observés sur le marché, mais
plus spécifiquement, il a produit beaucoup moins d’erreurs de valorisation dans les
périodes de fortes décroissances des taux d’intérét et lorsque ceux-ci se sont maintenus
4 un niveau historiquement faible. Le modéle SABR/LMM, au dela de sa complexité
4 implémenter, a produit des résultats moins intéressants comparativement au SABR

en ayant des erreurs de tarifications généralement plus grandes.

De plus, nous avons décomposé nos résultats pour avoir une meilleure idée de la
performance de chacun des modéles par rapport a certaines particularités. Cependant,
il ne s’est pas dégagé de tendance particuliére pour ’ensemble de nos modeles d’é¢tude.
Ce constat s’est par la suite confirmé lors d’une étude des biais systématiques des
modéles par régression linéaire. Le modéle SABR et le modéle SABR/LMM se sont
avéré tous les deux biaisés, mais dans des proportions trés différentes selon les variables
explicatives. Globalement, seul le niveau général des taux s’est avéré une variable
explicative importante pour les deux modéles. Nous avons également observé que
le delta, mesuré a 'aide du DVO01, était cohérent avec la théorie, c’est-a-dire qu’il

évoluait dans la méme direction que le sous-jacent.



Chapitre 2

Revue de la littérature

Les modéles de valorisation des produits dérivés de taux d’intérét ont fait I'objet
de nombreuses recherches, ce qui a donné naissance a différents modéles. Notre ob-
jectif étant de faire une analyse comparative de ceux-ci, nous présenterons des lors
les modéles en mettant de I'avant leurs avantages et inconvénients respectifs. Pour
ce faire, nous utiliserons le modéle SABR (Stochastic Alpha Beta Rho) de Hagan,
Kumar, Lesniewski et Woodward (2002) comme point de départ, puisqu’il est devenu
le standard du marché ! pour évaluer les options sur taux d’intérét. Nous présenterons
par la suite le modéle qui est au centre de cette étude : le modéle SABR/LMM de
Rebonato, McKay et White (2009) qui s’inspire, comme son nom I'indique, du modéle

SABR et du modéle de marché LIBOR (LIBOR Market Model — LMM).

Avant d’aller plus loin, quelques définitions s’imposent sur les dérivés de taux
d’intérét. Un cap est une chaine d’options d’achat sur taux d’intérét dont chaque
option est un caplet et inversement, un floor est une chaine d’options de vente sur
taux d’intérét dont chaque option est un floorlet. Un swaption est une option donnant
droit d’acheter (call swaption) ou de vendre (put swaption) un swap sur taux d’intérét.

De plus, lorsqu’il est question de volatilité, il est courant de référer au smile et au

1. Rebonato, McKay et White (2009)
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backbone. Ils sont respectivement la courbe de la volatilité implicite en fonction du
taux d’exercice sachant le taux forward fixe et la courbe de la volatilité a la monnaie
en fonction des variations du taux forward. Finalement, on mesurera a I’aide du skew

Pasymétrie du smile de volatilité.

2.1 Le modéle SABR

2.1.1 Description du modéle SABR

Le modéle SABR a été développé par Hagan, Kumar, Lesniewski et Woodward
(2002) dans le but d’obtenir un modéle d’évaluation des produits dérivés de titres a
revenu fixe cohérent avec les données de marché et qui réponde au besoin de trading
et de couverture. Jusqu'alors, le modéle utilisé pour gérer le smile de volatilité de ces
produits était le modeéle de volatilité locale de Dupire (1994), mais les prévisions du
modéle sur le comportement du smile s’avéraient erronées. Selon ce modéle, la vola-
tilité implicite se déplace dans la direction opposée du prix du sous-jacent, or sur les
marchés, le smile bouge dans la méme direction que les taux forward. Ainsi, Hagan
et al. (2002) constatent qu’il n’est pas possible d’utiliser un modéle markovien fondé

sur un seul mouvement brownien pour gérer le risque du smile.

Le modéle SABR est donc un modéle markovien, mais fondé sur deux mouvements
browniens, I'un pour la dynamique des taux forward et le second pour la dynamique
de la volatilité. Le choix d’introduire un facteur stochastique dans la volatilité pro-
vient du fait que les marchés ont des périodes relativement tranquilles et relativement
chaotiques, ce qui, selon les auteurs, suggére que la volatilité n’est pas constante, mais
plutot une fonction aléatoire du temps. Suivant cette spécification, ils ont démontré
I'existence d’une solution unique pour la volatilité implicite qui peut directement étre

introduite dans le modéle de valorisation des produits dérivés de Black (1976).
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Il est également important de noter que les paramétres du modéle sont constants
dans le temps et spécifiques a un taux forward particulier, ce qui fait que le modéle
SABR n’est pas en mesure de décrire la dynamique de la courbe de la structure
par terme. Cela étant dit, ce n’est pas problématique pour I’évaluation des produits

dérivés de taux d’intérét «vanilley.

2.1.2 Forces du modéle SABR

Plusieurs modéles a volatilité stochastique ont précédé le modéle SABR tels que
ceux de Hull et White (1987), de Heston (1993), de Lewis (2000) ou de Fouque et
Papanicolaou (2000), mais la simplicité de celui-ci a certainement facilité son émer-
gence. Hagan et al. (2002) présentent un modéle homogéne dans le temps, autant
pour la dynamique des taux forward que pour la dynamique de la volatilité, qui peut
étre utilisé pour ajuster la courbe de volatilité observée sur le marché pour n’importe
quelle date d’exercice unique et qui prédit correctement la dynamique de la courbe de
la volatilité implicite. Ainsi, le modéle SABR permet d’obtenir un juste prix pour des
produits dérivés de taux d’intérét a date d’exercice unique tel que les caplets, floorlet
et les swaptions, mais contrairement & tous les modéles 'ayant précédé, il peut étre

utile pour gérer le risque du smile de volatilité.

L’un des grands avantages du modé¢le SABR, pour ses utilisateurs, est sa facilité
d’implantation et cela explique son essor sur les marchés financiers. D’ailleurs, Re-
bonato, McKay et White (2009) considérent qu’il est devenu le modéle de référence
sur les places financiéres pour communiquer le prix des options «vanille». Bien que la
formule explicite de la volatilité implicite soit lourde et complexe, elle n’est pas parti-
culiérement difficile a calibrer et une fois programmeée, il suffit d’injecter directement
la valeur obtenue pour la volatilité¢ dans la formule de Black (1976). Il est important
de noter que cette formule est une approximation, mais son niveau de précision est

suffisant pour des options a la monnaie ou autour de la monnaie.
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Un autre avantage pour 'utilisateur du modéle SABR est la possibilité de décom-
poser la formule de la volatilité implicite pour les options & la monnaie de maniére a
obtenir de 'information sur le smile de volatilité, et plus particuliérement sur le skew
et le backbone. De plus, les paramétres grecs 2 sont faciles & obtenir ce qui simplifie la

gestion des risques et améliore les stratégies de couverture.

2.1.3 Faiblesses du modéle SABR

La plus grande faiblesse du modéle SABR est probablement le fait qu’il n’est pas
en mesure de modéliser la courbe de la structure par terme des taux, et de ce fait,
chaque taux forward vit en vase clos sous sa propre mesure martingale. Il n’est donc
pas possible de faire la valorisation de produits dérivés reposant simultanément sur
une série de taux forward puisqu’on ne peut modéliser l'interaction existante entre
ceux-ci. Cette faiblesse est d’ailleurs 'une des principales raisons qui a poussé des
auteurs tels que Henry-Labordére (2007), Hagan et Lesniewski (2008), Mercurio et
Morini (2009) et Rebonato (2007) a développer de nouveaux modéles fondés en partie

sur les hypothéses du modéle SABR.

Un autre probléme du modéle SABR vient du fait que la formule analytique de la
volatilité implicite n’est valide que pour des options & la monnaie ou autour. Ainsi, il
n'y a pas de solution en forme fermée pour les produits dérivés trés hors de la monnaie.
De plus, la formule analytique pour trouver la volatilité implicite n’est valide que pour

les caplets et les floorlets, Nawalkha (2009). En effet, le processus du taux forward et

2.
~ delta : mesure du risque associé & des variations de 'actif sous-jacent ;
— vega : mesure du risque d’un changement général dans le paramétre de volatilité;
— vanna : mesure du risque que le skew augmente ; et

— volga : mesure du risque que le smile devienne plus prononcé.
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de la volatilité est défini sous la mesure du taux forward spécifique au dérivé, alors
que la tarification du swaption requiert que tous les processus des taux forward et

ceux des volatilités soient définis sous une mesure commune.

2.2 Le modéle SABR/LMM

2.2.1 Description du modéle SABR/LMM

Le développement du modéle SABR/LMM provient de la grande popularité du
modeéle SABR, mais également de son incapacité & générer une structure par terme,
qualité offerte par le modéle LMM de Brace, Gatarek et Musiela (1997). L'idée de
réconcilier la dynamique du modéle SABR avec le cadre théorique du modéle LMM
est d’abord celle de Henry-Labordére (2007), puis nous avons assisté a 'émergence de
différents modéles SABR/LMM tels que celui de Rebonato (2007), Morini et Mercurio
(2009) et Hagan et Lesniewski (2008). Dans le cadre de notre évaluation comparative,
nous nous pencherons principalement sur le modéle le plus complet et qui a fait 'objet
d'un livre, celui de Rebonato, McKay et White (2009). Ce modéle a une dynamique
stochastique pour le taux forward et pour la volatilité et présente une structure de

corrélation entre les taux, entre les volatilités et entre les taux et les volatilités.

Tout d’abord, le modéle de Rebonato, McKay et White (2009) est un enrichisse-
ment du modéle LMM dont la volatilité stochastique est modélisée selon les préceptes
du modéle SABR dans 'objectif d’atteindre des résultats proches de celui-ci, tout en
ayant la capacité de générer une structure par terme. L’idée derriére ce modéle est
d’utiliser les paramétres du modéle SABR pour trouver ceux du modéle SABR/LMM,
et par la suite, de procéder par simulation Monte Carlo pour obtenir des volatilités
instantanées. De plus, le modéle décompose la volatilité en deux fonctions : 'une
déterministe et 'autre stochastique, ce qui a théoriquement pour effet de réduire la

composante stochastique de la volatilité et d’offrir plus de stabilité au modéle.
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2.2.2 Forces du modéle SABR/LMM

La principale force du modéle SABR/LMM qui est, par ailleurs, la raison de leurs
créations est d’étre en mesure d’avoir un modéle qui lie la tarification des caps et des
floors avec celles des swaptions en étant capable de modéliser I'évolution conjointe
des taux. Non seulement, le modéle SABR/LMM est en mesure de le faire, mais il est
aussi en mesure de capturer le smile non monotone observé sur le marché des caps
et des swaptions. Par ailleurs, Rebonato, McKay et White (2009) ont démontré la
capacité de leur modéle & mettre en place des stratégies de couverture de premier et
de second ordre afin de valider les aptitudes du modéle & prédire le comportement du

smile de volatilité et celle du backbone.

De plus, les modéles SABR/LMM sont généralement homogénes dans le temps,
mais le modéle de Rebonato, McKay et White (2009) n’est pas stationnaire en co-
variance en comparaison avec le modéle LMM et les autres modéles SABR/LMM.
En effet, la structure de covariance étant stochastique, la condition de stationnarité
s’applique difficilement et il est nécessaire de I'affaiblir. Ainsi, ils proposent de défi-
nir I’homogénéité dans le temps tel un ensemble de processus stochastiques dont les
moments de deuxiéme ordre peuvent étre stochastiques, mais avec des distributions

qui sont stationnaires en covariance.

Finalement, il est possible de modifier la structure de volatilité du modéle de ma-
niére a s’adapter aux périodes chaotiques du marché. En fait, les modéles SABR et
SABR/LMM font, par construction, prévaloir un seul régime de volatilité stochas-
tique, or, plusieurs travaux dont Rebonato et White (2009) suggérent qu'il existe au
moins deux états différents : normal et chaotique. L’utilisation d’un modéle SABR/LMM

avec changement de régime peut étre trés utile pour la valorisation simultanée d’op-
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tions avec des échéances différentes, puisque les options & courte échéance en période
chaotique réagissent différemment des options avec une échéance plus lointaine. Par
contre, un modéle a changement de régime n’est pas, par définition, homogéne dans
le temps puisqu’on ne peut plus tenir compte uniquement du temps résiduel pour

déterminer les volatilités, les corrélations et les volatilités de volatilités.

2.2.3 Faiblesses du modéle SABR/LMM

Les principales critiques faites au modéle SABR/LMM de Rebonato, McKay et
White (2009) proviennent de Nawalkha (2009) qui tente de mettre en lumiére deux
problématiques importantes et inhérentes aux modéles. La premiére est I’hypothése
d’une dérive nulle pour le processus de la volatilité lorsqu’il y a un seul taux forward
entrant dans la valorisation d’un produit dérivé et I'utilisation de cette spécification
dans 'obtention de dérives non nulles pour les processus des volatilités des dérivés
plus complexes. Cela permet au modéle SABR/LMM d’étre général et cohérent avec
le modéle SABR, mais également de relier les caps et les swaptions, Rebonato et
White (2009). Une dérive nulle pour le processus de la volatilité est difficilement jus-
tifiable économiquement, et Nawalkha (2009) soutient que le probléme n’est pas que
théorique, mais aussi pratique puisque la volatilité est 'intrant le plus important dans
la tarification des options et qu'une hypothése erronée sur celle-ci peut entrainer de
sérieuses erreurs dans les prix. Par conséquent, il est probable que les options avec
une longue échéance aient des prix surestimés, et inversement, les prix de celles avec

une courte échéance, sous-estimés.

La seconde critique est I'impossibilité pratique de faire une analyse risque /rendement
qui requiert de I'information sur la mesure physique, mais en raison de la nature de la
calibration nécessaire avec le modéle SABR/LMM, il n’est pas possible de I'obtenir.

Nawalkha (2009) rappelle I'importance de ce critére dans I'évaluation de la qualité
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d’un modéle puisque pour un investisseur/spéculateur 1’équilibre entre le risque et
le rendement est une préoccupation importante. Or, le modéle SABR/LMM est ca-
libré de telle maniére qu’il n’est pas possible de déterminer ’évolution physique des
variables d’état, et ce, parce que le modéle ne les distingue pas des paramétres. En
fait, le modéle n’est pas homogéne dans le temps au sens strict du terme puisque les
intrants du modéle ont la possibilité de changer d'une période & 'autre. Nawalkha
(2009) précise que P'objectif d’estimer des paramétres neutres au risque qui assurent
au modéle de s’adapter parfaitement & la coupe transversale des prix du marché des
dérivés rend inapplicable des techniques économétriques de séries temporelles qui per-
mettraient de déduire les prix de marché du risque de taux d’intérét et du risque de
volatilité. Ainsi, ne pouvant connaitre la nature du processus physique, il n’est pas

possible de faire une analyse risque/rendement.



Chapitre 3

Modéles

Dans ce chapitre, nous présentons la modélisation mathématique des différents
modéles dont ’étude comparative nous intéresse. Cela permettra de bien comprendre
les dynamiques des modéles SABR et SABR/LMM et leurs caractéristiques propres
dans le cadre de la valorisation des produits dérivés de taux d’intérét, et plus parti-

culiérement des calplets.

3.1 Le modéle SABR

Le mod¢le SABR développé par Hagan, Kumar, Lesniewski et Woodward (2002),
rappelons le, utilise la formule de Black (1976) qui assure une relation objective entre
le prix de I'option européenne et le paramétre de volatilité, o, tel que les prix d'un

caplet et d’un floorlet sont :

Cpl(F;, K, 1,73, 05) = 1 P(t, Tia)[Fs())N (d1) — KN(dz)]; (3.1)
Fit(F;, K, t,7;,01) = 7:P(t, Tira)[KN (= dp) — Fi(H)N (—dy)], (3:2)

avec

InE8 4 127
dip= —K — 278 (3.3)
’ osVT;
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ou ;=T — T, V i=12,...,N.
P(t,T;11) est le prix d'une obligation zéro-coupon venant a échéance a la date Tjy,
Fi(t) = F(t,T;, Ti+1) est le taux forward, K est le taux d’exercice de 'option et N(-)

représente la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Les dynamiques du taux forward, Fi(t), et de la volatilité, V;(¢) pour le modéle

SABR sous la mesure forward neutre sont les suivantes :

dF(t) = Vi(t)Fi(t)%dZi(t), (3.4)
dVi(t) = viVi(t)dWi(), (35)
Vi(0) = o (3.6)
E%[dZ;(t)dW;(t)] = (3.7)

ot Z;(t) et W;(t) sont des mouvements browniens standards et ou 8; € (0,1], v; et o;
sont des constantes positives et p; € [—1,1]. Le modéle est ainsi entiérement spécifié
dans la mesure terminale Q; sous laquelle le taux forward et la volatilité sont mar-
tingales. Cette spécification est valide pour tous les taux forward, mais uniquement
lorsqu’ils sont isolés les uns des autres. Ainsi, les paramétres f;, p; et v; sont propres

a chaque taux forward i et ne dépendent pas du temps.

A partir de ce cadre théorique, Hagan et al. (2002) ont utilisé des techniques
de perturbations singuliéres pour obtenir les prix des options européennes, et de ces
prix, ils ont démontré que la volatilité implicite correspond a la formule analytique

approximative suivante :

1920

(1-8)? «af 1 piBivioy 2 — 3p? V2
: - i 3.8
[1+( o (HK)1‘5‘+4(F,,K)%—"‘+ o1 T+---|, (38

(FK) [1+£1_ﬁlln2ﬂ+ 1-B)4 It 4. ] x(2
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ol

2= Y(mK) P L

ai K ) (3’9)

et

V1I-2pzi+ 2l + 2z —pi
In prit A E T pi) (3.10)

.'L'(Zi) = 1= o
K

Notons que les points de suspension de I’équation (3.8) indiquent qu’il est possible
d’ajouter des termes de moments supérieurs, mais cela n’est généralement pas utile,

spécialement dans le cas d’options avec de courtes échéances.

Rappelons que le grand avantage du modéle SABR est qu'une fois la volatilité
implicite obtenue, il suffit de 'introduire dans la formule de Black pour trouver le
prix d’un caplet ou d’un floorlet. De plus, il est important de noter que les parameétres
B; et p; ne peuvent étre optimisés en méme temps, mais Rebonato, McKay et White
(2009) soutiennent que les participants au marché ont choisi de fixer le §; 4 0,5 et
démontrent empiriquement que les volatilité modélisés par le SABR sont plus proches
de celles observés sur le marché lorsque le §; est a 0,5 que lorsqu’il est égale a 0 . Ainsi,

il est possible de calibrer le modéle uniquement a partir des trois autres paramétres.

3.2 Le modéle SABR/LMM de Rebonato, McKay et
White (2009)

Plusieurs auteurs ont travaillé afin de lier le cadre théorique du modéle SABR
et celui du modéle LMM pour obtenir un modéle & volatilité stochastique qui tient
compte de I'interdépendance des dynamiques des taux d’intérét. Cet objectif n’est pas
que conceptuel puisque certains produits dérivés dépendent de plusieurs taux d’intérét

ce qui nécessite une modélisation conjointe de ceux-ci. Ainsi, les dynamiques du taux
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forward et de la volatilité sous la spécification du modéle SABR/LMM de Rebonato,
McKay et White (2009) pour la tarification des caplets peuvent étre exprimées de la

maniére suivante :

dF(t) = Fi(t)%si(t)dZi(t), (3.11)
dsi(t) = gi(t)dki(2), (3.12)
dkilt) _ o o)t + ha(t)dWi(e) (3.13)

ki(t) " i '
E%[dZ;(t)dZ;(t)] = pidt, (3.14)
EQ[dW;(t)dW;(t)] = ry;dt, (3.15)
EQ[dZ;(t)dW;(t)] = Ri;dt, (3.16)

et

gi(t) = (a+br)e™" +d, (3.17)
k-,(t) — k,(O)efOt (-%hﬂ(T—a)dH—h(T—s)dW,)’ (318)
hi(t) = (a+ Br;)e™ "™ + 4, (3.19)
on T7,=T—t. (3.20)

Ce modéle ne possédant pas de forme fermée permettant d’obtenir directement
des prix de caplets, il est nécessaire de procéder & une simulation Monte Carlo.
Notons également que ’absence d’une solution analytique rend la calibration du mo-
dele directement a partir des prix de marché particuliérement complexe. Sachant cela,
et sachant que les prix de marché sont obtenus a l'aide du modéle SABR, Rebonato,
McKay et White (2009) proposent d’utiliser les paramétres de ce dernier comme point

de départ et de les mettre en relation avec les paramétres de leur modéle.

Pour commencer, Rebonato, McKay et White (2009) cherchent a identifier des

paramétres de la fonction de volatilité déterministe du modéle, g;(t). Pour ce faire, ils
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utilisent la racine carrée de la valeur moyenne quadratique de la fonction, telle que :

T;
§(T,) = \/ % /0 o(u, T)%du, (3.21)

puisqu’ils démontrent que sa valeur devrait étre égale a la volatilité de Black, 0;(0),
calculée par le modéle SABR au temps 0. Ainsi, il est possible d’évaluer les paramétres
en minimisant la somme des erreurs au carré, tel que :

x"’=2[m(0)—g(7})r, V i=12,...,N, (3.22)

1

T;
ou g(ﬂ) = \/_;_1/0' [(Cl + b’ri)e‘“* + d]sz,'. (323)

Les valeurs de §(T;) obtenues ne correspondent généralement pas parfaitement aux
volatilités o;(0). Rebonato, McKay et White (2009) proposent de trouver une quantité
k;(0) telle que :
ki(0) = 20 (3.24)
' 9(T)
Ils s’assurent donc d’une concordance entre les volatilités de départ du modéle SABR

et celles de leur modéle.

Ensuite, pour déterminer les valeurs des paramétres de la fonction h;(t), Rebonato,
McKay et White (2009) démontrent que la condition suivante doit étre respectée afin

que les prix des caplets du modéle SABR et du modéle SABR/LMM concordent :
SABR & SABR/LMM
T; T;
/ Eloy(t)?]dt = / 0i(6E[k(1)2)dt =
0 0
) 2 T; .
(U’(O)) (e"fT— 1) — k;(0)? / g:(t)2eh®? gt (3.25)
0

Vi

t
on  h(t) = %/ h(s)%ds.
0
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A Tl'aide d’une expansion de Taylor de chaque coté de 1'équation (3.25), Rebonato,
McKay et White (2009) trouvent que I’égalité entre les premiers termes respectifs de

I’expansion est :

T;
6(0)°T = k:(0)’ / gi(t)dt, (3.26)
0

ce qui correspond exactement & la relation mise de ’avant précédemment par 'équa-
tion (3.24). En posant la méme égalité entre les seconds termes de I'expansion, ils

trouvent la relation suivante :

(Ui(O)ViS;BR)2T2 _ ki(0)2 /n g,'(t)2il(t)2tdt, =
0
v ABR — % (2 /0 ; gi(t)zfz(t)ztdt) § (3.27)

L’équation (3.27) permet donc d’établir la relation entre la volatilité de la volatilité
du modéle SABR et celle du modéle SABR/LMM. Ainsi, il est possible de trouver
la valeur des paramétres de la fonction i(T}) en minimisant la somme des erreurs au

carré, tel que :

i=1

=) [quBR - asz)(;?f' (2 /0 " gi(t)ziz(t)gtdt) T, V i=1,2,...,N, (3.28)

Finalement, Rebonato, McKay et White, proposent d’utiliser directement les pa-

ramétres du modéle SABR pour les coefficients p et 3, ainsi :

PSABR = PSABR/LMM, (3.29)

BsaBr = BsaBr/LMM- (3.30)



Chapitre 4

Données

4.1 Données brutes

Pour nous permettre de calibrer nos modéles d’évaluation de produits dérivés de
titres a revenu fixe, il est nécessaire de trouver les prix de ceux-ci. Pour ce faire, nous
utiliserons les cotes journaliéres sur le marché américain fournies par Bloomberg®. Ce-
pendant, les cotes offertes sont celles de la volatilité pour les caps pour un ensemble
d’échéance et de taux d’exercice donnés. Ainsi, pour trouver les prix historiques des
caplets, il sera nécessaire d’extraire les volatilités des caplets de celles des caps, pour
ensuite les introduire dans la formule de Black. Pour y parvenir, nous aurons égale-
ment besoin de la courbe des taux forward journaliére que nous construirons a partir

des taux LIBOR et swap disponibles sur Bloomberg.

Taux LIBOR et swaps

Pour construire la structure par terme des taux, nous utilisons les taux LIBOR
pour la partie court terme de la courbe — dont les échéances vont de un jour a un an —

et les taux swaps pour la partie plus long terme de la courbe — dont les échéances sont

1. Bloomberg est un systéme informatique qui contient, en autre, des bases de données historiques

sur différents produits financiers dont les taux d’intérét et les volatilités des caps et des swaptions.
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de un an et plus. Nous utilisons, dans les deux cas, les prix milieux (mid) de fin de
journée, c¢’est-a-dire le prix médian entre le prix offert (bid) et le prix demandé (ask).
Afin d’inclure la crise financiére de 2008, nous avons décidé de faire notre évaluation
comparative du 1" janvier 2007 au 27 octobre 2010. Ainsi, nous utiliserons toutes les

données disponibles sur les taux LIBOR et swaps entre ces dates.

Volatilités des caps

Les volatilités des caplets n’étant pas directement disponibles, nous utilisons les
volatilités des caps pour ensuite en extraire celles des caplets. Nous utiliserons, a
Pinstar des taux LIBOR et swaps, les volatilités milieux de fin de journée sur la
méme période. Notons que les volatilités des caps disponibles sur Bloomberg sont
pour les taux d’exercices suivants : 1, 1.5, 2, 3, 3.5, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14
(en pourcentage) et ATM. Cependant, les taux d’exercices 1.5 et 3.5 ont été ajoutés
tardivement et par conséquent, les volatilités ne sont pas disponibles sur toute la
période de I'étude. De plus, les données offertes sur le marché indiquent toujours la
volatilité d’un nouveau cap, c’est-a-dire qu’il n’est pas possible de faire le suivi d’'un

cap dans le temps.

4.2 Construction de la structure par terme

Pour construire la courbe de la structure par terme, nous utilisons le modéle de
Svensson (1994) qui propose d’exprimer le taux spot comme une fonction de quatre
facteurs admettant deux bosses. Ainsi, a l'aide des taux LIBOR et swap, nous cali-
brons de maniére journaliére les paramétres S de la fonction suivante :

1—e 7 1 — e~ AT
y(t, T) =Pt + Bat ('—:\e—) + Bat (.__e___ — e‘)\u‘r)
1T

)\uT

1_ — AT
+ Bu (——— - eW) , (4.1)

)\2t7'
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ou
A1 = 0,609,

Age = 0.3,
T=T-1t.

Les valeurs de Ay et Ay que nous utilisons ont été proposées par Diebold et Li (2006)
pour paramétriser la fonction afin de maximiser la convexité a trois ans et d’obtenir
une seconde bosse qui correspond bien & la réalité. Une fois calibré, le modéle de
Svensson (1994) nous permet de trouver les taux spot journaliers & tous les trois mois

pour une période de dix ans.

Pour faire la valorisation des caplets, nous avons principalement besoins des prix
des obligations zéro-coupons, P(t,T) et des taux forward, F(t,T;, Tiy1), dont la rela-

tion avec les taux spot est la suivante :

P(t,T) = e7v®D, on 7=T-1 (4.2)
1 -1 (ta 11) N
i 1 =] —————= _ - , =T —T;. 4.8
F(t,Ti, Tit1) m (P(t,']}+1) 1) ot =T —T, (4.3)

Ainsi, nous sommes en mesure de trouver tous les éléments relatifs aux taux qui sont

nécessaires a la valorisation des produits dérivés de taux d’intérét.

4.3 Extraction du prix des caplets

Pour trouver les prix des caplets, il faut d’abord extraire leur volatilité de celles
des caps et pour ce faire, nous utilisons une procédure en quatre étapes développée par
Létourneau (2012). Premiérement, nous voulons lisser la surface de volatilité des caps
en tenant compte des volatilités ATM. Pour y parvenir, Létourneau (2012) propose
de faire une régression polynomiale localement pondérée avec un polynéome d’ordre

deux et avec des pondérations basées sur la distance entre le taux d’exercice et le
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taux forward ATM.

Deuxiémement, nous procédons & une interpolation des volatilités des caps man-
quants pour différentes maturités. Ainsi, nous cherchons a obtenir des volatilités pour
tous les caps avec un intervalle de trois mois sur dix ans. Cependant, puisque la
premiére maturité est & un an, nous devons faire une extrapolation des volatilités
pour les maturités inférieures a cela. Suivant les interpolations dans la dimension des
maturités, nous procédons a la méme méthode pour la dimension du taux d’exer-
cice, afin d’obtenir un plus grand nombre de strike. Cependant, si le prix d’exercice

du cap ATM est inférieur & 1%, nous ne faisons pas d’extrapolation au dela de celui-ci.

Troisiémement, nous procédons a la tarification de tous les caps a 'aide de la
formule de Black (1976), ce qui nous permet d’obtenir directement les prix des caps
pour différentes échéances et d’en déduire les forward caps pour chaque année, tel

que :
ForwardCap(F;, K,S,T) = Cap(F;, K,t,T) — Cap(F;, K,t,5) (4.4)

et sachant que

T
ForwardCap(F;, K, S,T) =Y _ Caplet(F;, K, i) (4.5)
=S

il nous est possible d’utiliser un algorithme de résolution standard, tel que proposé¢

par Létourneau (2012), qui permet de trouver une volatilité propre a chaque caplet.



Chapitre 5

Résultats et Analyses

Dans le cadre de notre analyse empirique et comparative du modéle SABR de Ha-
gan et al. (2002) et du modéle SABR/LMM de Rebonato, McKay et White (2009),
nous avons repris la méthodologie de Gupta et Subrahmanyam (2005) et 1’avons
adapté aux modéles testés. L’étude de ces derniers portait sur la performance de ta-
rification et de couverture des modéles de tarification des options sur taux d’intérét,
et plus particuliérement sur les modéles unifactoriels et multifactoriels modélisant la

structure par terme des taux d’intérét.

A linstar de ceux-ci, nous avons divisé notre étude en trois thémes, soit une ana-
lyse sommaire de la stabilité des parameétres, une évaluation comparative détaillée de
la performance des modéles & valoriser les caplets, que nous avons accompagnée d’'une
analyse des composantes influencant la dite performance, et finalement, nous avons
évalué la qualité du paramétre grec delta de chaque modéle. I1 est toutefois a noter
que le dernier théme s’¢éloigne davantage de la méthodologie de Gupta et Subrahma-
nyam (2005), puisque contrairement & eux, nous avons choisi de limiter notre étude
a ’évaluation de la qualité du paramétre grec delta sans le soumettre directement a

une stratégie de couverture.
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5.1 Stabilité des paramétres dans le temps

La stabilité des paramétres d’un modéle de produits dérivés de taux d’intérét dans
le temps est généralement un indicateur de la capacité de celui-ci & produire un smile
et un backbone dont I’évolution temporelle est cohérente avec les parameétres de mar-
ché. Par cohérante nous entendons que le smile de volatilité et le backbone seront
fonction des intrants de marché et non directement des paramétres des modéles. En
vérifiant la stabilité de la valeur des paramétres des modéles dans le temps, nous
sommes & méme de quantifier les variations et de déterminer l'existence d’instabilité
d’un modéle ou potentiellement des problémes dans la calibration de nos parameétres.
Pour examiner la stabilité des paramétres des modéles calibrés, nous présentons un
sommaire statistique de chaque paramétre calibré pour chacun des modeles dans le

tableau 1.

Tableau 1: Sommaire statistique des paramétres calibrés des modéles

KBediane foarttype

Modele Paramétie Ho

0.0837 0.0000 0.1418 0.0584 0.0243 0.3816

a

SABR v 0.3848 0.0000 1.8008 0.3385 0.1834 0.4758
-0.0488 -1.0000 1.0000 -0.2239 0.5840 -11.8733

gi -0.0207 -0.0877 0.0413 -0.0227 2.0180 -0.8170

{gia -0.1477 -0.3449 -0.0882 -0.1280 0.0582 -0.3738

{gi b 0.1538 0.0326 0.6829 0.1285 0.0892 0.5809

fglc 0.8584 0.3068 2.0473 0.9584 0.3590 0.3788

{gid 0.0638 0.02%8 0.1006 0.0648 0.0117 0.1828

SABR/LMM by 0.5488 -0.0782 1.8683 05123 0.3024 0.7150
{hja 0.8171 -1.0000 2.6300 0.297% 0.7338 1.4180

{h) B 0.7081 0.0000 1.0000 1.0000 0.3998 0.5668

{hl v 1.4031 0.06000 10.0000 0.7309 1.2722 0.9067

(h) 3 0.1817 0.0000 0.7508 02134 0.4520 0.9882

K 0.9978 0.000 1.3308 1.0019 0.0828 0.0829
p -0.0488 -1.0000 1.0000 -0.2238 0.8840 -11.9733

Il est important de noter que les paramétres estimés ne sont pas directement
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comparables entre eux. Afin de contrer cette limite, nous utilisons le coefficient de va-
riation qui est un rapport de I’écart-type sur la moyenne pour valider la stabilit¢ d'un
paramétre pour la période de notre étude. Ce paramétre statistique n’est cependant
pas une mesure parfaite, puisque par stabilité nous ne voulons pas dire constance.
Un parameétre peut aisément évoluer au travers du temps, ce qui lui donnerait un
coefficient de variation supérieur & un paramétre quasi-constant. Or, cela n’en ferait
pas nécessairement un paramétre moins stable. De plus, la période d’étude est suffi-
samment longue pour nous permettre de penser qu’une évolution temporelle dans la

valeur de nos paramétres n’est pas a exclure.

C’est pourquoi nous avons complété notre analyse statistique en construisant un
écart-type basé sur une moyenne mobile trente jours. Pour ce faire, nous avons calculé
I’écart au carré entre le paramétre pour une journée donnée t et la moyenne de celui-ci
au cours des 5, 20 et 60 jours ouvrables précédents celui-ci. Nous avons ensuite divisé
la somme des écarts obtenus et avons finalement appliqué la racine carré au résultat

tel que :

N T - 2
nsa = | L3 (81 - (B D) 6.)
i=1 t=1
ol z est la valeur du paramétre pour un taux forward donné au temps ¢ et j le
nombre de jours de notre moyenne mobile. Ce faisant, nous avons obtenu un écart-
type modifié, présenté dans le tableau 2, basé sur une moyenne mobile correspondant

respectivement a environ une semaine, un mois et un trimestre.
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Tableau 2: Ecart-type avec moyenne mobile

Moyenne mobile

Modéle Paramétre

60 jours
a 00194 0.0328 0.0472
SABR v 03144 04230 055834
0.7277 0.8207 1.2162
0.0140 0.0143 0.0182
0.0181 0.0223 0.0310
0.0250 2.0424 0.0608
0.0793 01274 0.1788
0.0023 4.0032 0.0028
by 9.3388 0.2388 0.3830
SABR/LMIM thia 3.2898 0.4372 05884
{h) g 0.2483 0.3018 0.3881
(hly (.5902 08313 1.0988
{h} & 00988 0.117¢ 0.131¢8
K 01708 0.2074 0.2364
p 07277 0.9207 1.2182

En regardant de prés les représentations graphiques des paramétres calibrés (fi-
gures A1 & Al14, présentées & annexe A) au cours des différentes journées de I’échan-
tillon et en les mettant en relation avec les coefficients de variations et les écarts-types
modifiés en fonction d’une moyenne mobile, nous sommes & méme de constater la sta-
bilité des paramétres dans le temps n’est pas uniforme d’'un parameétre a 'autre et
d’un modéle a l'autre. Considérant que Gupta et Subrahmanyam (2005) dans leur
étude des modéles avaient fixé un seuil d’acceptabilité du coefficient de variation a
0,5 pour considérer les paramétres comme étant relativement stable dans le temps,
nous pouvons observer que seulement 6 paramétres sur les 14 calibrés présentent une
certaine stabilité temporelle. Cependant, en observant les résultats de nos écarts-types
en fonction de moyenne mobile, on remarque que plus le nombre de jours est grand
dans le calcul de la moyenne mobile, plus I'écart-type du paramétre est élevé. De plus,
ce constat est valide pour 1’ensemble des paramétres calibrés. C’est donc dire que les
paramétres des modéles SABR et SABR/LMM ont une variance plus faible et donc

davantage stable sur de courte période que sur des périodes plus grandes.
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5.2 Evaluation empirique des erreurs de tarifications

L’évaluation empirique des prix est le critére prédominant de notre étude et plus
spécifiquement, la minimisation de ’erreur de tarification avec les données de marché.
En effet, 'appréciation d’un modéle d’évaluation financiére se base essentiellement sur
sa capacité a capturer l'information courante sur les marchés et de la transposer de

tel sorte que le prix de I'option soit le plus prés possible de la réalité.

Nous présenterons d’abord nos résultats dans le cadre d’une analyse générale des
erreurs de tarifications de caplets pour les modéles SABR et SABR/LMM en com-
parant les prix des caplets obtenus & ceux disponibles sur le marché. Suivant cela,
nous présenterons une analyse des mémes erreurs de tarifications, mais suivant une
segmentation de ces derniers en fonction de trois critéres pertinents et pouvant poten-
tiellement avoir un impact sur les erreurs de tarifications : la moneyness des options,
le niveau des taux d’intérét sur les marchés et la maturité des options. Nous poursui-
vrons notre analyse en présentant nos résultats des erreurs de tarifications découlant
d’une calibration des modeéles étudiés basée uniquement sur les prix des options a la
monnaie. Finalement, nous prendrons le temps d’étudier dans cette section les biais
systématiques potentielles des modéles a 1'aide d'une régression économétrique sur la

coupe transversale de notre échantillon.

5.2.1 Reésultats et analyses

Tel que discuté plus haut, la mesure de la performance de la tarification est au
cceur de notre objectif de faire une évaluation comparative des différents modéles de
valorisation des produits dérivés de titres a revenu fixe. Pour y parvenir, nous avons
vérifié la capacité de chaque modéle a prédire le prix d’un caplet conditionnellement

a l'information courante. Nous avons donc calibré les paramétres de nos modeles a
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partir des prix de marché des caplets. Par la suite, nous utilisons les paramétres cali-
brés pour recalculer les prix des caplets. Nous sommes donc en mesure de mesurer la
qualité de la calibration de chacun des modéles de maniere directe en les comparant
au prix de marché disponible. L’examen des erreurs de tarification produites se fera
principalement sur la base de I'erreur absolue et relative pour chacun des modé¢les de

notre étude.

Avant d’aller plus loin, nous présentons ici la méthodolige employée dans le calcul
des erreurs de tarifications de nos modéles. Celle-ci est applicable a la fois pour les
prix obtenus suivant la calibration des modéles sur l'ensemble des prix de marché
disponibles et pour ceux suivant la calibration sur les prix des options a la monnaie
uniquement. De plus, il est & noter que nous utilisons les valeurs des parameétres
obtenus pour la date t et la structure par terme a la date ¢, afin de trouver le prix
d’un caplet a la date t. De cette fagon, nous sommes en mesure de trouver pour
chaque jour de I'échantillon un prix de caplet calculé sur une base comparable au
prix de caplet observé sur les marchés. Ainsi, une fois les prix des caplets obtenus,

Perreur de tarification absolue et relative pour chaque caplet se calculent telles que :

Eabs(-Fh K: t) = Cplcal(Flia K’ t> Tiy Ui) - Cplobs(ﬂ: K, ta Tiy Ui)a (52)

_ Eabs(Fi:K, t) =
Erel(E; K’ t) B Cplobs(Fia K, ta T, U‘i) . (03)

Nous sommes donc & méme de produire des statisques descriptives facilitant I’ana-
lyse des résultats et offrant une base de comparabilité entre les modéles, tels que la
moyenne, I’écart-type, l'erreur minimum et maximum de I'échantillon, la médiane et
le coefficient de variation qui est un rapport de I’écart-type sur la moyenne. Le tableau
3 présente les statistiques générales des erreurs de tarification absolues et relatives
des caplets pour le modéle SABR et le modéle SABR/LMM.
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Tableau 3: Comparaison de la performance de tarifications des différents modéles

Ecart.type

Errewr Moyenne 1 Minimum Maximum Médianne

SABR absolue -2.34 7.02 -411.34 53824.29 <318 88.05 -36.7569
relative -1.17E+78 1.17E+78 -5.49E+80 3.52E+38 -5.05E-03 §.58E+77 -7.31E+02

SABRILHA absolue 8272 86.17 -2804.40 8447214 71.21 12228 1.3188
relative -1.77E+13 177E+13 -243E+18 1.00E+00 1.00E+00 E70E+18 -3.21E+02

Au vue de ces résultats, on remarque rapidement que les statistiques descriptives
des erreurs de tarification relatives sont particuliérement élevées. Mathématiquement,
cela s’explique par le fait que le numérateur est largement plus faible que le dénomi-
tateur. Dans le cas présent, cela indique que les modéles ont produit des erreurs de
tarifications trés faible pour des prix élevé. A toute fin pratique, cela rend les erreurs
de tarifications relatives inutilisables pour 1'analyse de la performance des modéles.
Conséquemment, nous présenterons 1’ensemble de nos résultats sur la base des erreurs

de tarifications absolues.

Incidemment, la moyenne et la médiane des écarts de prix en absolus du modéle
SABR sont négatives, c’est-a-dire que le modéle a tendance & surévaluer le prix des
options, et au contraire, le modéle SABR/LMM sous-évalue vraisemblablement les
options puisqu’il a une moyenne et une médiane positives. Cette différence de ré-
sultats est d’autant plus surprenante que la calibration des parameétres du modele
SABR/LMM est faite sur ceux du modéle SABR. Nous étions en mesure de nous
attendre que les erreurs induites par les paramétres du modéle SABR auraient un
impact similaire sur ceux du modéle SABR/LMM. Ainsi, I'instrumentalisation des

paramétres du modéle SABR n’entraine pas le biais systématique attendu.

De plus, 'analyse des résultats du modéle SABR/LMM nous permet de remar-
quer que non seulement la moyenne et la médiane sont supérieures, mais également les

autres statistiques de dispersion. Le minimum et le maximum sont plus élevés quoique
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que dans tous les cas, autant pour le modéle SABR que pour le modéle SABR/LMM,
ces erreurs semblent étre les résultantes de mauvais prix qui sont eux le résultat d’un
probléme de calibration du smile. En effet, nous ne pouvons passer sous silence le fait
que pour certaines journées de I’échantillon la matrice source des volatilités présentait
des distorsions dans le smile. Nous avons observé ces distorsions, principalement pour
des options trés hors de la monnaie et leur utilisation pour la valorisation directe des
caplets dans le modéle de Black (1979), ne causaient pas trop probléme. Cependant,
dans le cadre d’une calibration ot ’'on tente de minimiser les erreurs, la cohérence
entre les éléments revét une importance plus grande. Nous sommes en mesure de
constater que cela a produit, dans de rares cas seulement, des paramétres aberrants
qui ont & leur tour produit des prix erronés. C’est d’ailleurs pour cette raison que nous
avons décidé de procéder a une calibration des modéles basée uniquement sur les prix
de caplets de marché a la monnaie. Nous serons donc & méme d’analyser I'impact de ce
probléme un peu plus loin. Notons également que le logarithme naturel de la money-
ness, ¢’est-a-dire le ratio du taux forward sur le taux d’exercice du caplet est I'une des

variables explicatives de notre régression linéaire pour I'é¢tude des biais systématiques.

5.2.2 Décompositions des erreurs de tarifications par facteur

Pour I'analyse comparative de nos résultats, nous avons décidé de les décomposer
en fonction de trois grands éléments susceptibles d’avoir un impact sur la qualité des
prix obtenus. La premiére décomposition est fonction de la moneyness des options,
a savoir si l'option est dans la monnaie (ITM), a la monnaie (ATM) ou hors de la
monnaie (OTM). La seconde est fonction de I'évolution des taux d’intérét (le taux
LIBOR ameéricain 3 mois) sur le marché. Nous avons défini trois grandes périodes
d’observation dans notre échantillon : la premiére est au début de I’échantillon et
correspond & des niveaux de taux d’intéréts historiquement standards entre 4,5% et

5%, la seconde est la période de décroissance des taux d’intérét qui passe de 4,5%
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a 1%, et la derniére qui est une période de taux d’intérét trés faible allant de 1% a
0.25%. Finalement, notre troisiéme et derniére décomposition est celle qui est relative

a la maturité des caplets.

Cette décomposition des résultats nous permet de mieux comprendre I'impact de
ces trois facteurs sur les modéles et d’étre en mesure d’observer les distorsions qu’ils
sont susceptibles d’introduire. De plus, ces segmentations des erreurs de tarifications
nous donnent un premier aper¢u de l'influence que peut avoir un intrant de marché
sur la performance des modéles, puisque les facteurs choisis seront repris pour notre

étude des biais systématiques.

Evaluation comparative en fonction de la moneyness

L’intérét que nous portons a 'impact de la moneyness sur les écarts de prix s’est
développé en visualisant graphiquement les prix modélisés. Tel que présentés dans les
graphiques en annexe (figures A15 a A23), nous observons la difficulté que semble
avoir les modéles en général & modéliser le prix d’une option trés hors de la monnaie.
Le modéle SABR a plus de difficultés a faire converger les prix vers zéro, alors qu’a
I'inverse, le modéle SABR/LMM converge trés rapidement vers zéro. A I'instar de ce
constat, nous avons décidé de décomposer nos résultats sur les écarts de prix entre

ceux modélisés et ceux observés sur les marchés.
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Tableau 4: Comparaison de la performance de tarifications en fonction de la moneyness

Modéle Critére Moyenne { ::j e "ml AT Baximum B nne Ecarttype
-2.34 7.02 -411.34 £53824.99 -0.18 86.05 -38.7569
SABR ATHM -4.43 5874 -113.44 £4.88 -3.30 8.12 -1.8303
L -2.12 1118 -312.14 986.82 238 28.49 -13.4870
OTH -2.03 5.08 -411.34 83824 92 -0.33 108.61 -£3.8689
9272 96.17 -2834.40 64472.14 71.21 12228 1.3188
ATH 21497 21878 -2637.04 £17.38 22985 8111 0.3789

SABR/LE

T 101.41 111.22 -2450.33 397.7¢ 9393 83.07 0.8182
OTM 8452 55.28 -2894 40 54472.14 41.21 12032 2.0043

Avant de poursuivre dans I’analyse de la décomposition, il est nécessaire de pré-
ciser que les résultats de chacune des tranches de la décomposition n’a pas la méme
importance. En effet, les modéles devraient étre beaucoup plus performants pour les
options & la monnaie ou autour de la monnaie, puis dans la monnaie et finalement,
la qualité de la valorisation du prix des options hors de la monnaie (surtout pour
celles trés hors de monnaie) a une importance moindre. En se basant sur ces cri-
téres et en observant les résultats présentés dans le tableau 4, la moyenne de l'erreur
de tarification absolue du modéle SABR est nettement inférieure & celle du modéle
SABR/LMM, et ce, pour 'ensemble des cas de figures. Cependant, notre hypothése
selon laquelle les modéles devraient étre plus performants pour les options & la mon-
naie ne s'est pas révélée juste. En effet, la moyenne des écarts en valeurs absolues pour
les prix de caplets a la monnaie des modéles sont plus élevées que pour celles dans la
monnaie et hors de la monnaie. Par contre, les écarts-types sont inférieurs pour les
caplets & la monnaie comparativement a ceux obtenus pour les options a I'intérieur
de la monnaie et a l'extérieur de la monnaie. En somme, les statistiques descriptives
nous indiquent que les modéles produisent des erreurs de tarifications généralement
plus élevés pour les options a la monnaie, mais que 'amplitude des erreurs est moins

grande que pour les caplets dans la monnaie et hors de la monnaie.
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Evaluation comparative en fonction de ’évolution des taux d’intérét

Les taux d’intérét et, par le fait méme, la structure par terme ont évolué et changé
au cours de la période d’étude et nous sommes intéressés a analyser le comportement
des modéles selon que les taux sont & des niveaux relativement normaux ou histo-
riquement faibles. Nous allons également étudier la période de mouvance, quoique
nous n’avons qu’une période de décroissance des taux et aucun comparable pour une

remontée de ceux-ci.

Tableau 5: Comparaison de la performance de tarifications en fonction de I'évolution des taux

Minimum Maximum Médianne Fcarttype

-2.34 -411.34 §3824.92 -0.19 86.08 -36.7569

SABR élevé -3.81 -411.34 8382499 0.00 188.11 -£3.8229
diminution -1.23 -384.12 gz.z2 0.00 1388 -11.2236

bas -2.78 3 -128.66 31.62 -112 754 -2.7389

89272 -2894.40 8447214 71.21 12228 1.3188

SABRILMM |- élevé §3.62 -1032.81 6447214 42.98 20333 3.1881
diminution 89.39 -2884.40 417.38 §5.18 89.43 1.0004

bas 10876 -71.60 368.49 80.92 87.21 0.7844

Le tableau 5 présente nos résultats en fonction de ’évolution du taux LIBOR
trois mois, et les résultats des erreurs de tarifications absolues ne nous permettent
pas de tirer de conclusion particuli¢re, sinon que le modéle SABR/LMM a moins bien
performé lorsque les taux sont plus faibles, puisqu’il y a eu un accroissement de ces
erreurs de tarification au fur et & mesure que les taux ont diminué. Cela dit, nous se-
rons davantage en mesure de conlure une fois que nous aurons présenté¢ 1'étude sur les
biais systématiques potentiels des modéles, sachant qu'il y a deux variables traitant
de la surface des taux d’intérét, soit le taux LIBOR 3 mois et la pente de structure

par terme.



CHAPITRE 5. RESULTATS ET ANALYSES 34

Evaluation comparative en fonction de la maturité

Considérant le fait que la maturité de I'otpion est un intrant important dans les
modéles de valorisation des produits dérivés, nous avons cherché a savoir si celle-ci
avait un impact sur la performance de nos modéles a reproduire les prix de marchés.
Sachant que nous avons utilité des caps ayant une maturité de 10 ans et que chaque
caplet a une durée de trois mois, nous avons donc obtenu une coupe transversale
pour 39 maturités différentes (le premier caplet étant déterministe). Pour des fins
de présentation, le tableau 6 présente les résultats obtenus pour certaines maturités

seulement *.

Tableau 6: Comparaison de la performance de tarifications en fonction de la maturité

Baxiom Bedianne

BMirdmurn

2335 31214 224565
04 712 8.12 7542 2713 164
08 -3.08 557 4100 3279 200
12 .02 455 3118 26.58 0,40
16 058 424 20,88 27.32 001 578 1038562
SABR 20 071 491 2349 2672 017 5.5 9.2572
74 570 253 26,11 2585 6.20 728 10,3943
2 062 6.14 “28.29 27.90 0.3z 7.82 128651
32 D72 5.66 E7.02 50.82 0.41 8.84 12,3855
36 108 781 8372 £5.40 0.39 10.65 101082
30 214 1386 41134 53824.69 0.15 524.81 245.0812
01 3332 36.36 -2894.40 103.27 0.0 129,88 -3.8979
[ 20.61 29.62 FEa2 273.52 577 4338 31038
08 5418 8425 2241 301.48 3885 53.92 09959
12 70.96 70.06 374 31250 5254 7247 0.9084
16 91.31 91.31 188 32338 65.04 75.97 0.8320
SABR/LMI 20 103.93 103,93 18 34034 78.65 7982 0.7580
74 11432 11432 210 380.42 9271 §2.46 07218
28 123.19 12318 21 363,93 104.34 8362 0.6780
32 13059 130,59 1055 368.02 11453 83.45 0.6390
36 13544 13546 2429 38155 12154 82.38 06083
39 142,45 1izz8 4508 8447214 1208 £35.00 37586

En représentant les erreurs de tarifications de la coupe transversale en fonction de
la maturité, nous sommes & méme de constater que 'amplitude de ceux-ci croit avec

le passage du temps pour le modéle SABR/LMM. Cette tendance peut probablement

1. L’ensemble des résultats est présenté dans le tableau Bl de Pannexe B
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s’expliquer par une caractéristique instrinséque du modéle qui est de modéliser 1'évo-
lution conjointe des taux. Or, cela fait en sorte que les prix que nous avons obtenus
pour ce modéle divergent davantage de ceux observés sur les marchés et le rend moins
performant que le modéle SABR qui lui n’est pas impacté par la maturité des options.
Cependant, on remarque qu’il a produit des écarts de prix plus important pour les

caplets en début de période.

Finalement, la segmentation des erreurs de tarifications en fonction des trois fac-
teurs que sont la moneyness, le niveau des taux et la maturité, nous permet de conclure
que la performance du modéle SABR est vraisemblablement moins influencée par ses
trois composantes que le modéle SABR/LMM, et ce, principalement pour ce qui a

trait & la maturité des caplets.

5.2.3 Reésultats et analyse d’une calibration sur les options

ATM

Ensuite, et dans la méme lignée que Gupta et Subrahmanyam (2005), nous cher-
chons & mesurer l'erreur de tarification de la coupe transversale. Pour y parvenir,
nous avons calibré les paramétres de nos modéles en utilisant uniquement les prix des
caplets a la monnaie, et allons tarifier & nouveau les caplets a ’aide des paramétres
obtenus, et ce, pour I’ensemble de notre échantillon y compris pour les options dans la
monnaie et hors de la monnaie. L'utilisation d’une méthode alternative pour évaluer
les options sur taux d’intérét nous permet de tester la robustesse et I’ampleur de nos
erreurs de tarifications dans le cadre d’une méthodologie estimative. Tout comme fait
précédement, nous avons calculé et présenté dans le tableau 7 les statistiques des-
criptives des erreurs de tarifications de chacun des modéles afin d’en faire I’analyse.
De plus, nous avons reproduit les tableaux sur la stabilité des paramétres et sur la
décomposition des erreurs en fonction de certains facteurs que nous présentons dans

I'annexe B.(tableaux B2 a B7).
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Tableau 7: Comparaison de la performance de tarifications des différents modéles

Minimum HMaximum Meédianne Ecartiype

Moyenne

absciue 8.62 19.23 -312.14 6448372 4.20 97.71 11.3380

BR

SA relative 5.82E+113 £.82E+113 -8.58E+10 3.64E+119 4.12E-02 4.80E+115 7.91E+02

SABR/LIM absolue 92.39 96.13 -2077.98 8447214 58.74 131.32 14218
relative 4.19E+32 419E+32 -2.97E+17 2.4BE+38 1.00E+D0 3.11E+38 7.42E+02

Globalement, 'amplitude des erreurs de tarifications basée sur ce test en coupe
transversale renforce nos conclusions précédentes qui démontraient que le modéle
SABR surperforme le modéle SABR/LMM dans sa capicité a valoriser le prix des
caplets. En effet, bien que le modéle SABR dans le présent cadre d’analyse avec ca-
libration sur les options & la monnaie ait fait dévier davantage les prix calculés en
comparaison des prix de marché que le modéle SABR/LMM, I'erreur moyenne abso-
lue et médiane du modéle SABR/LMM s’est avérée largement supérieure. Ce constat
est a la fois valide pour les erreurs de tarification obtenues sur la base de la calibration
sur les options ATM, mais également pour les prix d’options calibrés sur ’ensemble

des prix disponibles avec différents taux d’exercice.

L’étude des présents résultats nous démontre ainsi I'importance pour le modéle
SABR d’étre calibré sur un ensemble complet de prix d’options disponibles au temps
t avec différents taux d’exercice lui assurant de capter le smile de volatilité. De son
coté, le modéle SABR/LMM démontre beacoup moins de sensilbilité a cette carac-
térisque, et ce, malgré le fait qu'il se calibre sur l<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>