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Itshouldbeobvioustoanyonewithcommonsensethateveryfinancialaxiomiswrong,

andthatfinancecanneverinitswildestdreamsbeEuclid.Differentendeavors,asAristotle

wrote,requiredifferentdegreesofprecision.Financeisnotoneofthenaturalsciences,

anditsinvisiblewormisitsdarksecretloveof mathematicaleleganceandtoo much

exactitude.

EmmanuelDermanetPaul Wilmott,FinancialModelers’Manifesto
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Couvertureentempsdiscret:

minimisationdelavarianceetinconstancetemporelle

parOlivierChasśeSt-Laurent

Lacouverturededroitscontingentsentempsdiscretetencasdemarch́eincompletre-

posetraditionellementsurl’utilisationdesŕesultatsth́eoriquesobtenuspourdesmod̀eles

entempscontinueten march́ecompletpourobtenirunestrat́egiedynamiquereba-

lanćeeṕeriodiquement.Enconśequence,celle-cineprendpasencompteleseffetsde

l’incompĺetudedumarch́eoudel’impossibilit́ederebalancercontinuellementlacouver-

ture.D’unautreĉot́e,lesḿethodesdecouverturedynamiqueprenantencomptecesdeux

aspectsetreposantsurlecrit̀eredeminimisationdelavariancepermettentd’obtenir

unestrat́egieoptimalèaunmomentinitial,maiscelle-cinemaintientpassonoptimalit́e

surtoutelaṕeriode,c.̀a-d.quel’agentesttent́eded́evierdelastrat́egieinitialement

optimale,ŕev́elantl’inconstancetemporelledecettedernìere.L’articledeBasaketCha-

bakauri(2013)montrecommentilestpossibled’appliquerlecrit̀eredeminimisationde

lavarianceentempsdiscretetenmarch́eincompletpourobtenirunestrat́egiedecouver-

tureoptimaleetcoh́erentedansletemps,c.-̀a-d.dontl’agentned́evierapas.Ceḿemoire

montrequelesformulesexplicitesobtenuessontfacilementapplicablesenpratique,m̂eme

sousdesdiff́erentsmod̀eles,etqu’ellespermettent,souscertainesconditions,d’obtenirune

couvertureplusefficaceentempsdiscret.

Motscĺes:couverture,minimisationdelavariance,inconstancetemporelle,tempsdiscret,

march́eincomplet.
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Chapitre1

Introduction

Lanotiondecouvertureestunedesnotionscentralestantauniveauth́eoriquequepra-

tique.Auniveauth́eorique,l’applicabilit́edesmod̀elesd’́evaluationdesdroitscontingents

parabsenced’arbitragereposesurlapossibilit́ed’unecouvertureparfaite,autrementdit

surlapossibilit́edeŕepliquerparfaitementunactif,dontlemeilleurexempleestprobable-

mentlemod̀eleBlack-Scholes-Merton(BlacketScholes,1973),ci-apr̀eslemod̀eleBSM.

Auniveaupratique,lacouverture,etsurtoutlaquestiondel’optimalit́edelastrat́egiede

couverture,repŕesenteaussiunenotioncentraledansledomainedelagestiondesrisques,

comme,parexemple,danslecasdesteneursdemarch́edeproduitsd́eriv́es,quinesont

pasenmesuredechoisirleurinventaire.

Enth́eorie,unecouvertureparfaitepeut̂etreobtenuedirectementdansunmarch́ecom-

plet,oualorsparunestrat́egiedynamiquesilemarch́eestseulementdynamiquement

complet;c’estl’hypoth̀esequisous-tendleth́eor̀emefondamentald’́evaluationdesactifs,

d́evelopṕeparHarrisonetKreps(1979)etHarrisonetPliska(1981),ainsiquedanssa

formepluslargeparDelbaenetSchachermayer(1994). Maisplusieursconditionssont

ńecessairesdanscecadreth́eorique,dontlaplupartreviennentessentiellement̀al’absence

defrictions.Eneffet,lapreuvereposesurlepassageàlalimitelorsquelenombrede

transactionstendversl’infini(ou,alternativement,quelaṕeriodeentredeuxtransactions

tendvers0)d’unestrat́egieentempsdiscret,ainsiquesurl’absencedefraisdetransac-

tions,parlesquelsonentendautantlescôutsdirectsquelescôutsindirects,comme,par

exemple,leśecartsentrelescoursacheteuretvendeur.Bienqueceshypoth̀esessontpar-

faitementadmissiblesenth́eorie,leurapplicationpratiqueestprobĺematique.Leprobl̀eme

delacouvertureenmarch́eincompletdemeureenconśequenceouvert.
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Introduction 2

Traditionnellement,lasolutionáet́ed’utiliserdesstrat́egiesdecouverturestatiquesper-

mettantdeminimiserlavariancedel’erreurdecouvertureàunedateinitiale,oudere-

produirelesstrat́egiesdynamiquesobtenuesparlath́eorie,p.ex.lemod̀eleBSM.Undes

avantagesdecesapprochesestleursimplicit́e,maisplusieurśetudesontmontŕequ’elles

nesontpasoptimaleslorsquelacouverturesefaitsurplusieursṕeriodes(Leland(1985),

Bakshietal.(1997a),Brandt(2003),etc.)etellesnefournissentpasńecessairementune

couvertureparfaitem̂emepourunmarch́edynamiquementcomplet.Uneautresolution

estdetenterdemaximiserunefonctiond’utilit́edel’agent(voir,entreautres,Hodges

etNeuberger(1989)etClewlowetHodges(1997))habituellementd́efinieenfonctionde

lamoyenneetdelavariancedel’erreurdecouverture.Bienquecettedernìereapproche

semblepŕef́erable,laplupartdestentativesencesensnepermettentpasded́eriverdes

solutionsexplicites,etdoiventserabattresurdesapproximationsnuḿeriques.

BasaketChabakauri(2013)reprennentlecrit̀eredeminimisationdelavarianceetpar-

viennent̀aobteniruneformulationexpliciteet(relativement)simplepourlecalculdela

strat́egiedecouvertureoptimaleenmarch́eincomplet.Bienqu’ilexisted’autresŕesultats

danslem̂emesens,ceux-ciprennentlaformedestrat́egiespermettantdeminimiserlava-

riancèaunedatefixe(habituellement,endateinitiale)maisseulementsil’agentmaintient

lastrat́egieinitialesurtoutelaṕeriodedecouverture.Or,danslemondeŕeel,unagent

tentedeminimiserlavariancèaladatèalaquellelapositionexiste:lastrat́egieoptimale

initialepermettantdeminimiserlavarianceàuntempstnepermetpasńecessairement

(m̂eme,rarement)deminimiserlavariancedelapositionàuntempst∗(=t).Donc,au

tempst∗>t,unagenttentedeminimiserlavarianceautempst∗,etnonpaslavariance

autempst,etadopteunestrat́egiediff́erente,àmoinsd’̂etrecontraintdemaintenirla

strat́egieinitiale.Ilyadoncuneinconstancetemporelleinh́erentèal’objectifdeminimi-

sationdelavariance.

Donc,enabsencedecontrainte,lastrat́egieinitialeneserapasmaintenuesurtoutela

ṕeriodeparl’agent,etnepeutdoncpaŝetrequalifíeed’optimale.Undesaspectslesplus

int́eressantsdelacouvertureoptimaled́evelopṕeeparBasaketChabakauri(2013)estque

celle-ciprendencomptelad́eviationfuturedel’agentparrapport̀aunestrat́egieinitiale

dansl’optimisationdelapositiondecouverturèachaqueṕeriode,etpermetd’obtenirune

mesuredeprobabilit́ecoh́erentedansletemps,c.-̀a-d.dontl’agentned́evierapasàune

dateult́erieure.Lebutdecepŕesentḿemoireestdemettreenpratiquecetteapproche,

afindecomparerlesŕesultatsobtenusparrapportauxḿethodestraditionnellesutilisant

lacouvertureoptimalesousunehypoth̀esedemarch́ecompletetdemettreenlumìere

l’efficacit́esuṕerieure(ounon)delacouverturesousunemesuretemporellementcoh́erente.
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Pourcefaire,nousreproduisonsunestrat́egiedecouverturesuiteàlavented’options,

ŕéevalúeequotidiennementetemployantdescontrats̀atermesurl’actifsous-jacentcomme

outildecouverture,enutilisantdeuxmod̀elesentempsdiscret:lemod̀eledumouvement

brownienǵeoḿetrique,ci-apr̀eslemod̀eleMBG,bienconnupoursonutilisationdansle

mod̀eleBSMsoussaformeentempscontinu,àvolatilit́econstante,ainsiquelemod̀ele

deHestonetNandi(2000),ci-apr̀eslemod̀eleHN,àvolatilit́estochastiqueetcorŕeĺee

aveclesrendementsdel’actif.

Nosŕesultats montrentquel’approchepropośeeparBasaketChabakauri(2013)ap-

portepeud’aḿeliorationsouslemod̀eleMBG,surtoutauvudutravailsuppĺementaire

ńecessairepoursonutilisation,maislesŕesultatssontplusprobantsdanslecadredu

mod̀eleHN.Eneffet,lapriseencomptedeserreursdecouverturefutures,quid́ependent

duniveaudelavolatilit́e,permetd’utiliserlacorŕelationentrelesrendementsdel’actif

sous-jacentetlavolatilit́efuturepourobtenirunecouvertureplusefficace,notamment

danslecasdesoptionsdeventeinitialementhorsdelamonnaie.Plusconcr̀etement,l’in-

clusiondel’esṕerancedeserreursdecouverturefuturespermetd’adopterunestrat́egie

deminimisationdelavariancelocale,cequisetraduitparunediminutiondelavariance

totalepourtoutelaṕeriodedecouverture.Nousmontronsaussique,souslemod̀eleHN,

lacouverturetemporellementcoh́erentepermetd’obtenirdesŕesultatssemblables̀aceux

obtenusenutilisantunestrat́egiedecouverturedelta-neutrereposantsurlavolatilit́e

implicitedesoptions.

Deuxaspectsprincipauxsed́egagentdesŕesultatsobtenus.D’abord,sousl’hypoth̀ese

d’unemod́elisationad́equatedesdiff́erentessourcesderisque,lorsquecelles-cinesont

pasind́ependantes,uneapprochedegestiondesrisquespeutavoirbeaucoup̀agagneren

incluanttouslesrisquesdanslad́eterminationdelastrat́egieoptimale,incluantceuxlíes

auxactionspropresdel’agentdanslefutur,quipeuventd́evierdelastrat́egieinitialement

optimale.L’approched́evelopṕeeparBasaketChabakauri(2013),enutilisanttoutesles

sourcesderisque,permetdeŕeduireaumaximumlavarianced’uneposition,objectif

qu’unestrat́egiequitenteden’utiliserqu’unseuloutilparsourcederisquenepeutpas

atteindre.Ilestimportantdenoterque,m̂emesinosŕesultatsportentsurdesoptionssur

l’indiceS&P500,lastrat́egieoptimaledecouverturedeBasaketChabakauri(2013)nese

limitepas̀acelles-ci;eneffet,laminimisationdelavarianceestpossibletantqu’ilexiste

un,ouplusieurs,actifquin’estpasentìerementind́ependantdel’objetdelastrat́egiede

couverture.

L’autreaspectimportantestauniveaudel’hypoth̀esedeconstancetemporelledel’ob-

jectifsous-jacenteàlagrandemajorit́edesstrat́egiesdecouverture;celle-cipermetde
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grandementsimplifierleśequationsetlescalculs,maisauprixd’unetr̀esŕeellepossibi-

lit́ed’augmenterl’erreurdecouverturefinale,ycompriscellequiestviśeeparl’objectif

deminimisation.Enpratique,c’estunehypoth̀esetr̀esforte:d́ej̀a,danslesanńees50,

Strotz(1955) montraitqu’unagenttentantde maximisersonutilit́eenplanifiantsa

consommationd́evieradesonplaninitialdanspresquetouslescas, m̂emeenabsence

d’incertitudequant̀alafonctiond’utilit́efutureet̀asarichesse,simplement̀acausedela

fonctiond’escompteutiliśee.End’autrestermes,lastrat́egieinitialeoptimalen’estopti-

malequ’initialement,etce,simplementàcausedupassagedutemps.Ainsi,m̂emedans

unmonded’òusontabsentestoutessourcesd’incertitude,l’agentlui-m̂emedevientune

sourced’incertitude.

Strotz(1955) montreaussiquelaseuleformedelafonctiond’escomptepermettant

deconclureàl’optimalit́esurtoutelaṕeriodeestcelleòuletauxd’int́er̂etutiliśeest

constant(etcontinu,sousunmod̀eleentempscontinu).Danslecascontraire,deuxpos-

sibilit́ess’offrent̀al’agentpourcontrerl’inconstancetemporelle:secontraindrèasuivre

lastrat́egieinitiale,m̂emesicelle-cin’estplusoptimale,oualorschoisirlastrat́egieop-

timaleparmil’ensemble,plusrestreint,decellesquiseronteffectivementrespect́eessur

toutelaṕeriode.Pourillustrerleprobl̀eme,onpeutimagineruneinstitutionfinancìere

tentantdeminimiserlavariancedespositionsvenduesàsesclients.Sil’objectifestde

minimiserl’erreurentredeuxṕeriodesderebalancementdelacouverture,aucunprobl̀eme

d’inconstancen’apparâıt.Parcontre,silacouverturedoitêtrerebalanćeesurplusieurs

ṕeriodes,lad́eviationparrapportàlastrat́egieinitialeconstitueunenouvellesource

derisque,maisquin’apparâıtpasdanslesmod̀eles.Ilpeut̂etretentantdesimplifierle

probl̀emeencontraignantl’institutioǹarespecterlastrat́egieinitiale,maisc’estirŕealiste;

eneffet,lastrat́egieadopt́eeminimiselavarianceàunedateinitiale,maisl’institution

souhaiteminimiserlavarianceàladatepŕesente.Ilsembledoncqu’ilestimportantde

limiterlechoixàunestrat́egiequiserarespect́eepourtoutelaṕeriodedecouverture.

Toutefois,celapeut̂etreimpossiblèaŕealiserdanslapratiquesicetteapprocheseŕev̀ele

tropcomplexeouletempsdecalcultroṕelev́e.Àcetitre,lesimplefaitquenousayons

desŕesultatsmontrequel’approchepŕesent́eeparBasaketChabakauri(2013)satisfait

àcesdeuxcrit̀eresetestdoncparfaitementŕealisableenpratique,enplusd’offrirune

aḿeliorationnonńegligeabledelaqualit́edelacouverturelorsqu’unmod̀eleappropríe

estutiliśe.

Ànotreconnaissance,aucunŕesultatutilisantcetteapprochen’existeailleursdansla

litt́erature,etlesŕesultatspŕesent́esicirepŕesententdonclapremìeremiseenapplica-

tionpratiquedel’articledeBasaketChabakauri(2013).Nousesṕeronsquecelle-cine

repŕesentequelepremierpas.



Introduction 5

Lapŕesentationdusujetsefaitcommesuit.Dansunpremiertemps,nousrevenonssurla

litt́eratureexistantequantauxprobl̀emeslíes̀al’applicationdesŕesultatsth́eoriquesdans

lemondepratique(chapitre2).Ensuite,nouspŕesentonslechoixdenosdonńees(chapitre

3),ainsiquelesḿethodesutiliśeespourestimerlesparam̀etresdesmod̀elesetpourobtenir

nosŕesultats(chapitre4).Lesŕesultatsprincipauxsontpŕesent́esauchapitre5.Nous

pŕesentonsensuitequelquesŕesultatssuppĺementaires(chapitre6),avantdeconclure.





Chapitre2

Revuedelitt́erature

Lath́eoriedel’́evaluationdesdroitscontingentsparabsenced’arbitragereposesurla

possibilit́ed’uneŕeplicationparfaite.Eneffet,sil’onsupposequ’unportefeuille(statique

oudynamique)permetdeŕepliquerdemanìereexactelafonctiondepaiementd’undroit

contingent,leth́eor̀emefondamentaldel’́evaluationdesactifsimposequesavaleursoit

égaleàcelledudroitcontingent.Ainsi,lacompĺetudedumarch́epermetd’obtenirla

valeurd’unactifetlastrat́egiedecouvertureparfaite;enfait,lemarch́en’estcomplet

quesicettestrat́egieexiste,etinversement.Commelesoul̀eveLeland(1985),l’hypoth̀ese

d’unmarch́edynamiquementcompletestdifficilèamaintenirenpratique;lacompĺetude

dumarch́es’op̀ereparlerebalancementcontinuelduportefeuille,cequiposeprobl̀eme

lorsquelescôutsdetransactionnesontpasnuls,notammentdanslecasdumouvement

brownien,dontlavariationnonborńeeentrâıneunnombreinfinidetransactions.Les

d́efenseursdelastrat́egiedelta-neutrejustifiehabituellementsonutilisationenlimitant

lenombredetransactionsetens’appuyantsurl’hypoth̀esequeleserreursdecouverture

conśequentesserontminimesetnoncorŕeĺeesaveclemarch́e.Commenousallonslevoir,

cetteapprocheestcritiqúeepourplusieursraisons,etplusieursauteursontd́evelopṕedes

approchesalternativesquiincluentlesfraisdetransactionetleserreurslíees̀aunnombre

limit́edetransactionsdanslavaleurdeŕeplication,soitenmaintenantdesrebalancements

deportefeuillèadatepŕed́etermińees(p.ex.Leland(1985),Bakshietal.(1997a),Basak

etChabakauri(2013))oualorsententantdeminimiserceux-cienincluantlad́ecision

derebalancerounonleportefeuilledanslastrat́egieoptimale(p.ex.ClewlowetHodges

(1997),Zakamouline(2006)).Nousallonsaussivoirpourquoi,m̂emeenl’absencedefrais

detransaction,l’impossibilit́edetransigerentempscontinurendsous-optimalelastrat́egie

deŕeplicationdelta-neutre.

7
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2.1 Fraisdetransaction

Cettesectionapourbutdepŕesenterlescritiquesapport́eesparLeland(1985)etClew-

lowetHodges(1997)contreleshypoth̀esessimplificatricesdumod̀eleBSM,ainsique

l’approchesugǵeŕeepourprendreencompteunrebalancemententempsdiscretdela

positiondecouvertureetlesfraisdetransactionlíes̀acesrebalacements.Nousd́ebutons

parlestravauxdeLeland(1985),òulesrebalancementsdelacouverturesonteffectúes̀a

desdatespŕed́etermińees,avantdepasserauxtravauxdeClewlowetHodges(1997),òu

l’utilisationd’unefonctiond’utilit́epermetd’inclurelechoixdesdatesderebalancement

dansl’objectifdeminimisationdel’erreurdecouverture.

2.1.1 Rebalancementsṕeriodiques

Leland(1985),soul̀evedeuxcritiquescontreladiscŕetisationdelastrat́egieoptimaleobte-

nueenappliquantlemod̀eleBSM,avantded́eveloppersastrat́egiedeŕeplicationprenant

encomptelescôutsdetransaction.D’abord,laminimisationdel’erreurdeŕeplication

requiertdesrebalancementsfŕequentsduportefeuille,cequipeutdevenirtr̀escôuteux:

Paradoxalement,ilsepeutquelecôuttotaldelastrat́egiedeŕeplicationsurpassecelui

del’actionelle-m̂eme, m̂emesilerendementdel’actiondominelerendementdel’op-

tion. (traductionlibre)1.Ensuite,lescôutsdetransactioneux-m̂emessontaĺeatoires,

etcontribuedoncàl’erreurdecouverture.Enconśequence,lescôutsdetransactionde-

vraient̂etreinclusdanslecalculducôutdelastrat́egiedeŕeplicationdel’option;m̂eme

sousl’hypoth̀esed’uneŕeplicationparfaitedupaiementdel’optioǹal’́ech́eance,cescôuts

peuventrapidementdevenirnonńegligeables.

Enplusdeleurcaract̀ereaĺeatoire,lefaitquelescôutsdetransactiond́ependentdela

trajectoireduprixdusous-jacentrendencoreplusńecessaireleurinclusion.Onpeut

alorsenvisagerdeuxsolutionspossibles:inclurelemontantmaximalpossiblelíeaux

fraisdetransaction,oualorstenterd’encalculerl’esṕerance.L’inclusiondumaximum

desfraispossiblesdevientrapidementintenable:eneffet,ledeltad’uneoptionsesituant

entre1et-1,lemaximumdesfraisdetransactionconvergeverslenombrederebalan-

cementsmultiplíesparleprixdusous-jacent,etd́epasseraainsilargementleprixdu

sous-jacent,qui,commementionńeplushaut,dominelafonctiondepaiementdel’option

àl’́ech́eance.L’utilisationdel’esṕerancedesfraisdetransactionestcompliqúeeparlefait

quecesfraisnesontpasind́ependantsdesrendementsdusous-jacent(etpourlaquelleil

n’existepasńecessairementdeformeanalytique):lapositionprisèalavented’uneoption

1 Paradoxically,wecouldfindthatthetotalcostofthereplicatingstrategyexceedsthatofthestock
itself,eventhoughthestockreturnsdominatetheoptionreturn. ,(Leland,1985),p.1284.
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profond́ementdanslamonnaieserarelativementstablesicettedernìeredemeuredansla

monnaie,limitantlesfraisdetransaction;parcontre,danslecascontraire,lapositionsera

progressivement́elimińee,entrâınantdesfraisdetransactionpluśelev́es.Cedernierpoint

montrequel’hypoth̀esedel’absencedecorŕelationaveclemarch́en’estpasentìerement

justifíee.Ilestdoncclairqu’unestrat́egiedeŕeplicationdoitprendreencomptecesdeux

aspects,etdoncquelavaleurd’uneoptiondoitinclurelesfraisdetransactionencourus

parlastrat́egiedeŕeplication.

L’approcheadopt́eeparLelandutilisedesfraisdetransactionsproportionnels,cequi

permetdefaired́ependrelastrat́egieelle-m̂emesurl’importancedesfraisainsiquela

fŕequencedesrebalancementsduportefeuille,permettantdefixerdesbornessurleprix

desoptionsgr̂acèaunemodificationdelavolatilit́edusous-jacent:

σ2(σ2,k,∆t)=σ2 1+
kE|∆SS|

σ2∆t
(2.1)

=σ2 1+
2

π

k

σ∆t
(2.2)

òukrepŕesentelesfraisdetransaction(enfractionduvolume),∆tlaṕeriodeentreles

rebalancementsetenutilisantl’hypoth̀esequelerendement∆SS suitunedistributionnor-

male2.Ceŕesultatpermetd’utiliserlaformuledeBSMpourcalculerlavaleurd’uneoption

d’achat,enrempla̧cantlavolatilit́eparlavolatilit́eenpŕesencedefraisdetransaction:

C(S,K,σ2,r,T,k,∆t)=SΦ d1 −Ke
−rTΦ d1−σ

√
T (2.3)

Ceŕesultatreposesurl’hypoth̀esequeleserreursdecouverturedelastrat́egienesont

pascorŕeĺeesaveclerendementdusous-jacentettendentvers0lorsquelaṕeriodede

rebalancementtendvers0,etdoncquelesfraisdetransactionvontdominerleserreurs

decouverture.Ilestimportantde mentionnerque m̂emesileserreursdecouverture

nesontpasdirectementcorŕeĺeesaveclerendementdusous-jacent,ellesn’ensontpas

ind́ependantes:ellesd́ependentdelavarianceŕealiśeependantlaṕeriodedecouverture.

NouspouvonsnousinspirerdestravauxdeLeland(1985)pourenfairelapreuve.

Posonsd’aborduneapproximationdiscr̀etedurendementdusous-jacentS:

2L’utilisationd’unedistributionlog-normaleimpliqueraitune modificationauxéquations, maisne
modifieraitpaslesconclusions.
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∆S

S
=µ+σzt+O ∆t3/2 (2.4)

òuµrepŕesentelad́eriveduprocessusetσsavolatilit́e.Lechangementdevaleurd’un

portefeuilledevaleurPd́etenantwunit́esdusous-jacentsurlaṕeriode∆testdoncd́ecrit

par:

∆P=w∆S+r(P−wS)+O ∆t2 (2.5)

òurrepŕesenteletauxd’int́er̂et(tauxsimple).Nouspouvonsutiliseruneexpansionde

Taylorpourrepŕesenterlechangementdevaleurd’undroitcontingent:

∆V=
∂V

∂t
+
∂V

∂S
∆S+

1

2

∂2V

∂S2
(∆S)2 (2.6)

òuVrepŕesentelavaleurdudroitcontingent,et∂V∂t,
∂V
∂Set

∂2V
∂S2
lesd́eriv́eespartiellespar

rapportautempsetàlavaleurdusous-jacent.Ainsi,ladiff́erenceentrelechangement

devaleurduportefeuilleetceluidudroitcontingentestdonńepar:

∆H=∆P−∆V

=r(P−wS)−
∂V

∂t
+ w−

∂V

∂S
∆S−

1

2

∂2V

∂S2
(∆S)2+O ∆t3/2 (2.7)

quirepŕesentel’erreurdecouverturesurlaṕeriode∆t.Enl’absencedecôutsdetran-

sactionetavecdestransactionsentempscontinu,Vsatisfaitl’́equationauxd́eriv́ees

partielles:

rV=
∂V

∂t
+rS

∂V

∂S
+
1

2
σ2S2

∂2V

∂S2
(2.8)

enposantlesconditionsauxbornesappropríees.Sousunestrat́egiedelta-neutre,onchoisit

w=∂V
∂S,permettantd’́eliminertouslestermesimpliquant∆S:
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∆H=rP−
∂V

∂t
+rS

∂V

∂S
−
1

2

∂2V

∂S2
(∆S)2+O ∆t3/2 (2.9)

Ensubstituantl’́equation(2.8),apr̀esquelquesmanipulations,dansl’́equation(2.9)eten

sachantqueP=V,onobtient:

∆H=
1

2
σ2S2

∂2V

∂S2
−
1

2

∆S

S

2

S2
∂2V

∂S2
+O ∆t3/2

=
1

2
S2
∂2V

∂S2
σ2−

∆S

S

2

+O ∆t3/2 (2.10)

Enignorantlestermesd’ordrepluśelev́e,nousobtenonslaformequeprendl’erreurde

couverturesuruneṕeriode∆t:

∆H=
1

2
S2
∂2V

∂S2
σ2−

∆S

S

2

(2.11)

Ilestclairqueleportefeuilleutiliśepourŕepliquerl’optionn’estpasautofinanće,et

l’erreurdecouverture∆Hrepŕesentelacontribution(positiveouńegative)ńecessaireà

chaqueṕeriodededuŕee∆tpourassurerler̀eglement̀al’́ech́eance.Étantdonńeque∂
2V
∂S2

repŕesentelegammadel’option,etestdonńeparφ(d1)
Sσ
√
T
,òuT=1parconstruction,

nousretrouvonslam̂emerepŕesentationdel’erreurdecouverturequeBoyleetEmanuel

(1980):

∆H=
1

2
S2
φ(d1)

Sσ
σ2 1−u2

=
σS

2
φ(d1)1−u

2 (2.12)

Ladiff́erencedesignes’expliquantparlefaitqueBoyleetEmanuel(1980)pŕesentent

l’erreurdecouverturepourunportefeuilleconstitúedel’achatd’uneoptiond’achat,

plut̂otquelaventedansnotrecas,etdesacouvertureparunepositiondelta-neutredans

lesous-jacent.Sil’onprendl’esṕerancedel’erreurdecouverturetotale,enignorantla

valeurtemporelledemanìerèaalĺegerl’́ecriture:
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E
t

∆Ht =E
t

1

2
S2t

∂2V

∂S2 t

σ2t−
∆S

S

2

t

(2.13)

Ilestclairquel’erreurdecouverturen’estpasind́ependantedelatrajectoiresuiviepar

lesous-jacent,́etantdonńelad́ependanceaudollar-gamma,S2t
∂2V
∂S2 t

.Parcontre,ilest

aussiclairque,sousl’hypoth̀esed’innovationsnormalesetd’unevarianceconstante,le

deuxìemefacteurtendvers0.Eneffet,lasommeducarŕedesinnovationsnormalessuit

uneloiχ2noncentŕee,ou,enignorantlad́erivedontl’effetestminime,uneloiχ2de

moyenneσ2.Enposantunevolatilit́econstante,nousobtenonsσ2t=σ
2,cequid́emontre

queledeuxìemefacteurtendvers0lorsquelenombredeṕeriodesaugmente.Leland

(1985)s’appuiesurceŕesultatpoursoulignerquelesfraisdetransactionvontenǵeńeral

dominerleserreursdecouverture.

Sil’onrevientàl’́equation(2.2),ilestimportantdenoterqueleterme modifiantla

volatilit́epermetdeconstruirelesbornesduprixdel’optionenappliquantl’effetinverse

pourobtenirleprixminimal:

σ=σ2 1−
kE|∆SS|

σ2∆t
(2.14)

Sileprixdel’optiondescendsouslavaleurobtenueparlaformuledeBSM,unagent

pourraitachetercetteoptionetutiliserlastrat́egiedeŕeplicationpourobtenirunren-

dementplusélev́equeletauxsansrisque.LacombinaisondesprixCetCpermetde

d́eterminerladistanceentrelesbornes:

C−C≈
2C0k√
2π∆t

(2.15)

=
2kSφ(d1)

√
T

√
2π∆t

(2.16)

òul’onpeutvoirquelatailledesbornes(entreleprix maximaletleprix minimal)

d́ependdelafŕequencederebalancement,etòul’absenced’unfacteurpourl’erreurde

couverturereposesurl’hypoth̀esequecelle-citendvers0,commementionńeplushaut.

Ilestint́eressantdenoterque,pourune m̂emefŕequencederebalancement,lesbornes
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atteignentleurdistancemaximalelorsqued1=0,c-̀a-d.lorsquel’optionestapproxima-

tivement̀alamonnaie.Cecis’expliqueparlefaitquelegammadel’option,calcuĺeavec

laformuleci-dessous:

Γ=
φ(d1)

Sσ
√
T

(2.17)

atteintlui-aussisonmaximumlorsqued1=0.Eneffet,lasensibilit́eélev́eedudeltaà

lavaleurdusous-jacent(donńeeparlegamma)lorsquel’optionestàlamonnaieen-

trâıneradesrebalancementsplusimportants,etdoncdesfraisdetransactionpluśelev́es,

élargissantl’erreurdecouverturepotentielle.

Unautreaspectint́eressantquel’́equation(2.16)metenlumìereestlarelationentrele

vegadel’option,quirepŕesentesasensibilit́eparrapport̀aunchangementdelavolatilit́e

dusous-jacent,etlalargeurdesbornesduprixdel’option.Eneffet,ensupposantquele

sous-jacentneversepasdedividendes,levegadel’optionestdonńepar:

ν=Sφ(d1)
√
T (2.18)

quel’onpeutinśererdansl’́equation(2.16)pourobtenir:

C−C≈
2kν
√
2π∆t

(2.19)

quimontreleliendirectentrelasensibilit́edel’optionàlavolatilit́eetl’incertitudesur

sonprix,repŕesent́eeparlalargeurdesbornes.

2.1.2 Approcheparlafonctiond’utilit́e

ClewlowetHodges(1997)reprennentetétendentl’approcheparlafonctiond’utilit́e

d́evelopṕeeparHodgesetNeuberger(1989)enutilisantunefonctiondefraisdetran-

sactionǵeńeraliśee,permettantd’incluredesfraisfixespartransaction,etpŕesenteune

ḿethodepourcalculerlavaleuretlastrat́egiedecouvertureoptimalesouscettefonc-

tion.Contrairement̀al’approchedeLeland(1985),quilimitelestransactions̀adestemps

pŕed́etermińes,ClewlowetHodges(1997)n’imposentpasdemanìereexog̀enelenombre
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oulesmomentsòus’effectuerontlesrebalancementsduportefeuille,maislesincluentà

l’int́erieurduprobl̀emed’optimisation.

L’approcheoriginaledeHodgesetNeuberger(1989)reposesurlamaximisationd’une

fonctiond’utilit́e(ou,alternativement,surlaminimisationd’unefonctiondeperte),ce

quipermetdeŕeduirelatailledesbornesmaximalesetminimalessurlavaleurdesdroits

contingents.L’utilisationdecetteapprochereposesurlefaitqu’ilpeut̂etreimpossibleou

possiblemaisnonsouhaitabledeŕepliquerundroitcontingentdemanìereexacte(́etant

donńe,commementionńeplushaut,quelenombredetransactionstendversl’infinietqu’il

devientrapidementmoinscôuteuxdedominerlafonctiondepaiement).Enconśequence,

ilestńecessaired’avoirrecoursàuncrit̀ereded́ecisionpourchoisirentrelesstrat́egies

alternatives;lamaximisationdel’esṕerancedel’utilit́eŕepondàcebesoin.Brìevement,

enposantlafonctiond’utilit́eU,larichessefinalewT,onpeutd́efinirlafonctionindirecte

d’utilit́ecommesuit:

J(t,S,x0,y0)=max
x,y
Et[U(wT)] (2.20)

òuxrepŕesentelevecteurdespositionsdecouvertureetylevecteurdesfondsinvestis

(emprunt́es).Clairement,àl’́ech́eance,T,J(T,S,xT,yT)=U(wT).Souscetteforme,la

fonctionJpeut̂etreŕesoluedemanìereŕecursiveparprogrammationdynamique(́equation

deHamilton-Jacobi-Bellman).

Enposantladynamiqueduprixdusous-jacentScommeunprocessusdediffusion:

dSt=µ(St)dt+σ(St)dz (2.21)

etunefonctiondefraisdetransactionǵeńerale:

k(u,S)=kc+(kf+kpS)|u| (2.22)

òuurepŕesentelevolumesigńedetransaction,kclesfraisfixespartransaction,kfles

fraisfixesparunit́edusous-jacenttransiǵeetkplesfraisproportionnelsàlavaleur

dusous-jacent,ClewlowetHodges(1997)d́efinissentquatrebandesdecontr̂olepourle
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rebalancementoptimaldelapositiondecouverture,enfonctiondesfraisdetransaction

ainsiquel’aversionaurisquedel’agent:x−(t,S,y),x̃−(t,S,y),x+(t,S,y)etx̃+(t,S,y).

Lesbandesd́efiniesparx−etx+repŕesententlemomentoptimalpourlerebalancement

delapositiondecouverture,etlesbandesd́efiniesparx̃−etx̃+repŕesententlaposition

decouvertureoptimale.Autrementdit,six<x−(lapositiondecouverturecouranteest

inf́erieurèalabandeinf́erieure),ilestoptimalpourl’agentd’acheterunvolumesuffisant

pouŕetablirlapositiondecouvertureàx̃−;inversement,six>x+,ilestalorsoptimal

devendresuffisammentd’unit́esdusous-jacentpouŕetablirlapositioǹax̃+.

Cetteinterpŕetationtientlorsquelestransactionssontassujettiesàdesfraisfixesainsi

quedesfraisproportionnels.Enl’absencedefraisfixes,lesbandesprovoquantlereba-

lancementsontégalesàlapositionoptimaledecouverture(x+ =x̃+);eneffet,l’́ecart

entrelesdeuxbandesprovientdelaperted’utilit́equ’entrâınelesfraisfixes,limit́eepar

unrebalancementmoinsfŕequent.D’unautreĉot́e,enl’absencedefraisproportionnels,

lapositiondecouvertureoptimaleestunique(̃x−=x̃+);autrementdit,lorsqu’unreba-

lancements’av̀ereńecessaire(x<x−oux>x+),ilestalorsoptimald’́etablirlaposition

decouvertureid́ealesanségardauvolumedetransactions,puisqu’iln’yapasdeperte

d’utilit́elíeeauxfraisdetransactionsproportionnels.Clairement,enl’absencetotalede

fraisdetransactions,lapositiondoitêtrerebalanćeedemanìerecontinueàsavaleur

optimale:x− =̃x− =̃x+=x+.

Enplusdepermettred’obtenirunestrat́egiedecouvertureoptimale,l’approchepŕesent́ee

permetaussidecalculerdesbornessurlavaleurinitialedesdroitscontingents,̀al’instar

deLeland(1985).Sil’onposelafonctiond’utilit́edel’agentautemps0enabsencede

droitcontingentcomméetant́egalèaJ(0,S,0,0),etlavaleurobtenuepourlavented’un

droitcontingentégaleàVS,ilestclairquel’agentnevendrapasledroitcontingentsi

J(0,S,0,VS)<J(0,S,0,0);autrementdit,sicetteventeŕeduitsonutilit́e.Inversement,

sileprixdemand́epourledroitcontingentestdonńeeparVB,l’agentneserapasint́eresśe

àsonachatsiJ(0,S,0,−VB)<J(0,S,0,0).Ainsi,leprixminimaloumaximalestdonńe

parlavaleurVSouVBquipermet,auminimum,̀al’agentdemaintenirsonutilit́e.

ClewlowetHodges(1997)pŕesenteaussiunetechniquedecalculpourobtenirlesbornes

ext́erieuresetint́erieures,quenousnepŕesenteronspasenentier,quireposesurune

ḿethodebinomiale(CRR)etl’utilisationd’unefonctiond’utilit́edelaforme:

U(wt)=−e
−λwt (2.23)
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òuλrepŕesentel’aversionaurisque.Cettefonctiond’utilit́eetlaŕeductiondufacteurµ

(́equation(2.21))autauxd’int́er̂etsansrisquerpermettentd’́eliminerlad́ependancedes

bornessurlarichesseyetdeŕeduireladimensionalit́eduprobl̀eme.Ilestimportantde

remarquerquelatechniquedecalculpŕesent́eeestassezlourde,etutiliseuneestimation

danslecasdesfraisdetransactionproportionnels3,quirequiertl’enregistrementdedix

param̀etres̀achaquepasdansl’arbrebinomial.

Nousnepŕesentonspasicilesŕesultatsobtenusparlastrat́egiepŕesent́eeparClewlowet

Hodges(1997),maisceux-cidominentlacouverturedelta-neutredumod̀eleBSMainsi

quel’approchedeLeland(1985),particulìerementlorsquelafonctiondepaiementn’est

pasglobalementconvexeouconcave(ilestalorsdifficiledechoisirsilamodificationde

lavolatilit́edel’approchedeLeland(1985)doitsefaireàlahausseouàlabaisse).La

ŕeductiondeserreursdecouverture,autantenbiaisqu’envariance,obtenueparcesdeux

approchesmontrentqu’ilestimportantdeprendreencomptelesfraisdetransactionlors

delaconstructiond’unestrat́egiedeŕeplicationoptimale.

2.2 Minimisationdelavarianceparprogrammationdyna-

mique

CettesectionapourbutdepŕesenterlaḿethodedecouverturedynamiquedeBasaket

Chabakauri(2013).Cetteḿethodereposesurlaminimisationdelavariancedel’erreurde

couverture,cequipermetd’obtenirunemesureuniquemalgŕel’incompĺetudedumarch́e,

etquined́ependpasdel’aversionaurisquedel’agent,contrairementàl’approchede

ClewlowetHodges(1997)pŕesent́eeci-dessus.Ilestimportantdementionnerque,sous

saformeactuelle,ellen’inclutpaslesfraisdetransactiondansl’objectifdeminimisa-

tion.Nousreprendronsd’abordlapŕesentationdumod̀eleentempscontinudemanìere

àillustrerdeuxprobl̀emesimportantesdesḿethodestraditionnelles:l’inconstancetem-

porelleducrit̀eredelaminimisationdelavarianceainsiquel’effetdel’incompĺetudedu

march́e.Nouspŕesenteronsensuitelacouvertureparminimisationdelavariancedyna-

miqueoptimale,quiprendencomptel’inconstancetemporelle,danslecadredumod̀ele

entempscontinu,avantdepasser̀aunmod̀eledecouvertureentempsdiscret(quirefl̀ete

lesmod̀elesutiliśes,pŕesent́esàlasection(4.2)),òulemarch́eestincomplet,pourobte-

nirunemesureneutrèalacouverture( hedge-neutralmeasure )demanìerèapouvoir

d́eterminerlavaleurdeŕeplicationetlacouvertureoptimalecoh́erentedansletemps.

3 Numericalinvestigationsuggeststhattheerrorsintroducedbytheapproximationaretypicallysmall
(1%),andremainboundedasthetimestepisdecreased,fortheparametervaluesusedinthiswork ,
ClewlowetHodges(1997),p.1362
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2.2.1 Mod̀eleentempscontinu

Danscettepartie,nousreprenonsled́eveloppementdumod̀eleentempscontinudeBa-

saketChabakauri(2013).Consid́eronsuneéconomieentempscontinuavecunmarch́e

incomplet,òul’incertitudeestrepŕesent́eeparl’espaceprobabiliśe(Ω,F,{Ft},P)surle-

quelsontd́efinisdeuxmouvementsbrowniens,ωetωxdontlacorŕelationestρ,etòules

processusstochastiquessontadapt́esàlafiltrationaugment́ee{Ft,t∈[0,T]}engendŕee

parlesdeuxmouvementsbrowniens.

Unagent́economiqueesttenudemaintenirsapositiondansunactifnontransigeabledont

leprixestd́efiniparXt,òul’indicerepŕesenteletemps,dontleprixsuitladynamique

ci-dessous:
dXt
Xt
=m(Xt,t)dt+ν(Xt,t)dωx,t (2.24)

Pourŕeduirelerisque,l’acteurpeuttransigerdeuxactifsentempscontinu,unactifsans

risquedontlerendementestretundeuxìemeactifrisqúepermettantdeneutraliseren

partieouentotalit́elerisque:

dSt
St
=µ(Xt,St,t)dt+σ(Xt,St,t)dωt (2.25)

Danslesdeuxcas,metµrepŕesententlerendementstochastiquemoyenetνetσleur

volatilit́e,etsontdesfonctionsd́eterministesdeXtetSt,respectivement.Commelenotent

BasaketChabakauri(2013),ilestpossiblequelamoyenneetlavolatilit́edurendement

del’actiftransigeableSd́ependentdelavaleurdel’actifX,d’òusoninclusiondansles

fonctionsd́eterministesµetσ.̀Atitreillustratif,onpeutpenseràunesituationòule

processusXrepŕesenteleprixd’uneactiondontl’agentnepeutsed́efaire,demanìerèa

maintenirlecontr̂ole,alorsqueleprocessusSrepŕesenteleprixd’unactifdecouverture,

p.ex.undroitcontingentsurleprixdel’actionservant̀alacouverture.

Ci-apr̀es,nousalĺegeronsl’́ecritureenŕef́erant̀atouscestermesparl’indicetpourindi-

querlaṕeriode;de m̂eme,commenosŕesultatsportentsurlacouvertured’uneoption

d’́ech́eanceTetutilisentlesous-jacentcommeoutildecouverture,nousutiliseronsles

termes option et sous-jacent pourŕef́ereràl’actifnontransigeableetàl’actif

risqúe,respectivement.

Àchaqueṕeriode,l’agentdoitchoisirunecouvertureθt,quirepŕesentele montantà

investirdanslesous-jacentautempst,étantdonńelarichesseinitialeW0.Ainsi,sa

richessesuitleprocessus:

dWt=[rWt+θt(µt−r)]+θtσtdωt (2.26)
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Unecouverturedynamiqueparfaiten’estpossiblequesilacorŕelationentrelesdeuxmou-

vementsbrowniensestde±1,c.-̀a-d.silacorŕelationestparfaite;danscecas,iln’existe

qu’uneseulesourcederisque(unseulmouvementbrownien)etunepositiondansl’actif

sansrisqueetl’actiftransigeablepermetdeŕepliquerparfaitementl’actifnontransigeable.

Silacorŕelationestimparfaite,lemarch́eestalorsincompletetilestimpossibled’obtenir

unecouvertureparfaite,dynamiquementouautrement.Enchoisissantlaminimisationde

lavariancedel’erreurdecouverturecommeobjectif,assujettìalacontraintebudǵetaire

(́equation(2.26)),nousavons:

min
θ
vart[XT−WT] (2.27)

òuθrepŕesentelevecteurdescouverturesθtsurtoutelaṕeriode,c.-̀a-d.lastrat́egie

decouverture.CommelesoulignentBasaketChabakauri(2013),avantleurstravaux,il

n’existaitaucuneformulationexplicitedelacouvertureoptimaledansunenvironnement

dynamique.Lalitt́eraturen’offraitquedescouverturesstatiques(possiblementŕeṕet́ees,

maisrarementoptimales,commenousl’avonsmontŕeci-dessus)ou,pŕef́erablement,des

couverturesdynamiquesminimisantlavariancèaunedateinitiale,obtenusparprogram-

mationdynamique.Cescouvertures,quoiqu’uneaḿeliorationimportanteparrapportà

l’utilisationdecouverturesstatiques,peuventrapidementdevenirsous-optimalesdepar

leuromissiondel’inconstancetemporelleducrit̀eredeminimisationdelavariance.

2.2.2 Inconstancetemporelle

BasaketChabakauri(2013)qualifientlescouvertures mentionńeespŕećedemmentde

contraignantes (pre-commitment )parcequ’ellessupposentquel’agentrespectela

strat́egiedecouvertureθ(quipeut̂etredynamique)d́etermińeèaladateinitiale,ci-apr̀es

t,pendanttoutelaṕeriodedecouverture;uned́eviationdelacouvertureadopt́eepar

l’agentpendantcetteṕeriodemineraitlaŕealisationdelavarianceminimaleautempst.

EnrappelantlafonctionobjectifdeminimisationJtdelavariancèal’́equation(2.27),nous

pouvonsutiliserlaloidelavariancetotalepourunedatearbitrairet+τ,t≤t+τ≤T:

Jt=min
θt
vart[XT−WT]

=min
θt
{Et[vart+τ[XT−WT]]+vart[Et+τ[XT−WT]]} (2.28)
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òuθtrepŕesentelastrat́egiedynamiquedecouverture,autempst.Autrementdit,au

tempst,l’agenttentedeminimiserl’esṕerancedelavarianceentreletempstetletemps

t+τainsiquelavariancedel’esṕerancefuture(det+τ̀aT),quid́ependentdelastrat́egie

decouvertureadopt́eedanslefutur,d’òulańecessit́ederecouriràlaprogrammation

dynamiquepourobtenirlastrat́egieoptimale.Parcontre,autempst+τ,nousavonsla

fonctionobjectif:

Jt+τ=min
θt+τ
vart+τ[XT−WT] (2.29)

òuθt+τrepŕesentelastrat́egiedynamiquedecouverture,maisautempst+τ.Enposant

l’hypoth̀esequelastrat́egieoptimaleautempst+τestadopt́ee,nousobtenons:

Jt=min
θt
{Et[Jt+τ]+vart[Et+τ[XT−WT]]} (2.30)

Donc,autempst,l’agenttentedoncnonseulementde minimisernonseulementson

objectifautempst+τ,maisaussiledeuxìemeterme,soitdeminimiserlerisquevenant

delastrat́egieadopt́eesurlaṕeriodeallantdet̀at+τ.Hors,autempst+τ,leŕesultat

delastrat́egieadopt́eèalaṕeriodepŕećedenteestd́ej̀aconnu,etlerisqueadisparu.En

conśequence,iladoptelastrat́egieoptimalepourl’objectifcouvrantlaṕeriode[t+τ,T],

et,commecetobjectifdiff̀eredel’objectifàlaṕeriodepŕećedente,lastrat́egieoptimale

seraelleaussienǵeńeraldiff́erente.End’autrestermes,lastrat́egieoptimaleautemps

t+τpourlaṕeriodeallantde[t+τ,T]d́ependseulementdel’informationautemps

t+τ,alorsquelastrat́egieoptimaleautempstpourlam̂emeṕeriode[t+τ,T]d́ependde

l’informationautempst.Hors,ceŕesultatenfreintleprinciped’optimalit́edeBellman,

quińecessitequelastrat́egieoptimalèauntempst∗soitind́ependantedupointinitialet

delad́ecisioninitiale,etsurlequelreposel’utilisationdelaprogrammationdynamique.

BjorketMurgoci(2010)posentplusieursconditionspours’assurerdelacoh́erencetempo-

relled’unprobl̀eme,incluantl’absenced’unefonctionnonlińeairedanslafonctionobjectif

terminale;parcontre,ilestpermisd’utiliserl’esṕeranced’unefonctionnonlińeaire.Hors,

onsaitque:

Var[X]=E X2 −(E[X])2 (2.31)
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quiinclutunefonctionnonlińeaired’uneesṕerance.Donc,unobjectifdeminimisation

delavarianceinclutpard́efinitionunefonctionnonlińeaire.Danslecasdesstrat́egies

contraignantes ,leprobl̀emedisparâıtenŕeduisantunprobl̀emed’optimisationdyna-

miquèaunprobl̀emed’optimisationstatique,entransformantleprobl̀emedeminimisa-

tiondelavarianceenunprobl̀emedeminimisationdel’erreurquadratique;àcesujet,

voirSchweizer(2001)pouruntraitementpluscompletetdesexemples.Cetteforme

fonctionnellerespecteleprinciped’optimalit́edeBellmanetpermetderecouriràlaloi

del’esṕeranceit́eŕeepourŕesoudreleprobl̀eme.Àtitred’exemple,DuffieetRichardson

(1991)utilisentcetteapprochepourobteniruneformeexplicitedelastrat́egiedecou-

verturedanslecadredelacouvertured’unactifpardescontratsàtermelorsqueles

deuxprocessussuiventunmouvementbrownienǵeoḿetrique.CommelemontrentBasak

etChabakauri(2013),lacouvertureoptimaleainsiobtenueinclutuntermestochastique

suppĺementaireparrapportàleurcouvertureoptimaledeminimisationdelavariance,

cetermeservantàmaintenirunevarianceminimaleautempsinitialpourlaṕeriodede

couverture.

Ilestimportantdesoulignerqueleprobl̀emedeconstancetemporelledel’objectifd́epend

fortementdelaformefonctionnelledelafonctionobjectif.Commenousl’avonsvu,l’ob-

jectifdeminimisationdelavarianceestunexemple,ainsiquelesformessemblables,

notammentlaV̀aRconditionnelle(voir,̀acesujet,Rudloffetal.(2014)),̀acausedel’in-

clusiond’untermenonlińeairedanslafonctionobjectif.Dem̂eme,Strotz(1955)d́emontre

queseulunfacteurd’actualisationayantuneformeexponentiellepermetdemaintenirla

constancetemporelledel’objectif.Parcontre,l’utilisationdel’esṕeranced’unefonction

nonlińeairepermetdepŕeserverlaconstancetemporelledel’objectif,comme,parexemple,

souslaformedeminimisationdel’esṕerancedel’erreurquadratique,p.ex.DuffieetRi-

chardson(1991),ouencorecommedansl’articledeFraņcoisetal.(2012),quipŕesentent

uneapprochepourcalculerlacouvertureoptimalesousuneformeǵeńeraliśeed’unefonc-

tiondeperte,permettantd’adaptercelle-ciauxobjectifsdel’agent,p.ex.ṕenaliserles

pertesseulementdanslecasd’unvendeurd’options.

Dansnotrecas,lorsquel’objectifestlaminimisationdelavariance,s’iln’estpaspossible

decontraindrelerespectdelastrat́egieinitialesurtoutelaṕeriode,l’agentdoitalors

prendreencomptelastrat́egiequ’iladopteradanslefutur,alorsqu’ilauraacc̀esàplus

d’information;plut̂otqued’adopterunestrat́egieparmitouteslesstrat́egiespossibles,

lechoixdel’agentserestreintauxstrat́egiesquiseronteffectivementrespect́eessurla

ṕeriodedecouverture.Danscecas,lacontrainten’estpasimpośeeparl’agentautemps

initialt;c’estplut̂otluiquiestcontraintparsesactionsfutures. Maisilfautinsister

surlefaitqueletempstestarbitraire:̀atouteslesṕeriodesdanslefutur,l’agentdevra

prendreencomptelastrat́egiequ’iladopteraŕeellementdanslefutur;sachantcela,ildoit
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doncaussiprendreencomptecettepriseencompte,etainsidesuite.Donc,unestrat́egie

optimaleprendencomptequel’agentautempsT−τadopteunestrat́egieoptimale,

cequeprendencomptel’agentautempsT−2τpouradoptersastrat́egie,etainside

suite.Ilestdoncessentieldeprendreencomptel’inconstancetemporelle(lapossibilit́e

pourl’agentded́evierdelastrat́egieinitiale)sil’onveutobtenirunecouvertureoptimale

dansunenvironnementdynamique.Sil’onconsid̀erel’agentcommeunesuitedejoueurs,

etquechaquejoueuradoptelastrat́egiequiŕepondlemieuxauxstrat́egiesdesautres

joueurs(l’agentdanslefutur),onpeutalorsavoirrecours̀auńequilibredeNashparfait

parsous-jeuxpourobtenirlaformulationexplicitedelastrat́egieàadopter,commele

fontBasaketChabakauri(2013)etcommenousallonslevoirpourlemod̀eleentemps

continu.

2.2.3 Couvertureentempscontinu

Leprobl̀emepośeparl’́equation(2.27)peut̂etreŕesoluenemployantlaprogrammation

dynamique,maislat̂acheestcompliqúeeparlanon-lińearit́educrit̀eredelavariance,

ainsiqueparsoninconstancetemporelle,commenousl’avonsvuci-haut.L’approchede

BasaketChabakauri(2013)consisteàd́eriveruneformulationŕecursivedelafonction

objectifdel’agent,cequipermetd’obtenirl’́equationdeHamilton-Jacobi-Bellman(HJB)

etd’utiliserlaprogrammationdynamique.

Toutd’abord,onpeutd́efinirlafonctionobjectifJt:

J(Xt,St,Wt,t)≡vart[XT−W
∗
T] (2.32)

òuW∗T repŕesentelarichesseautempsTsousl’hypoth̀esed’unecouvertureoptimale,

c.-̀a-d.quel’agentadoptelastrat́egieoptimaleàchaquetempst+τ,òut≤t+τ≤T.

Ensuite,enposantunrebalancementdelacouvertureàtouteslesṕeriodest+τetpar

laloidelavariancetotale,nousobtenonsunerepŕesentationŕecursivedelafonctionJt,

semblablèal’́equation(2.28):

Jt=min
θt
Et[vart+τ[XT−W

∗
T]]+vart[Et+τ[XT−WT]] (2.33)

òu,vart+τ[XT−W
∗
T]=Jt+τ.Afind’́eviterdesurchargerletexte,nousnepŕesentonsici

quelesŕesultatslesplusimportants.Pourlapreuvecompl̀ete,nousŕef́eronslelecteur

àBasaketChabakauri(2013).Toutd’abord,l’approcheparprogrammationdynamique

permetd’obtenirlacouvertureoptimaleetlavariancedel’erreurdecouvertureàtout
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tempstarbitraire:

θ∗t=
ρνt
σt
Xt
∂E∗t XTe

−r(T−t)

∂Xt
+St

∂E∗t XTe
−r(T−t)

∂St
(2.34)

vart[XT−W
∗
T]=1−ρ

2 Et
T

t
ν2sX

2
s

∂E∗s[Xt]

∂Xs

2

ds (2.35)

òuW∗Trepŕesentelarichesseterminaledel’agentutilisantlacouvertureoptimaleetE
∗
t

repŕesentel’esṕerancecalcuĺeesouslamesuredeprobabilit́eP∗,d́efinissantdeuxmou-

vementsbrowniensω∗etω∗xdecorŕelationρ,nouspermettantd’obtenirlesprocessus

suivantspourledroitcontingentetlesous-jacent,respectivement:

dXt
Xt
= mt−ρνt

µt−r

σt
dt+νtdω

∗
xt (2.36)

dSt
St
=rdt+σtdω

∗
t (2.37)

etòulanouvellemesureP∗estd́efinieparlad́eriv́eedeRadon-Nikodym:

dP∗

dP
=e

−1
2
T
0

µs−r
σs

2
ds− T

0
µs−r
σs
dωs (2.38)

Pourmettreenreliefladiff́erencecauśeeparl’incompĺetudedumarch́e,notonsqu’en

situationdemarch́ecomplet,c.-̀a-d.lorsquelacorŕelationentrelesdeuxmouvements

browniensest±1,lastrat́egiedecouvertureoptimaleestdonńeepar:

θcomplett =
ρνt
σt
Xt
∂ERNt XTe

−r(T−t)

∂Xt
+St

∂ERNt XTe
−r(T−t)

∂St
(2.39)

òul’esṕeranceestd́efiniesousla mesurerisque-neutre,quiestunique,cequipermet

ded́efinirlavaleur,elleaussiunique,dudroitcontingentparl’absenced’opportunit́e

d’arbitrage.Onpeutvoirquelastructuredebasedelacouvertureestlam̂emedansles

deuxsituations,etquelacouvertureenmarch́ecompletrepŕesenteunecasparticulier

(lorsquelacorŕelationestparfaite)del’́equationǵeńerale(2.34).

Eneffet,lorsquelacorŕelationestparfaiteetlemarch́ecomplet,laprimederisqueest

lam̂emepourlesdeuxprocessusγt=
µt−rt
σt
=mt−rt

νt
;lesdeuxprocessusactualiśesau

tauxsansrisquesontdesmartingalessouslanouvellemesuredeprobabilit́eP∗.Donc,en

absenced’arbitrage,lacouvertureoptimalepermetd’́eliminerentìerementlavariancede

l’ereurdecouverture;lefacteur(1−ρ2)del’́equation(2.35)́eliminelavariance.Ainsi,le

param̀etreρpermet,d’unecertainemanìere,demesurerl’incertitudedelacouverture:

pluslacorŕelations’approchede1(ou-1),pluslacouvertureestefficace;inversement,
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pluslacorŕelations’approchede0,moinslesous-jacentrepŕesenteunoutilefficacede

couverture.Ainsi,lacouvertureoptimalepermetdeŕeduireaumaximumlavariancede

l’erreurdecouverture,sanstoutefoispouvoirl’́eliminercompl̀etement1−ρ2>0.

Pourbienillustrerlaǵeńeralit́edelanouvellemesuredeprobabilit́eP∗,onpeutexprimer

l’esṕeranceescompt́eesouslanouvellemesureenfonctiondel’anciennemesure:

E∗t XTe
−r(T−t) =EtXTe

−r(T−t) −EtW
∗
Te
−r(T−t)−Wt (2.40)

Ledeuxìemetermeduĉot́edroitdel’́equationrepŕesentelesgainsoupertesactualiśes

auxquelsl’agentrenoncelorsqu’ilminimiselavariancependantlaṕeriode[t,T],autre-

mentdit,lecôutdelacouverture.Donc,commeonpeutlevoir,lanouvellemesurede

probabilit́eP∗inclutl’esṕeranceducôutdecouverturedanslecalculdelavaleurdu

droitcontingent;c’estpourquoiBasaketChabakauriŕef̀erentàellecommeàlamesure

neutreàlacouverture( hedge-neutralmeasure ).Ilsnotentaussique,autempst,la

valeurneutrèalacouverturerepŕesentelavaleurminimaled’unportefeuilleautofinanće,

autrementdit,lavaleurdudroitcontingentdontl’esṕerancedel’erreurdecouvertureest

nulle:enposantWt=0,onpeutfacilementvoirl’́egalit́eavecl’esṕerancedel’erreurde

couvertureEt[XTe
−r(T−t)
T −W∗Te

−r(T−t)].Ainsi,onpeutobtenirunemeilleurequalit́ede

couvertureenseconcentrantsurlasensibilit́edelavaleurneutreàlacouverture,dela

m̂ememanìerequel’onobtiendralameilleurecouvertureenmarch́ecompletenutilisant

lasensibilit́edelavaleurdelaŕeplicationsouslamesureneutreaurisque,c.-̀a-d.les

grecques.

Commeonpeutlevoir,lastrat́egiedeminimisationdelavarianceenmarch́eincomplet

reproduitsousuneformeǵeńeraliśeelesŕesultatsobtenusenmarch́ecomplet.L’́equation

(2.35)permetd’observerl’impactdel’incompĺetudedumarch́e.D’abord,commenous

l’avonsnot́eplushaut,lefacteur(1−ρ2)mesurel’incompĺetudedumarch́e.Ensuite,

onpeutaussinoterquelaqualit́edelacouverturediminueaveclavolatilit́edudroit

contingent(ν)ainsiqu’aveclasensibilit́edelavaleurneutrèalacouvertureparrapport̀a

savaleurautempst,
∂E∗t[XTe

−r(T−t)]
∂Xt

.Uneinterpŕetationdel’́equation(2.34)aussiest

possible,maisressemblebeaucoup̀alaversionsouslamesurerisqueneutre,sauflorsque

ρ=0,c.-̀a-d.encasd’ind́ependancedesmouvementsbrowniens:alorsquelepremier

termedisparâıt,ilesttr̀esint́eressantderemarquerqueledeuxìemetermepeutprendre

unevaleurdiff́erentede0.Malgŕetout,ilestdifficilededirèal’avancequelseralataille

oulesignedesacontribution,quid́ependladistributionjointedesdeuxprocessus.
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2.2.4 Couvertureentempsdiscret

Lasectionpŕećedentenousapermisdemontrerquelesstrat́egiesdeminimisationdela

variance,lorsquenoussommesdansunesituationòulemarch́en’estpasdynamiquement

complet,divergentdesstrat́egiessousun march́ecomplet,etquelanouvelle mesure,

baptiśeemesureneutreàlacouverture,permetdeŕetablirlacoh́erencetemporelleet

d’obtenirlastrat́egieoptimaledecouverture.Lanotiondemarch́enondynamiquement

completestbeaucoupmoinsstrictequelaseulesituationòulacorŕelationentrelesdeux

actifsestimparfaite;eneffet,plusieurśeĺementspeuventrendreimpossibleuneŕeplication

parfaite,dontlesfraisdetransaction,l’impossibilit́ed’observerlesprixoudetransiger

entempscontinu,unevolatilit́estochastique,dessautsdansleprocessusdusous-jacent,

etc.(̀acesujet,voirGarleanuetal.(2009)).Pourcesraisons,l’utilisationd’uneapproche

entempsdiscretsembleplusappropríee.Deplus,lesmod̀elesentempsdiscretsontplus

simplesd’impĺementation,cequifaciliteleuŕevaluationempirique,commeleremarquent

Christoffersenetal.(2013).

Commedanslasectionpŕećedente,nousreprenonsleśetapesdud́eveloppementdeBasak

etChabakauri(2013).Nousdevonsd’abordmodifierlacontraintebudǵetaireainsiquela

valeurdeŕeplicationdudroitcontingentpourlesreplacerentempsdiscret:

Wt+∆t=e
−r∆tWt+θt

St+∆t
St

−er∆t (2.41)

Gt=EtXTe
−r(T−t) −EtW

∗
Te
−r(T−t)−Wt (2.42)

òuGtrepŕesentelavaleurlavaleurdeŕeplicationdudroitcontingentautempst,et

reprendlaformedel’́equation(2.40)dumod̀eleentempscontinu,quidonnelavaleurde

lastrat́egiedeŕeplicationautofinanćee.Lad́emarcheutiliśeepourobtenirlacouverture

optimaleetlamesureneutreàlacouvertureutiliselam̂emeintuitionded́ecomposerla

variancetotalèachaqueṕeriode:

Jt=min
θt
Et[vart+∆t[XT−W

∗
T]]+vart[Et+∆t[XT−WT]] (2.43)

Commeonpeutlevoir,lafonctionobjectifned́ependpasdelarichesseautempst,à

l’instardelamod́elisationentempscontinu.Lasolutionduprobl̀emedeminimisation

nousdonnelacouvertureoptimale:

θ∗t=
covt Gt+∆t,

St+∆t
St

vart
St+∆t
St

(2.44)
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Celle-ciprenddoncuneformesimilairèalacouvertureoptimaleentempscontinu,donńee

àl’́equation(2.34),ainsiqu’̀alacouvertureencasdemarch́ecomplet,̀aladiff́erenceque

lavaleurdeŕeplicationGtinclutleserreursdecouverture.Iln’estpaspossibled’utiliser

lacorŕelationdirecteentrelesmouvementsbrowniens,maisilestclairquelacouverture

optimaled́ependengrandepartiedecelle-ci,̀al’instardelacouvertureentempscontinu,

dontledegŕed’efficacit́ed́ependfortementdelacorŕelation.

Lasolutionŕecursivedelafonctionobjectifpermetd’obtenirlavariancedel’erreurde

couvertureautempst:

vart[XT−W
∗
T]=Et

T−∆t

τ=t

er(T−τ−∆t)varτ Gτ+∆t−θ
∗
τ

Sτ+∆t
Sτ

(2.45)

L’́equation(2.42)peutêtretransforḿeeenunerepŕesentationŕecursivedelavaleurde

ŕeplication:

Gt=e
−r∆tEt[Gt+∆t]−Et[Wt+∆te

−r∆t−Wt] (2.46)

Cetterepŕesentationŕecursivedelavaleurdeŕeplicationetlacontraintebudǵetaire(2.41)

permettent,apr̀esquelques manipulations,d’obteniruneversionentempsdiscretde

l’́equationauxd́eriv́eespartiellesentempscontinu:

Gt=Et









1+ Et

St+∆t
St

−
St+∆t
St

Et
St+∆t
St

−er∆t

vart
St+∆t
St





Gt+∆te

−r∆t



 (2.47)

Parinduction,l’́equationpŕećedentenouspermetd’obteniruneexpressionanalytique

pourlavaleurdeŕeplicationainsiquepourled́eflateurdelamartingale:

Gt=
1

ξt
EtξTXTe

−r(T−t),òu (2.48)

ξt=
t−∆t

τ=0






1+







Eτ
Sτ+∆t
Sτ

−
Sτ+∆t
Sτ

varτ
Sτ+∆t
Sτ













Eτ
Sτ+∆t
Sτ

−er∆t

varτ
Sτ+∆t
Sτ












(2.49)

òu,parsimplification,ξ0=1.Ilestpossibledemontrerqueξtestunemartingaleetune

simplemanipulationalǵebriquepermetdemontrerqu’ilestendem̂emepourleprocessus
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e−rtξtSt.Finalement,nouspouvonssimplifierl’expressiondelacouvertureoptimaleen

utilisantlavaleurdeŕeplication:

θ∗t=St
Ete

−r∆tGt+∆t−Gt

Et[e−r∆tSt+∆t]−St
(2.50)

Lavaleurdeŕeplicationdudroitcontingent,donńeeparl’́equation(2.48),reprendlastruc-

turedelavaleurparabsenced’opportunit́ed’arbitrageenmarch́ecomplet.Led́eflateur

d́ependdedeuxfacteurs:lerendementinattendu(l’innovation)parunit́ed’́ecart-type

etlapond́erationparleratiodeSharpe.Donc,commedanslecasdelamesureneutre

aurisque,leparam̀etreµt(laprimederisque)dusous-jacentdoitêtreprisencompte.

Danslesdeuxcas,onpeutl’interpŕetercommel’́ecartentrelesdeuxmesures(physique

etneutreaurisqueoùalacouverture).

Sil’oncompareleséquations(2.42)et(2.46),onpeutvoirquelepremiertermede

l’́equation(2.46)reprendl’esṕerancedelavaleuractualiśeedudroitcontingent,alorsque

ledeuxìemetermerepŕesentelecôutdelacouvertureàtraversletemps:cequijustifie

l’appellationdufacteurξded́eflateurneutreàlacouverture( hedge-neutralmartin-

galedeflator )deBasaketChabakauri.Lacompositiondansletempsdeserreursde

ŕeplication,quimetl’accentsurlavariancèacourtterme,refl̀etelacoh́erencetemporelle

del’approcheutiliśee.

Remarquablement,laformepriseparleśequationsdelavaleurdeŕeplicationetdelacou-

vertureoptimaleestsimplèáevaluernuḿeriquement,tantpourdesmod̀elessimplesque

pourdesmod̀elesàplusieursvariableset/ousuivantdestrajectoiresnonmarkoviennes,

parsimulations MonteCarlo,ou m̂emeexplicitementdanscertainscassimples(Basak

etChabakauri(2013)pŕesententdeuxformulationsalternativespourlemod̀elebrownien

ǵeoḿetrique).



Chapitre3

Donńees

3.1 IndiceS&P500

Lesdonńeessurlerendementdel’indiceS&P500proviennentdeCRSP,etcouvrentla

ṕeriodeallantdejanvier1986àd́ecembre2012.Àtitred’approximationpourletaux

d’int́er̂etsansrisque,nousutilisonsuneśerietemporelledestauxsurdesbonsduTŕesor

surlemarch́esecondaired’uneéch́eancede3mois.Nousavonsapproxiḿeletauxde

dividendesurl’indiceàl’aidedelaśerietemporelle mensuelleconstruiteparShiller

(http://www.econ.yale.edu/shiller/data.htm),enutilisantletauxannuel(transforḿe

entempscontinu)dumoispŕećedentpourchacunedesdatescouvertesparnosdonńees

surl’indiceS&P500.Lesfigures3.1et3.2pŕesententlatrajectoireetlesrendementsde

l’indiceS&P500,respectivement,etlaṕeriodecouverteparnotreéchantillond’options

(voirci-dessous)d́ebutèalaligneverticalepointilĺee.

Letableau3.1pŕesentelescaract́eristiquesprincipalesdesrendementspourdesṕeriodes

allantde1986à2012,quiestlaṕeriodeutiliśeepourl’estimationdesparam̀etresdes

mod̀eles,et1996à2012,soitlaṕeriodecouvrantnotreéchantillond’options.Notre

échantilloncouvreplusieursṕeriodesimportantes,soientlabulletechnologiquede1997̀a

2001etlacrisefinancìerede2007̀a2010,ainsiquelaṕeriodeentourantlachutede22,6%

descoursle19octobre1987.Àfindecomparaison,latroisìemeṕeriodepŕesent́ee,allant

de1991à2012,montrel’effetdel’inclusiondecettedernìereṕeriodesurlescoefficients

d’asyḿetrieetd’aplatissement.
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Tableau3.1:Caract́eristiquesdeslog-rendementsquotidiens

(annualiśes),ex-dividendes

Ṕeriode 1986̀a2012 1991̀a2012 1996̀a2012

Moyenne(%) 7,10 6,70 4,90

Écart-type(%) 19,04 18,72 20,56
Coefficientd’asyḿetrie -1,28 -0,23 -0,22
Coefficientd’aplatissement 30,15 11,62 10,23

Cetableaupŕesentelescaract́eristiquesdeslog-rendementsquotidiensdel’indiceS&P500pourdiff́erentesṕeriodes.
Leslog-rendementssontdonńesparlelogarithmedurapportduniveaudel’indiced’unejourńeeàl’autre(oula
diff́erencedeslogarithmesdesdeuxniveaux):

Rt=log
St+1

St
=logSt+1−logSt

òuStrepŕesenteleniveaudel’indiceàladatet.

3.2 Options

Lesdonńeessurlesoptionsd’achatetdeventesurl’indiceS&PproviennentdeOp-

tionMetrics.Laṕeriodecouverteparnosdonńeess’́etenddejanvier1996àd́ecembre

2012.Nousavonsconstruitdeuxensemblesdedonńeessurlesoptions,l’unpourl’estima-

tiondesparam̀etresdesmod̀elesetl’autrepourl’́evaluationdesstrat́egiesdecouverture.

Nouspŕesentonsleurconstructionci-dessous,ainsiqu’untableauŕecapitulatifdesca-

ract́eristiquesdesoptionsenfonctiondeleurdegŕedeparit́eetdeleuŕech́eance.

Pourconstruirenotreensemblededonńeesservant̀al’estimation,nousn’avonsutiliśeque

lesdonńeestombantunmercredi,cequipermetdeŕeduirel’effetdujourdelasemaine.

Deplus,nousavonśelimińelesoptionsdontlevolumedetransactionśetaitnulet/ousans

positionouverte.Ensuite,nousavonśelimińelesoptionsdontleprixmoyen(lamoyenne

desprixdemand́eetoffert)étaitdemoinsde0,50$,avantd’́eliminerlesoptionsdont

l’́ech́eanceétaitdemoinsdeseptjoursoudeplusd’unan(365jours).Ensuite,pour

chaquepairededateetd’́ech́eance,nousavonsgard́elessixoptionshorsdelamonnaie

lesplusliquides(dontlevoluméetaitlepluśelev́e),pourobtenirunensemblede33724

optionspourlaṕeriodeallantdejanvier1996̀ad́ecembre2012.

Letableau3.2ci-dessouspŕesentedesstatistiquessurnotreéchantillond’options,en

fonctiondudegŕedeparit́eetdel’́ech́eance.Ledegŕedeparit́eestdonńeparKF,òuK

repŕesenteleprixd’exercice,F=Se(r−q)Tleprixd’uncontrat̀atermesurlesous-jacent,

avecrletauxd’int́er̂etsansrisque,qletauxcontinudedividendeetTl’́ech́eancedel’op-

tion.Ledernierpanneaumontrel’asyḿetriedelavolatilit́e,ainsiquel’effetdel’́ech́eance,
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etmontrequel’́echantillonestrepŕesentatifdesconditionsnormalesdemarch́e,ycom-

prislavolatilit́eimplicitemoyennedenosoptions,suṕerieures̀alavolatilit́ehistoriquede

l’indice(23,10%c.20,56%)surlam̂emeṕeriode.

Laconstructiondel’ensembledesdonńeessurlesoptionsutiliśeespourl’́evaluationvisèa

obtenirdeśechantillonsdontl’́ech́eanceestd’environunmois,etincluantdesoptionsde

venteetd’achat̀alamonnaieethorsdelamonnaie.Pourcefaire,nousavonslimit́enotre

choixauxoptionsdontl’́ech́eancetombaitletroisìemevendredidumois(ouledernier

jourouvrablepŕećedantcedernier).Ensuite,pourchaquemercredisuivantletroisìeme

vendredidumois,encommeņcantle22janvier19971,nousavonschoisiquatreoptions

dontl’́ech́eancetombaitlemoissuivant:lesoptionsdeventeetd’achat̀alamonnaie(dont

ledegŕedeparit́éetaitleplusprochede1),uneoptiondeventehorsdelamonnaie(dont

ledegŕedeparit́éetaitleplusprochede0,95)etuneoptiond’achathorsdelamonnaie

(dontledegŕedeparit́éetaitleplusprochede1,05).Decettemanìere,nousavonsobtenu

desdonńeesquotidiennespour764options,ŕepartiessur191ṕeriodes,allantdu22janvier

1997au21d́ecembre2012(dernìeredated’exercice),etdontl’́ech́eancevarieentre23et

30jours.

3.3 Contratsàterme

Lesdonńeessurlesprixdescontratsàtermesurl’indiceS&P500utiliśesproviennent

deStevensContinuousFutures2,disponiblesurQuandl.L’utilisationdecontratscontinus

permetdesimplifierlaḿethodologie.L’enchâınementdescontratssefaitlepremierjour

dumoisdelivraisonducontrataveclapluscourteéch́eance,demanìeregraduellesur

cinqjoursenmodifiantlapond́erationde20%parjourentrelecontrataveclapluscourte

éch́eanceetlecontratsuivant.Cetteapprochepermetd’́eviterdessautssoudainsdansle

prixdescontratsutiliśespourlacouverture.Pouralĺegerlaḿethodologie,nousfaisons

l’hypoth̀esequelestransactions(achatetventedescontratsàterme)sefontauprixde

r̀eglement.

1Bienquenotreensemblededonńeessurlesoptionsd́ebuteenjanvier1996,nousnepouvonspas
d́ebuterle24janvier1996,puisquecelanenouslaisseraitpassuffisammentdedonńeespourl’estimation
desmod̀eles,laḿethodeutiliśeeńecessitantuneanńeededonńeessurlesoptions.

2https://www.quandl.com/data/SCF
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Tableau3.2:Statistiquesdel’́echantillond’options

(1996̀a2012)

A:Nombred’options
30≤ 60≤ 90≤ 180≤ 270≤

Jours Jours Jours Jours Jours Jours Total
<30 <60 <90 <180 <270

K
F <0.9 335 1128 1160 2143 1826 1535 8127

0.9≤ K
F <0.95 775 1163 875 1200 829 587 5429

0.95≤ K
F <0.975 731 875 574 700 464 360 3704

0.975≤ K
F <1 1075 1220 857 804 474 321 4751

1≤ K
F <1.025 917 837 559 563 407 348 3631

1.025≤ K
F <1.05 522 569 379 435 224 261 2390

1.05≤ K
F <1.1 233 592 510 710 467 468 2980

1.1≤ K
F 29 180 272 666 792 773 2712
Total 4617 6564 5186 7221 5483 4653 33724

B:Prixmoyendesoptions(en$)
30≤ 60≤ 90≤ 180≤ 270≤

Jours Jours Jours Jours Jours Jours Total
<30 <60 <90 <180 <270

K
F <0.9 2,03 4,57 7,60 12,35 18,16 23,11 13,51

0.9≤ K
F <0.95 3,37 9,56 16,47 27,18 39,54 51,02 22,80

0.95≤ K
F <0.975 6,30 15,36 23,79 37,64 49,95 63,73 28,18

0.975≤ K
F <1 11,52 23,44 33,67 47,20 62,93 77,18 34,24

1≤ K
F <1.025 10,03 23,19 34,99 49,68 70,55 85,21 37,10

1.025≤ K
F <1.05 4,25 11,52 19,29 32,66 54,40 69,04 25,38

1.05≤ K
F <1.1 2,86 6,37 11,27 20,15 34,44 48,71 21,28

1.1≤ K
F 2,63 4,06 6,37 9,42 15,87 23,67 14,63
Total 7,08 13,52 19,30 25,78 34,38 43,39 23,69

C:Volatilit́eimplicitemoyenne(en%)
30≤ 60≤ 90≤ 180≤ 270≤

Jours Jours Jours Jours Jours Jours Total
<30 <60 <90 <180 <270

K
F <0.9 42,64 34,85 31,94 31,28 29,09 28,43 31,29

0.9≤ K
F <0.95 27,90 24,20 23,37 23,12 22,13 22,37 23,81

0.95≤ K
F <0.975 23,52 21,15 20,81 21,57 20,11 20,80 21,46

0.975≤ K
F <1 19,53 19,24 19,91 20,46 20,35 20,51 19,83

1≤ K
F <1.025 16,99 18,28 19,00 20,40 20,97 20,75 18,94

1.025≤ K
F <1.05 18,17 17,28 16,88 18,36 19,51 19,87 18,09

1.05≤ K
F <1.1 23,27 18,32 17,69 17,81 17,96 18,27 18,39

1.1≤ K
F 36,79 26,04 22,22 20,00 19,08 18,94 20,23
Total 22,80 22,86 22,87 23,79 23,13 22,88 23,10

Nousavonsutiliśedesoptionsd’achatetdeventesurl’indiceS&P500.LesdonńeesproviennentdeOptionMetrics
etcouvrentlaṕeriodedejanvier1996̀ad́ecembre2012.Nousavonsretenulesprixdesoptionsendatedesmercredis
avecunvolumenonnuletavecunepositionouverte.Nousavonsretenulessixoptionshorsdelamonnaielesplus
liquidesparpairededateetd’́ech́eance(deplusde7joursetd’auplus1an).LepanneauApŕesentelenombre

d’optionsparpairededegŕedeparit́e K
F
etd’́ech́eance;lespanneauBetCpŕesententleprixmoyen(calcuĺe

commelamoyennedesprixoffertetdemand́e)desoptionsretenuespourchacunedespairesetlavolatilit́eimplicite
moyennefournieparOptionMetrics,respectivement.
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3.4 IndiceVIX

Lesdonńeessurl’indicedevolatilit́eduS&P500(VIX)proviennentdelabasededonńees

deYahoo!FinancesurQuandl.





Chapitre4

Ḿethodologie

4.1 Choixdesoptions

Lechoixdesoptions,àpartirdumercredisuivantletrois̀emevendredidumoispour

uneéch́eancetombantletroisìemevendredidumoissuivant,nouspermetd’obtenirun

échantillondontleśech́eancessontraisonnablementsemblables(23ou30jours).Dem̂eme,

lad́etentiondecesoptionsdeladateinitialejusqu’̀al’́ech́eancepermetdeŕeduirel’impact

desfraisdetransaction,notammentl’́ecartentreleprixdeventeetd’achat,quipeut

atteindre5%ducôutdel’option,surnosŕesultats.L’utilisationderendementsmensuels

permetd’́eviterlesprobl̀emeslíesauxcomparaisonsderendementssurdepluscourtes

ṕeriodes,notammentl’incomparabilit́edurendementd’unesemainesuruneoptiondont

l’́ech́eanceestd’unesemainèaceluid’unesemainesuruneoptiondontl’́ech́eanceestde

cinqsemaines.Ainsi,cechoixd’optionsdevraitpermettredefaciliterlacomparaisondes

ŕesultats.

Deplus,nousavonschoisid’utiliserdesoptionsàlamonnaieethorsdelamonnaiede

manìerèacouvriruńeventailpluslargedesituations,etainsioffrirunmeilleurapeŗcudela

performancedesḿethodesdecouvertureutiliśees.Danslem̂emeesprit,lechoixd’utiliser

desoptionsdeventeetd’achatàlamonnaiereposesurlefaitqueladistribution(sous

lamesurephysique)delafonctiondepaiementàl’́ech́eanceestsensiblementdiff́erente

entrecesdeuxtypesd’options,etquelaperformanced’uneḿethodedecouverturepeut

diff́ererselonletypedefonctiondepaiement.Commel’approchedeBasaketChabakauri

(2013)reposesurlamesurephysique,cettediff́erencepourraitseŕev́eler̂etresignificative.

35
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4.2 Choixdes mod̀eles

Cettesectionviseàpŕesenterlesdeux mod̀elesutiliśeespourtesterlesapprochesde

couverture,soientlemouvementbrownienǵeoḿetriqueetlemod̀eledetypeGARCHde

HestonetNandi.

4.2.1 Mouvementbrownienǵeoḿetrique

Commele MBGestbienconnu,nousnementionneronsquenotreutilisationd’uneap-

proximationd’Eulerpourladiscŕetisationduprocessus,cequidonne:

Rt+1=log
St+1
St

=µ−
1

2
σ2+σzt (4.1)

òuzt∼N(0,1),µestlad́erive(constante)etσlavolatilit́e(constante)duprocessusde

rendement.Laṕerioden’estpassṕecifíee,maisnousutilisonsdesrendementsquotidiens

lorsdel’estimationdesparam̀etres.

4.2.2 Mod̀eledeHestonetNandi

Lemod̀eledeHestonetNandi(2000)repŕesenteuneversionentempsdiscretdumod̀elèa

volatilit́estochastiqueentempscontinudeHeston(1993).Sasimplicit́epermetd’́eviterles

probl̀emeslíes̀alafilrationdesrendementslorsquel’onarecours̀aunmod̀elèaplusieurs

facteursoùadesprocessusdesauts:

Rt+1=log
St+1
St

=r+ λ−
1

2
ht+ htzt (4.2)

òuht=ω+βht−1+α zt−1−γ ht−1
2

(4.3)

òuzt∼N(0,1),λestlaprimederisque(facteur)etσlavolatilit́e(stochastique)du

processusderendement.Lastructuredumod̀elepermetderendrecomptedeplusieurs

caract́eristiquesimportantesdelavolatilit́ehistorique:l’autocorŕelationetleretourà

lamoyenneainsiquelaŕeponseasyḿetriqueauxchocs.Unpeud’alg̀ebrenouspermet

d’obtenirlavarianceinconditionnelleduprocessus:
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σ2=
ω+α

1−β−αγ2
(4.4)

Cequinouspermetd’obtenirlapersistancedelavarianceduprocessus,ainsiquela

covarianceentreleschocsetlavariance:

Et−1[ht+1]=σ
2+ β+αγ2 ht−σ

2 (4.5)

Covt−1(Rt,ht+1)=−2αγht (4.6)

Ainsi,leretour̀alamoyenneestmod́eŕeparlefacteur β+αγ2,refĺetantlapersistance

deschocssurlavariance,et,lorsquelesparam̀etresαetγsontpositifs,unchocńegatif

aurauneffetplusmarqúesurlavariancequ’unchocpositifdem̂ememagnitude.

Commele montrentChristoffersenetal.(2010),lepassageàla mesurerisque-neutre

modifielesparam̀etresλetγcommesuit:

λ∗=0 (4.7)

γ∗=γ+λ (4.8)

Alternativement,l’utilisationd’unetransforḿeedeEsscherconditionnelle,introduitedans

lalitt́eratureparGerberetShiu(1994),donnelem̂emeŕesultat.Commeonpeutl’ob-

server,lepassageauxparam̀etresrisque-neutremodifielavarianceinconditonnelleetla

trajectoiredelavariance,maislaisselavarianceinitialeinchanǵee.

4.3 Estimationdesparam̀etres

L’estimationdesparam̀etresdesmod̀elesestbaśeesurlesrendementsquotidiensdel’in-

diceS&P500desdixanńeespŕećedentesainsiquesuruńechantillond’uneanńeedeprix

d’optionspŕećedantchacundesmercrediscontenusdanslaṕeriodeallantdejanvier1997̀a

d́ecembre2012.Lesestimateurssontchoisisdemanìerèamaximimerlalog-vraisemblance

desrendements,selonlemod̀ele.
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Ilestimportantdesoulignerquenotreutilisationdeparam̀etresestiḿessurdesdonńees

historiquessedistinguedel’approcheax́eesurl’utilisationdeparam̀etrescalibŕessurles

donńeesdemarch́e,p.ex.surlasurfacedevolatilit́e,plussouventrencontŕeeenpratique.

Dupointdevueth́eorique,Rebonato(2004)soul̀evecertainescritiquesparrapportà

l’utilisationdelacalibrationsurlesdonńeesdemarch́e,sanstoutefoiscondamnercette

pratique.Sansentrerdanslesd́etails,soulignonsquesonutilit́ereposesurdeuxaspects

principaux,soientlapossibilit́edepouvoirutiliserlesparam̀etresobtenus,p.ex.unvolume

etdesfraisdetransactionsuffisammentélev́eetfaibles,respectivement,pourpouvoir

reproduirelamesurerisque-neutreobtenu,ainsiquesurl’hypoth̀esed’efficiencedumarch́e

concerńe.Parcontre,dupointdevuepratique,l’estimationdesparam̀etresnouspermet

d’extrairelaprimederisquedumarch́e,cequin’estpasńecessairementpossiblelorsde

lacalibrationsurunesurfacedevolatilit́e,etnouspermetd’utiliserlesm̂emesparam̀etres

pourobtenirunecomparaisonsatisfaisantedelaperformancedesmod̀eles.

4.3.1 Mouvementbrownienǵeoḿetrique

L’estimationdesparam̀etresduMBGvisèaquantifierleprixdurisquedumarch́e µ−r
σ

pourchaquedate,etnerequìeredoncpasl’utilisationdesdonńeessurlesoptions.En

posantleprocessusderendement:

Rt=log
St
St−1

=µ−
1

2
σ2+σzt (4.9)

òuzt∼ N(0,1).Étantdonńeladistributionnormaledu mod̀ele,ilestclairqueles

meilleursestimateursdesparam̀etresµetσ2sontdonńesparlesstatistiques:

µ̂=
1

N

T

t=1

Rt,et (4.10)

σ̂2=
1

N

T

t=1

(Rt−µ̂)
2 (4.11)

òuN repŕesentelenombrederendementsquotidiens.Decettemanìere,nousobtenons

828vecteursdeparam̀etrescouvrantlaṕeriodedejanvier1997̀ad́ecembre2012,quinous

permettentd’estimerleprixdurisquedumarch́e.
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4.3.2 Mod̀eledeHestonetNandi

L’estimationdesparam̀etrespourlemod̀eledeHestonetNandireposesurlamaximisa-

tiondelalog-vraisemblancedesrendementsquotidiensdel’indiceS&P500etdesprix

d’optionsinclusdansnotreensemblededonńees.Nouspŕesentonsd’abordla ḿethode

decalculdelalog-vraisemblancedesrendements,ci-apr̀esLPR,souslamesurephysique,

avantdepŕesenterlaḿethodeutiliśeepourlesoptions,ci-apr̀esLQO,souslamesurerisque-

neutre.Demanìerèaemp̂echerl’unoul’autredesjeuxdedonńeesdedominerlafonction

delog-vraisemblance,nousnousinspironsdestravauxdeOrnthanalai(2013)etaccordons

lem̂emepoids̀atouteslesdonńees,enmaximisantlafonctionpond́eŕeesuivante:

LHN =
T+N

2

LPR
T
+
T+N

2

LQO
N

(4.12)

òuLHNrepŕesentelalog-vraisemblance,Trepŕesentelenombrederendementsquotidiens

etNlenombred’options.NotonsqueT+N2 sertdeconstanted’́echelleetn’entrepasdans

l’estimationdesparam̀etres.

4.3.2.1 EstimationdeLPR

Étantdonńelastructuredesrendementsdumod̀eledonńeeparl’́equation4.2,lafonc-

tiondedensit́econditionnelledesrendementsquotidiensestdonńeeparunedistribution

normale:

p(Rt|ht)=
1

√
2πht

exp −
Rt−r− λ−

1
2 ht

2

2ht
(4.13)

d’òunousobtenonslalog-probabilit́edesrendements:

LPR(θ)=−
1

2

T

t=1

log2π+loght+
Rt−r− λ−

1
2 ht

2

ht
(4.14)

òuθrepŕesentelevecteurdeparam̀etres.Commelavariancen’estpasdirectementobser-

vable,nousdevonslafiltrerenutilisantlesrendements:
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ht+1=ω+βht+α zt−γ ht
2
,òu (4.15)

zt=
Rt−r− λ−

1
2 ht√

ht
(4.16)

Afindeŕeduirel’influenced’unchoixarbitrairedelavaleurdelavarianceinitiale,nous

utilisonsuneanńeederendementsquotidienspŕećedantlaṕeriodeutiliśeepourlamaxi-

misationdelalog-probabilit́epouramorcerladynamiquedelavariance,enutilisantla

varianceinconditionnellecommevaleurded́epart(́equation(4.4)).

4.3.2.2 EstimationdeLQO

Pourl’estimationdelalog-vraisemblancedesprixdesoptions,nousreprenonslafonction

d’erreurl’erreurd’́evaluationduprixpond́eŕeeparlevegautiliśeeentreautresparCarr

et Wu(2007),Bakshietal.(2008),Santa-ClaraetYan(2010)ainsiqueChristoffersen

etal.(2013),etquiprendlaformesuivante:

i=
OMi −Ôi

νMi
(4.17)

òuOMi repŕesenteleprixdel’optionisurlemarch́e,Ôileprixestiḿepourl’optioni

parlemod̀eleetνMi levegadel’optionsouslemod̀eleBSMenutilisantlavolatilit́e

impliciteobtenueeninversantlaformuleBSM.̀Anoterqueleprixestiḿedel’optioni

estunefonctiondeladated’́evaluationt,desońech́eanceT,duprixdusous-jacentSt,

desonprixd’exerciceKi,etdesparam̀etresdumod̀ele(incluantlavarianceautemps

t),Ôi=O(ti,Ti,St,Ki,Θ
∗
t);nousreviendronssurcepointci-bas.Enfaisantl’hypoth̀ese

queceserreurssuiventunedistributionnormale, i∼N 0,s2,lalog-vraisemblanceest

donńeepar:

LQO=−
1

2

N

i

log2π+logs2+
2
i

s2
(4.18)

òus2estdonńeparsonestimateurŝ2= 1
N

N
i
2
i.
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CommelenotentChristoffersenetal.(2013),ceserreursrepŕesententuneapproximation

deserreurssurlavolatilit́eimplicite,toutenneńecessitantpaslecalculdelavolatilit́e

implicitedeŝOiparinversiondelaformuleBSM̀achaquéetapedel’optimisation,cequi

peutdevenircôuteuxentempsdecalcul.Eneffet,ν,étantlapremìered́eriv́eeduprix

del’optionOi,donneuneapproximationlińeairedelasensibilit́eduprixdel’optioǹala

volatilit́edurendementdusous-jacent.End’autrestermes,

OMi −Ôi≈ν
M
i IVMi −ÎVi ⇐⇒

OMi −Ôi

νMi
≈IVMi −ÎVi (4.19)

Leserreursbaśeessurlavolatilit́eimpliciteoffrentl’avantagedenepassurpond́ererles

optionsdontleprixestpluśelev́e,quecesoitàunem̂emedate(òuleprixdesoptions

àlamonnaieserapluśelev́equeleprixdesoptionshorsdelamonnaie)oùadeuxdates

diff́erentes(lesprixdesoptionsserontpluśelev́espendantlesṕeriodesdefortevolatilit́e),

ŕeduisantlerisquequelalog-vraisemblancesoitdomińeeparunnombrerestreintde

donńees.L’utilisationduvegaplut̂otquelavolatilit́eimplicitepermetdemaintenircet

avantagetoutenminimisantletempsdecalculsuppĺementairerequis.

Pourcalculerleprixdesoptionssouslemod̀eleHN,Ôi,nousavonsrecours̀auneinversion

deFourierenadoptantlasimplificationd́evelopṕeeparAttari(2004),quipermetde

ŕeduirelenombred’int́egralesà́evaluernuḿeriquementdedeuxparoptionàuneseule,

enplusd’obtenirund́enominateurquadratique,ŕeduisantledomained’́evaluationet

acćeĺerantlaconvergence.Nouscitonsleŕesultatsanspreuve,quid́epasselecadredece

ḿemoire,maisŕef́eronslelecteurint́eresśèal’articleoriginalpourcelle-ci.Toutd’abord,

posons:

ST=S0e
(r−q)(T−t)+x(t,T) (4.20)

òux(t,T)repŕesentelerendementaĺeatoiredusous-jacentpourlaṕeriodedet̀aT.La

valeurd’uneoptiond’achatestdonńeepar:

C(t,T,St,K,Θ
∗)=St−

e−r(T−t)

2
K−e−r(T−t)K

×



1

π

∞

0

R(φ)+I(φ)φ cos(φl)+I(φ)−R(φ)φ sin(φl)

1+φ2
dφ



(4.21)
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òuΘ∗repŕesentelevecteurdesparam̀etressouslamesurerisque-neutre,l= Ke−r(T−t)

Ste−q(T−t)
,

R(φ)= [f(φ;t,T)]etI(φ)= [f(φ;t,T)]repŕesententlapartieŕeelleetlapartie

imaginaire,respectivement,delafonctioncharact́eristiquedesrendementsx(t,T),donńee

par:

f(φ;t,T)=eA(φ;t,T)+ωB(φ;t,T)ht+1 (4.22)

òulescoefficientsA(φ;t,T)etB(φ;t,T)sontdonńespar:

A(φ;t,T)=A(φ;t+1,T)+ωB(φ;t+1,T)

−
1

2
log(1−2αB(φ;t+1,T)) (4.23)

B(φ;t,T)=−
1

2
φ+ β+αγ2 B(φ;t+1,T)

+
(φ−2αγB(φ;t+1,T))2

2(1−2αB(φ;t+1,T))
(4.24)

Cesdeuxcoefficientsdoivent̂etrecalcuĺesŕetroactivement,aveclaconditionauxbornes

imposantA(φ;T,T)=B(φ;t,T)=0.Lad́erivationdelafonctioncaract́eristiqueest

pŕesent́eèal’annexeA.

Deplus,commenousl’avonsnot́eci-haut(4.2.2),lavarianceinitialen’estpasmodifíeepar

lepassagèalamesurerisque-neutre,etlaśeriedesvariancesobtenueslorsdel’estimation

deLPR nousdonnelesvaleursh
∗
t+1 ńecessairespourlecalculdesprixdesoptionssous

notremod̀ele.Ainsi,nouspouvonscalculerlavaleurd’uneoptiond’achatpourchaque

date,́ech́eanceetprixd’exercicedenotreensemblededonńeessurlesoptions,etleprix

desoptionsdeventes’obtientaiśementparlaparit́eentrelesoptionsd’achatetdevente.

4.3.2.3 Algorithmes

Undesavantagesdel’utilisationducrit̀eredemaximisationdelalog-vraisemblanceestson

ind́ependanceparrapportausyst̀emedecoordonńeeschoisipoureffectuerl’optimisation,

puisquelemaximumned́ependpasdecedernier.Parcontre,commelesouligneZumbach

(2000),pourcertainschoixdesyst̀emesdecoordonńees,lalog-vraisemblanceformeun

sommetaplatiplut̂otqu’uneparaboleetilexisteunsous-espacequasiunidimensionnel

dusyst̀emedecoordonńeesòusesituentdessolutionsd́eǵeńeŕees,deuxfacteurspouvant
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compliquerlat̂achedecertainsalgorithmesd’optimisation,notammentceuxfaisantappel

àdesexpansionsdeTaylordedeuxìemeordre.

Afind’́evitercetypedesolutionsd́eǵeńeŕees,nousavonschoisid’utiliserunalgorithme

d’́evolutiondiff́erentielle(uneḿetaheuristiqued’optimisationstochastique)pourobtenir

unepremìereestimationduvecteurdeparam̀etres̀alapremìeredate,avantdeproćeder

àuneoptimisationpluspŕecise.Unepŕesentationcompl̀etedel’algorithmed’́evolution

diff́erentielle,propośeparPriceetStorn(1997),d́epasselecadredece ḿemoire,mais,

brìevement,ilcombineavantageusementdesaspectsdesalgorithmesǵeńetiquesetdes

strat́egiesévolutionnistes,permettantd’explorerefficacementl’espacevectorieldesolu-

tions.Ilnouspermetdoncd’́eviterlaforted́ependancesurlepointded́eparttypiquede

l’estimationdesmod̀elesGARCH,etd’̂etreraisonnablementŝursd’obtenirlesparam̀etres

optimaux.

Commelejeudedonńeeschangepeud’unedatèal’autre(environ5joursderendementsde

l’indiceS&P500et2%(1/52)desoptions),nouspouvonsutiliserlesparam̀etresestiḿes̀a

ladatepŕećedentecommepointded́epartpourappliquerl’algorithmeBFGS(unesimple

transformationdesparam̀etrespermetdeprofiterdesavantagesd’uneoptimisationnon

contrainte).Unavantagedecetteapprocheestquelavarianceanticiṕeeduprocessus

derendementpeutêtresauvegard́eeencommunaveclevecteurdeparam̀etres,cequi

permetd’́eviterd’avoir̀alarecalculerlorsdelamodificationdesparam̀etresdesstrat́egies

decouverture.Àl’instardumod̀ele MBG,nousobtenons828vecteursdeparam̀etres,

couvrantlaṕeriodedejanvier1997̀ad́ecembre2012.

4.4 Évaluationdesstrat́egiesdecouverture

Cettesectionviseàpŕesenterla ḿethodedecalculdesŕesultatsobtenus,ainsiqueles

strat́egiesdecouvertureutiliśees,c.-̀a-d.les ḿethodesdelta-neutreainsiquel’approche

deBasaketChabakauri(2013)appliqúeeauxmod̀elesMBGetHN,lorsquelacouverture

estrebalanćeequotidiennement.

4.4.1 Calculdesŕesultats

Afind’́evaluerlaperformancedechacunedes ḿethodesdecouverture(voirplusbas),

nousnousbasonssurunensemblededonńeessurlesoptionscompośed’optionsdevente

etd’achat,àlamonnaieethorsdelamonnaie,d’uneéch́eanced’environunmois(voir

lasection4.1pourplusded́etailssurlechoixdesoptionsentrantdanscetensemblede

donńees).Posonswi,tlapositiondecouvertureprisesouslastrat́egieconsid́eŕeeautemps
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tpourl’optioni,devaleurinitialeVi,deprixd’exerciceKietd’́ech́eanceT.Ainsi,nous

pouvonscalculerleŕesultatcumulatifactualiśedelaventedel’optionetdel’utilisation

d’unestrat́egiedecouverturecommesuit:

Wi=Vi−e
−rT(ST−Ki)

+−
T−∆t

t=0

e−r(t+∆t)wi,t(Ft+∆t−Ft) (4.25)

òurrepŕesenteletauxsansrisque(uniquepouralĺegerl’́ecriture,maisquipeutêtre

diff́erentselonlaṕeriode),Ftleprixder̀eglementd’uncontratàtermeautempstetle

paiementàl’́ech́eanceactualiśeautemps0.Nousavonsutiliśelafonctiondepaiement

d’uneoptiond’achat,maislecalculpouruneoptiondeventeprendlam̂emeforme,en

modifiantlafonctiondepaiementàl’́ech́eanceautroisìemeterme.L’annexeBpŕesente

lad́erivationdel’́equation(4.25)etmontrepourquoilapositionsurlemarch́emońetaire

enestabsente.

Commelavaleurdesoptionsàla monnaieouenṕeriodedefortevolatilit́eestplus

élev́ee,etdoncquelespertes/gainsabsoluslíesàcesoptionsdomineraientlesŕesultats,

nouspouvonscalculerunrendementapproximativementmensuelsurlabasedelavaleur

initialedel’option,commesuit:

Ri=
Wi
Vi

(4.26)

Ainsi,lorsquelastrat́egiedecouvertureestparfaite,etsousl’hypoth̀esed’unmarch́e

complet,lerendementdevrait̂etrenul.

Nousavonschoisid’utiliserlecontratàtermecommeoutildecouverturepourmieux

refĺeterlaŕealit́e.Eneffet,lesous-jacent̀anosoptionsestl’indiceS&P500,quin’estpas

directementńegociable;m̂emepourdessous-jacentsńegociables,lescontrats̀atermesont

souventpŕef́eŕesenpratiquepuisqu’ilsneńecessitentpasdemisedefondssuppĺementaires

(au-del̀ad’unemarge).M̂emesiledeltad’uncontrat̀atermedetypefuturesn’estpaśegal

à1,ladiff́erenceestsouventminime,surtout́etantdonńelescourteśech́eancesutiliśees

ici;decefait,nousavonspŕef́eŕealĺegerlescalculsenassumantl’́egalit́edesdeltasdu

sous-jacentetdescontrats̀atermeutiliśes.

Nosŕesultatssontobtenusenappliquantlesstrat́egiesdecouverturepŕesent́eesci-dessous

avecdesrebalancementsquotidiensdelacouverture.Ilestimportantdenoterqueles

optionssurleS&P500dontl’́ech́eancetombeletrois̀emevendredidumois(ouledernier
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jourouvrablepŕećedent)ontlaparticularit́equelavaleurder̀eglementestdonńeeparle

prixdel’indiceS&P500̀al’ouverturedujourdel’́ech́eance.Auxfinsdecalcul,laposition

decouvertureadopt́eelejourpŕećedantladated’́ech́eance(habituellementunjeudi)est

nulle,etlepaiementàl’́ech́eanceestestiḿêetrefaitàlacl̂oturedesmarch́eslejourde

l’́ech́eance.

4.4.2 Strat́egiesdecouverture

Avantdepŕesenterlesstrat́egiesdecouvertureutiliśeespourcalculerlacouvertureopti-

male,nousabordonsd’abordlechoixdesparam̀etrespourlesdeuxmod̀elesconsid́eŕees.

4.4.2.1 Choixdesparam̀etres

Étantdonńeleśech́eancesrelativementcourtesdesoptionsśelectionńees(de23̀a30jours),

nousavonschoisidesuivrel’exempledeBollenet Whaley(2004)etd’utiliserle m̂eme

vecteurdeparam̀etrespourtoutelaṕeriodedecouverture,c.-̀a-d.celuidonńeparnotre

estimatioǹaladatedeventedel’optionenquestion.Danslecasdesmod̀elesMBG,nous

avonschoisid’utiliserleniveaudel’indiceVIXcommeapproximationdelavolatilit́e

risque-neutrepourlaṕeriodedecouverture.Danslecasdesmod̀elesHN,lavariance

initialeestincluedanslevecteurdeparam̀etresobtenuslorsdel’estimation,etestdonc

baśeesuronzeanńeesderendementsquotidiensdel’indiceS&P500,uneṕeriodeplus

quesuffisantepouŕeliminerunchoixarbitraire.Lesvariancessubśequentessontobtenues

enreprenantlaḿethodedefiltrationdesrendementsci-haut(4.3.2).

Parcontre,commel’obtentiondutauxd’int́er̂etsansrisqueetdutauxdedividende

approxiḿepourchaquedatetdecalculdelacouvertureestsimple(voirlechapitre3),

lestauxutiliśesnesontpasconstants,maisceuxenvigueuràladatet.Pouralĺegerles

calculs,letauxd’int́er̂etsansrisqueutiliśepourl’actualisationdansl’́equation(4.25)est

celuienvigueur̀aladatedeventedel’optioni.

4.4.2.2 Couverturedelta-neutre

Lacouverturedelta-neutrevisèaimmuniserunportefeuille(ouundroitcontingent)contre

lesmouvementsdusous-jacentenprenantunepositioncompensatoiredanslesous-jacent

Hull(1999)(ou,commedansnotrecas,unautreactiffinancier).Formellement,ledelta

d’uneoptiondevaleurVestlad́eriv́eepartielledesavaleurparrapportauprixdu

sous-jacent:
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∆=
∂V

∂S
(4.27)

Enprenantuneposition−∆danslesous-jacent,lapositiontotaleestimmuniśeecontrede

faiblesmouvementsdansleprixdusous-jacent.Parcontre,puisqueleprixdusous-jacent

changeavecletemps,modifiantledelta,lapositiondoit̂etrerebalanćeeṕeriodiquement

pourmaintenirl’immunisation.Sousunehypoth̀esedecontinuit́eduprocessusdeprix

dusous-jacentetunrebalancemententempscontinu,lacouvertureestparfaite;c’est

l’intuitionderrìerelemod̀eledeBlack-Scholes-Merton.Commenousl’avonsvuaucha-

pitre2,ceshypoth̀esesnesontpasŕealisablesenpratique. Malgŕetout,lastrat́egiede

couverturedelta-neutreoffreunecouvertureefficacepourdesrebalancementsfŕequentset

estsouventutiliśeeenpratique,avecquelquesajustements,etrepŕesentedoncunebonne

basedecomparaisonpourlesŕesultatsdel’approchedeBasaketChabakauri.

Mod̀eleBSM Souslemod̀eleBlack-Scholes-Merton,lavaleurd’uneoptiond’achat

Cautempstestdonńeepar(demanìerèaalĺegerl’́ecriture,nousomettonslesindicest

lorsquecelaneportepas̀aconfusion):

C(Θ)=e−r(T−t) FΦ(d1)−KΦ d1−σ
√
T−t (4.28)

òuΘrepŕesentelevecteurdesparam̀etres,Tl’́ech́eanceetd1=
logF

K
+1
2
σ2T

σ
√
T

.Lad́eriv́ee

partielledelavaleurdel’optiondeventeparrapportauprixdusous-jacentestdonńee

par:

∆C=Φ(d1) (4.29)

Parparit́eentrelesoptionsdeventeetd’achat,ledeltadel’optiondeventecorrespondante

Pestdonńepar:

∆P=Φ(d1)−1 (4.30)
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Nousobtenonsainsilaḿethodedecalculdelacouvertureoptimalepourchaqueoption

et̀achaquedatet,enutilisantlesparam̀etresappropríespourlecalculded1.

Mod̀eleHN Souslemod̀eleHN,ledeltaestobtenuedanslecadredelad́erivationde

laformuledelavaleurd’uneoptiond’achat(4.21),etestdonńepar:

∆C=1+
el

2π

∞

−∞
f(φ)

e−i(φ+i)l

i(φ+i)
dφ (4.31)

Et,parparit́e,onobtientledeltapouruneoptiondevente:

∆P=
el

2π

∞

−∞
f(φ)

e−i(φ+i)l

i(φ+i)
dφ (4.32)

Cesdeuxformulesnouspermettentdoncdecalculerlacouverturedelta-neutrepour

chaqueoptionet̀achaquedatet,enutilisantlesparam̀etresappropríes.

4.4.2.3 ApprochedeBasaketChabakauri

L’approchedecouvertureentempsdiscretdeBasaketChabakauri(2013)áet́epŕesent́ee

àlasection2.2.4.Nousconsid́eronslecasd’uneoptiond’achat,lecasd’uneoptionde

ventes’obtenantenutilisantlafonctiondepaiement̀al’́ech́eanceappropríee.Enposant

lafonctiondepaiement̀al’́ech́eanceXT=(ST−K)
+,lavaleurdeŕeplicationautemps

testdonńeepar:

Gt=
1

ξt
EtξT(ST−K)

+e−r(T−t) (4.33)

òuled́eflateurξtestdonńeparl’́equation2.49,puisqu’ilned́ependquedelatrajectoire

duprixdusous-jacent.Ainsi,lacouvertureoptimale,entermesd’unit́esdusous-jacent,

quecesoitsouslemod̀eleGBMouHestonetNandi,estdonńeepar:

θ∗t=St
Et[e

−r∆tGt+∆t]−Gt
Et[e−r∆tSt+∆t]−St

(4.34)
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LecalculdelacouvertureoptimalesefaitfacilementparsimulationMonteCarlo.Pour

cefaire,pourchaquejourńeeòulesmarch́essontouvertsentrel’ouverturedelaposition

etsońech́eance,100000trajectoiresdeprixsontsimuĺeesselonlesformulespŕesent́ees̀a

lasection4.2,cequipermetd’assurerlastabilit́edesŕesultatśetantdonńeleśech́eances

maximalesrelativementcourtes.

4.4.2.4 Strat́egieadhoc

Pourfinsdecomparaison,nousavonsaussiutiliśeunestrat́egiequenousqualifionsde

adhoc.Celle-ciprendlam̂emeformequelastrat́egiedelta-neutreaveclemod̀eleBSM

pŕesent́eeci-haut(4.4.2.2),̀aladiff́erencequelavolatilit́eutiliśeelorsducalculdudeltaest

lavolatilit́eimpliciteobtenueparl’inversiondelaformuledeBSḾetantdonńeleprixde

l’option,pourchacunedesoptions.D’unpointdevueth́eorique,l’utilisationdediff́erentes

volatilit́espourlem̂emesous-jacentestprofond́ementprobĺematique.Parcontre,dupoint

devuepratique,sousl’hypoth̀esed’unedistributionnormaledesrendements,l’utilisation

delavolatilit́eimplicitepropreàl’optionestlaseulemanìeredeŕepliquerdemanìere

efficacecetteoption,etpermetdoncd’obtenirlacouvertureoptimale,commelemontrent

Ahmadet Wilmott(2005).



Chapitre5

Ŕesultats

Danscechapitre,nouspŕesentonslesprincipauxŕesultatsdenotred́emarche.Nous

d́ebutonsparlapŕesentationdescaract́eristiquesprincipales(moments, minimumet

maximum)desrendementsmensuelsobtenussouslesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture.

Commel’objectifd’unestrat́egiedecouvertureestdeŕeduirelerisque,notrediscussion

seconcentrerasurlesmomentsplusélev́esdeladistributiondesrendementsobtenus

souslesdiff́erentesstrat́egies.Ensuite,nousexamineronslesdiff́erencesentrelesposi-

tionsdecouvertureprisessouslesdiff́erentesstrat́egies,afind’́eclairerlesdiff́erencesdes

rendements.

5.1 Rendements

Letableau5.1pŕesententquelquescaract́eristiquesimportantesdesrendementsmensuels

desdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,enplusdesŕesultatsobtenusenl’absencede

couverture,pourl’ensembledesoptionsdansnotreensemblededonńees.

Lescaract́eristiquesenl’absencedestrat́egiedecouverturesontpŕesent́eesprincipalement

àtitreindicatif;eneffet,vulanon-lińearit́edelafonctiondepaiement,nousavonseffectúe

untestduχ2afindev́erifierlanormalit́edeladistributiondesrendements,et,bienque

touteslesstrat́egiesconsid́eŕeessatisfassentletest,onnepeutconclurepositivement̀ala

normalit́edesrendementsobtenusenabsencedecouverture.Lefaitn’estpasentìerement

étonnant:lamajorit́edesoptions(533sur764,soitenviron70%)ontfinihorsdela

monnaie,etdonnentunrendementde100%,lerendementmaximal.Cetteconcentration

deŕesultatspermetaussid’expliquerlaforteasyḿetriedeladistribution.

49
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Tableau5.1:Caract́eristiquesdesrendements

(touteslesoptions)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 29,57 23,87 23,51 26,04 23,93 25,40

Écart-type(%) 191,67 128,55 133,32 107,77 85,33 85,14
Asyḿetrie -5,73 -0,06 -0,11 0,19 -0,35 0,14
Aplatissement(-3) 47,80 18,26 19,58 13,71 13,41 9,32

Minimum(%) -2194 -1174 -1254 -749 -613 -575
Maximum(%) 100 930 991 767 540 512

Nombred’options 764 764 764 764 764 764

Optionsexerćees 231 231 231 231 231 231
Optionsnonexerćees 533 533 533 533 533 533

Cetableaupŕesentequelquescaract́eristiquesdesrendements mensuelsdesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,

pourtouteslesoptionsconsid́eŕees.Lesŕesultatssontobtenusenvendantuneoptionayantunéech́eanced’environ

unmoisautemps0etenutilisantl’unedesstrat́egiesdecouverturepŕesent́eesjusqu’̀asońech́eanceT(ouaucune

strat́egiedecouverture,danslepremiercas),avantd’obtenirlerendementRi=
Wi
Vi
òuWirepŕesentelasomme

desflux mońetairesactualiśesàladateinitiale(ventedel’optioni,profitsetpertesetpaiementàl’́ech́eance),

etVileprixdel’optioniautemps0.Lesstrat́egiesconsid́eŕeessont:enabsencedecouverture(Sanscouv.),

unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eleBSMutilisantleVIXcommeapproximationdelavolatilit́e(Delta

BSM),laḿethodedeminimisationdelavariancetemporellementcoh́erentedeBasaketChabakauriappliqúeèaun

mouvementbrownienǵeoḿetrique(BC MBG),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eledeHestonetNandi

(DeltaHN),la ḿethodedeBasaketChabakauriappliqúeeaumod̀eleHN(BCHN)ainsiqu’unestrat́egieadhoc

reprenantlastrat́egiedelta-neutreBSM,maisenutilisantlavolatilit́eimplicitedonńeeparleprixdel’optionviśee

parlacouverture(Deltaadhoc).

Onpeuttoutd’abordremarquerque,pourlaṕeriodedejanvier1997̀ad́ecembre2012,la

vented’optionsembleavoiŕet́eunestrat́egietr̀esprofitable,quoiquetr̀esrisqúee,commele

d́emontrentlesrendementsmoyensobserv́es.Ilestaussiint́eressantdenoterquetoutesles

strat́egiesemploýeessemblentpratiquement́eliminerlaforteasyḿetriedesrendementsen

absencedecouverture,etdeŕeduirelavolatilit́eainsiquel’aplatissementdesrendements;

ellesremplissementdonctoutesleurobjectif,quoiqueavecdiversniveauxdeŕeussite.

Enpremierlieu,onremarquequ’ilyapeudediff́erenceentrel’efficacit́edelastrat́egie

delta-neutreetlaḿethodedeminimisationdelavariancesouslemod̀eleMBG,maisque

cettedernìeredevientplusefficacelorsqu’onl’appliqueencombinaisonaveclemod̀ele

HN,enŕeduisantdavantagelavolatilit́edesrendementsquelastrat́egiedelta-neutre

utilisantlem̂ememod̀ele.Ilestm̂emeunpeúetonnantquecettecombinaisondemod̀ele

etdestrat́egiedecouvertureobtienneuneŕeductiondelavolatilit́esimilairèalastrat́egie

adhoc,quirepŕesentelameilleurestrat́egie,sousl’hypoth̀esederendementssuivantune
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distributionnormale.Mais,avantdepousserl’analyseplusloin,ilpeut̂etreutiledeśeparer

lesŕesultatsobtenusenfonctiondutypeetdudegŕedeparit́eàl’initiationafindevoir

sicesperformancesrepŕesententleurefficacit́eenǵeńeraloumasquentdesdisparit́es.

5.2 Rendementspartyped’optionetpardegŕedeparit́e

Lestableaux5.2et5.3ci-dessouspŕesententlesm̂emescaract́eristiquesdesrendements

mensuelsqu’autableau5.1,maisselonletyped’option(deventeoud’achat)etledegŕede

parit́edel’optionaumomentdelavente(horsdelamonnaieoùalamonnaie).Rappelons

queledegŕedeparit́eestcalcuĺecomméetantKF,òuK repŕesenteleprixd’exerciceet

Fleprixd’uncontratàtermedem̂emeéch́eance.Lesoptionsàlamonnaiesontcelles

dontledegŕedeparit́eestprochede1aumomentdelavente,etlesoptionshorsdela

monnaiesontdonńeesparcellesdontledegŕedeparit́eserapprochede0,95danslecas

desoptionsdeventeetde1,05danslecasdesoptionsd’achat.

Lesŕesultatsquenousobtenonssontcomparables̀aceuxobtenusparKimetKim(2016),

quireprennentlestravauxdeBakshietKapadia(2003)enutilisantuńechantillond’op-

tionssurl’indiceS&P500pluslarge,couvrantlaṕeriodedejanvier1996àd́ecembre

2014,quicorrespondmieux̀alaṕeriodecouverteparnotréechantillon.Nousutilisonsces

ŕesultatscommebasedecomparaisonparcequ’ilssontplusfacilementcomparablesque

lesŕesultatsobtenusparBadescuetal.(2014),CaoetHan(2013)etCarret Wu(2014);

eneffet,cesderniersmesurentl’erreurdecouvertureenfonctionduprixdusous-jacent

(oud’unefonctionduprixdusous-jacent),alorsqueKimetKim(2016)pŕesententles

erreursdecouverturemoyennesenvaleurabsolue,enfonctiondelavaleurdel’indiceainsi

que,commenous,enfonctionduprixdel’option.

Lesŕesultatsqu’ilsobtiennentportentsurunportefeuilleutilisantunecouverturedelta-

neutresuiteàl’achatd’uneoption,d’achatoudevente,pourdiff́erenteséch́eances,sur

l’indiceS&P500,etdontledegŕedeparit́eestdonńeparSe
(r−q)τ

K −1,soitlerapportinverse

àceluiquenousutilisons.Soulignonsaupassagequetoutesleserreursdecouverture

moyennessontńegatives.Nouscomparonsdoncnosŕesultatsàceuxobtenuspourles

optionsd’́ech́eancede14̀a30jours,etdontledegŕedeparit́eestde0̀a-7,5%pourles

optionsd’achatetde0̀a7,5%pourlesoptionsdevente.Pourlesoptionsdevente,Kimet

Kim(2016)rapportentdespertesallantde-20,15%pourlesoptionspr̀esdelamonnaie

(de0̀a2,5%dedegŕedeparit́e)̀a-39,32%pourlesoptionshorsdelamonnaie(5̀a7,5

%dedegŕedeparit́e).Danslecasdesoptionsd’achat,KimetKim(2016)rapportentdes

pertes,correspondant̀adesgainspournotreportefeuille,augmentantde-10,15%pourles

optionspr̀esdelamonnaie(0̀a2,5%dedegŕedeparit́e)̀a-61,71%pourlesoptionshors
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delamonnaie(-5à-7,5%dedegŕedeparit́e).Desregroupementsdiff́erentsd’options,

une ḿethodediff́erentedecalculdudelta,untauxsansrisquediff́erentetl’utilisation

dusous-jacentplut̂otquedescontrats̀atermecommeoutildecouvertureexpliquentles

diff́erencesentrenosŕesultats.Lacomparaisonentreleśecarts-typesestcompliqúeepar

lefaitqueKimetKim(2016)pond̀ereleśecarts-typesempiriquesdel’́echantillonparla

racinecarŕeedunombred’observations.

Ilestclairquelesŕesultatsobtenuspourlesoptionsàlamonnaiediff̀erentdemanìere

importantedesŕesultatsobtenuspourlesoptionshorsdelamonnaie,demanìerepar-

ticulìerementévidentedanslecasdesŕesultatsobtenusenabsencedestrat́egiedecou-

verture.Onobserveaussiunediff́erenceimportanteentreladistributiondespaiements

àl’́ech́eancepourlesoptionsd’achatetdeventeàla monnaie,cequid́emontreque

l’utilisationdesdeuxtypesd’optionss’av̀ereimportantedansl’analysedel’efficacit́edes

strat́egiesdecouverture.

Deplus,onremarquequel’adoptiond’unestrat́egiedecouverture,alorsqu’elleatendance

àŕeduirelerendement moyendanslecasdesoptionsdevente,aplut̂ottendanceà

l’augmenter,quoiquede manìere modeste,danslecasdesoptionsd’achat,etinverse

larelationquipŕevautenabsencedecouverture,òulerendementmoyenestsuṕerieur

pourlesoptionsdevente,lorsquel’oncomparelesoptionsàlamonnaieethorsdela

monnaieśepaŕement.Onnoteaussiquelescoefficientsd’asyḿetrieetd’aplatissement

demeurentimportants,contrairementauxoptionsd’achat.Uneexplicationpossibledece

ph́enom̀enereposesurl’existencedesauts,principalementńegatifs,dansladistribution

desrendementsdel’indiceS&P500,contrelesquelslesstrat́egiesdecouvertureoffrent

peudeprotection.Plusieursétudesparaḿetriquestendentàappuyercettehypoth̀ese,

notammentBakshietal.(1997b)etBates(2000);deplus,lesŕesultatsobtenusparCarr

et Wu(2014)serapprochentdeleursŕesultatsth́eoriquessouslemod̀eledesautsavec

diffusiondeMerton.

Dansl’ensemble,legroupementpartypeetpardegŕedeparit́enecontreditpasles

observationsdelasectionpŕećedente.Touteslesstrat́egiesutiliśeesatteignentleurobjectif

deŕeduirelavolatilit́edespositions,et,bienque,souslemod̀eleMBG,lastrat́egiedelta-

neutresembledonnerdemeilleursŕesultats,ladiff́erenceestmineureparrapportàla

strat́egiedeminimisationdelavariance.Parcontre,cettedernìeresembleprofiterdela

mod́elisationplusrichedesrendementsetdelavariancedumod̀eledeHestonetNandi,

etsonefficacit́e,auniveaudelaŕeductiondelavolatilit́e,rejointousurpassecelledela

strat́egieadhoc.Ilestint́eressantdenoterquelespiresŕesultats(entermederendement

minimal,doncdeperte)seproduisentdanslecasdesoptionsdeventehorsdelamonnaie
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Tableau5.2:Caract́eristiquesdesrendements

(optionsdevente)

Optionsdevente(horsdelamonnaie)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 48,39 18,09 17,95 22,90 19,50 18,14

Écart-type(%) 222,02 118,88 124,95 89,70 79,52 84,43
Asyḿetrie -5,26 -6,36 -6,57 -2,97 -1,71 -2,83
Aplatissement(-3) 28,22 54,69 57,69 12,58 7,38 16,13

Minimum(%) -1439 -1174 -1254 -529 -399 -575
Maximum(%) 100 195 192 253 287 269

Nombred’options 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 18 18 18 18 18 18
Optionsnonexerćees 172 172 172 172 172 172

Optionsdevente(̀alamonnaie)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 22,89 6,43 5,99 6,38 5,66 6,54

Écart-type(%) 141,59 30,32 31,05 34,34 27,82 29,04
Asyḿetrie -2,51 -1,40 -1,53 -1,64 -1,09 -1,35
Aplatissement(-3) 6,81 3,40 3,90 3,98 1,96 3,57

Minimum(%) -614 -132 -140 -154 -105 -115
Maximum(%) 100 66 65 56 58 63

Nombred’options 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 84 84 84 84 84 84
Optionsnonexerćees 107 107 107 107 107 107

Cetableaupŕesentequelquescaract́eristiquesdesrendementsmensuelsdesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,pour

lesoptionsdevente,selonleurdegŕedeparit́e K
F
aumomentdelavente.Lesŕesultatssontobtenusenvendant

uneoptionayantuneéch́eanced’environun moisautemps0etenutilisantl’unedesstrat́egiesdecouverture

pŕesent́eesjusqu’̀asonéch́eanceT(ouaucunestrat́egiedecouverture,danslepremiercas),avantd’obtenirle

rendementRi=
Wi
Vi
òuWirepŕesentelasommedesfluxmońetairesactualiśesàladateinitiale(ventedel’option

i,profitsetpertesetpaiementàl’́ech́eance),etVileprixdel’optioniautemps0.Lesstrat́egiesconsid́eŕeessont:

enabsencedecouverture(Sanscouv.),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eleBSMutilisantleVIXcomme

approximationdelavolatilit́e(DeltaBSM),la ḿethodedeminimisationdelavariancetemporellementcoh́erente

deBasaketChabakauriappliqúeeàunmouvementbrownienǵeoḿetrique(BC MBG),unestrat́egiedelta-neutre

baśeesurle mod̀eledeHestonetNandi(DeltaHN),la ḿethodedeBasaketChabakauriappliqúeeau mod̀ele

HN(BCHN)ainsiqu’unestrat́egieadhocreprenantlastrat́egiedelta-neutreBSM,maisenutilisantlavolatilit́e

implicitedonńeeparleprixdel’optionviśeeparlacouverture(Deltaadhoc).
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Tableau5.3:Caract́eristiquesdesrendements

(optionsd’achat)

Optionsd’achat(̀alamonnaie)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 4,27 15,10 15,21 15,12 14,46 13,83

Écart-type(%) 117,12 32,05 32,91 37,25 30,61 32,82
Asyḿetrie -1,11 -0,33 -0,40 -0,79 -0,25 -0,32
Aplatissement(-3) 0,59 1,12 1,34 1,59 0,70 1,19

Minimum(%) -418 -87 -97 -122 -90 -87
Maximum(%) 100 105 105 104 101 102

Nombred’options 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 107 107 107 107 107 107
Optionsnonexerćees 84 84 84 84 84 84

Optionsd’achat(horsdelamonnaie)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 42,73 55,86 54,91 59,77 56,10 63,09

Écart-type(%) 251,50 220,99 228,74 185,38 140,44 134,49
Asyḿetrie -6,26 0,54 0,60 -0,02 -0,64 0,10
Aplatissement(-3) 44,14 1,43 1,55 3,60 5,15 1,21

Minimum(%) -2194 -571 -609 -749 -613 -381
Maximum(%) 100 930 991 767 540 512

Nombred’options 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 21 21 21 21 21 21
Optionsnonexerćees 170 170 170 170 170 170

Cetableaupŕesentequelquescaract́eristiquesdesrendementsmensuelsdesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,pour

lesoptionsd’achat,selonleurdegŕedeparit́e K
F
aumomentdelavente.Lesŕesultatssontobtenusenvendant

uneoptionayantuneéch́eanced’environun moisautemps0etenutilisantl’unedesstrat́egiesdecouverture

pŕesent́eesjusqu’̀asonéch́eanceT(ouaucunestrat́egiedecouverture,danslepremiercas),avantd’obtenirle

rendementRi=
Wi
Vi
òuWirepŕesentelasommedesfluxmońetairesactualiśesàladateinitiale(ventedel’option

i,profitsetpertesetpaiementàl’́ech́eance),etVileprixdel’optioniautemps0.Lesstrat́egiesconsid́eŕeessont:

enabsencedecouverture(Sanscouv.),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eleBSMutilisantleVIXcomme

approximationdelavolatilit́e(DeltaBSM),la ḿethodedeminimisationdelavariancetemporellementcoh́erente

deBasaketChabakauriappliqúeeàunmouvementbrownienǵeoḿetrique(BC MBG),unestrat́egiedelta-neutre

baśeesurle mod̀eledeHestonetNandi(DeltaHN),la ḿethodedeBasaketChabakauriappliqúeeau mod̀ele

HN(BCHN)ainsiqu’unestrat́egieadhocreprenantlastrat́egiedelta-neutreBSM,maisenutilisantlavolatilit́e

implicitedonńeeparleprixdel’optionviśeeparlacouverture(Deltaadhoc).
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pourlesstrat́egiesreposantsurle MBG(etdanslecasdelastrat́egieadhoc),alors

quecesontlesoptionsd’achathorsdelamonnaiequisontlesplusprobĺematiquesen

absencedecouvertureousil’onutilisele mod̀eleHN.Enfait,onpeutvoirqueles

erreursdecouverturedesmod̀elesMBGnesemblentpaspriviĺegierlesoptionsdevente

oud’achat,puisquel’erreurdecouverturemaximalesetrouve,quantàelle,duĉot́edes

optionsd’achat.Enfait,cesdernìeressemblentrepŕesenterleplusgrandd́efipourtoutes

lesstrat́egiesdecouvertureutiliśees.

Nouspouvonsnoterquelescaract́eristiquesdesrendementsavecdesstrat́egiessontrelati-

vementsimilairesdanslecasdesoptions̀alamonnaie,notammentauniveaudeleurvola-

tilit́e,maisquelesmomentspluśelev́esdesdistributionspŕesententcertainesdiff́erences.

Lescoefficientsd’asyḿetrieetd’aplatissementdesoptionsdeventèalamonnaieindiquent

lapŕesenced’unrisquecontrelequellesstrat́egieśetudíeessemblentoffrirunecouverture

aumieuxpartielle.Malgŕetout,touteslesstrat́egiespermettentdeŕeduirelavolatilit́e,et

lesrendementsextr̂emes(donńesparlesrendementsminimaletmaximal)sontnettement

ŕeduits.Cecidit,ilestint́eressantdenoterquelastrat́egiedeminimisationdelavariance

encombinaisonaveclemod̀eleHNsemblemieuxǵerercerisque.

Lecasdesoptionshorsdelamonnaieestpluscomplexe.Eneffet, m̂emesitoutesles

strat́egiespermettentdeŕeduirelavolatilit́e,avecdiversniveauxdeŕeussite,lesstrat́egies

utilisantunMBGsemblentaggraverlesrisquesnonnormauxdanslecasdesoptionsde

ventehorsdela monnaie, maisperformentrelativementbiendanslecasdesoptions

d’achat.Ilesttoutefoisclairquel’utilisationd’unmod̀elèavolatilit́estochastiquepermet

d’aḿeliorerl’efficacit́edelacouverture;enfait,l’absencedecorŕelationentreleschutes

descours(faisantaugmenterlavaleurdesoptionsdevente)etuneaugmentationde

lavolatilit́eestprobablementlaprincipalecausedelapìetreperformancedesstrat́egies

utilisantleMBG,dontlavolatilit́eestconstante(etdoncnoncorŕeĺeeaveclesrendements

del’indice).

Lacomparaisonlaplusint́eressantesemblêetrecelleentrelastrat́egieadhocetlastrat́egie

deminimisationdelavariancetemporellementcoh́erenteutilisantlemod̀eleHN.Lorsque

l’onconsid̀eretouteslesoptions,lastrat́egiedeminimisationdelavariancepermetde

ŕeduirelavolatilit́edesrendementspresqueaussiefficacementquelastrat́egieadhoc,mais

lecoefficientd’aplatissementdemeureprobĺematique,indiquantunesourcederisquenon

couverte,etmontrelasuṕeriorit́edelastrat́egieadhoc.Parcontre,lorsquel’onexamine

lesŕesultatsobtenusdemanìereplusd́etailĺee,uneimagediff́erenteapparâıt.

Commeonpeutleconstater,misàpartlecasdesoptionsd’achathorsdelamonnaie,

l’efficacit́edelaḿethodedeBasaketChabakauri(2013)̀aŕeduirelavolatilit́edesrende-

mentssembleĺeg̀erementsuṕerieure(ouaumoinscomparable)àcelledelastrat́egiead
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hoc;et,danslecasdesoptionsd’achathorsdelamonnaie,leurefficacit́eestcomparable.

Parcontre,auniveaudesrisquesnonnormaux,indiqúesparlescoefficientsd’asyḿetrie

etd’aplatissement,ilestclairque,malgŕedesdifficult́esdanslecasdesoptionsd’achat

horsdelamonnaie,lastrat́egiedeminimisationdelavarianceestnettementsuṕerieure

danslecasdesoptionsdeventehorsdelamonnaie,etquesaperformanceestint́eressante

danslecasdesoptionsàlamonnaie.Ellesembledoncpermettredeminimisercertains

risquesignoŕesparlesautresstrat́egiesdecouverture.Danslaprochainesection,nous

allonsexaminerdepluspr̀eslespositionsprisesparlesstrat́egiesdecouverturéetudíees

afindemettreenlumìerelasourcedeleursdiff́erences.

5.3 Positionsdecouverture

Lafigure5.1pŕesentelespositionsdecouverturemoyennesdesdiff́erentesstrat́egiespour

touteslesoptions,enfonctiondutempsavantl’́ech́eance,enjoursouvrables.Avantde

passeràlafigure5.2,quipŕesenteles m̂emesŕesultats,maispargroupesd’options(de

venteoud’achat,àla monnaieouhorsdela monnaie),nouspouvonsfairequelques

observationspŕeliminaires.

Toutd’abord,onnoteque,malgŕedespositionsdecouvertureinitialesdiff́erentes,toutes

lesstrat́egiesdecouvertureconvergentversunepositionsimilairelorsquel’́ech́eancedi-

minue.Cecis’expliqueparl’hypoth̀esedelanormalit́edeladistributiondesrendements

sous-jacentèatouslesmod̀eleśetudíes(ycomprislastrat́egieadhoc);lorsquel’́ech́eance

restanteesttr̀escourte,l’importancedelastochasticit́edelavolatilit́edumod̀eleHN

devienttr̀esfaible,pourenfindisparâıtrejusteavantl’́ech́eancedel’option.Ladiff́erence

quisubsistedanslapositiondecouverturejusteavantl’́ech́eanceestdueàladiff́erence

entrelesvolatilit́esdonńeesparlesmod̀eles.

Onpeutaussivoirlafaiblediff́erenceentrelespositionsdecouverturedesstrat́egies

utilisantlemod̀eleMBG,cequiexpliquelargementlesŕesultatssemblablesobtenus.Par

contre,danslecasdesstrat́egiesreposantsurle mod̀eleHN, m̂emesilapositionde

couvertureconvergeavecladiminutiondutempsrestantavantl’́ech́eance,onobserve

unepositioninitialetr̀esdiff́erente.Eneffet,alorsquelastrat́egiedelta-neutreprenden

moyenneunepositionĺeg̀erementpositive,lastrat́egiedeBasaketChabakauri(2013)

adopteunepositionenmoyenneńegative.Lacomparaisonentrelespositionsmoyennes

selonletypeetledegŕedeparit́edesoptionspermettrademieuxillustrerlesdiff́erences

entrelesdeuxstrat́egies,mais,sinousanticiponssurla5.4plusbas,l’́ecartentreles

deuxstrat́egiesrefl̀etel’inclusiondel’incertitudequantauxerreursdecouverturefutures,
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quiatendanceàaugmenteraveclavolatilit́e,quielle-m̂emeaugmenteenpŕesencede

rendementsńegatifsdel’indice.

Lacomparaisondespositionsinitiales moyennesdesdiff́erentesstrat́egiesindiquedes

diff́erencesimportantesdansleurshypoth̀esesimplicites.Pourlesstrat́egiesreposantsur

un MBG,lapositionded́epartmoyenneapproximativementnulles’expliqueaiśement.

Eneffet,rappelonsquelapositiondecouvertureestdonńeeparledelta,soit:

∆C=Φ(d1)

∆P=Φ(d1)−1

òud1=
logF

K
+σ

2

2
T

σ
√
T

etòuTrepŕesentel’́ech́eance.Notréechantillonestconstitúedequatre

options:deuxoptions̀alamonnaie,choisiespourqueK≈F,etdeuxoptionshorsdela

monnaie,avecK≈0,95Fpourl’optiondeventeetK≈1,05Fpourl’optiond’achat.En

utilisantl’approximationdulogarithmelogx≈x−1lorsquexestpetit,nousobtenons

que,pourlesoptionsàlamonnaie,logFK ≈0etlog
F
K ≈−0,05 log

F
K ≈0,05 pour

l’optiond’achat(devente)horsdelamonnaie.

Enrappelantquel’́ecart-typedesrendementsdel’indiceS&P500pourlaṕeriodede1996

à2012estde20,56%(voirletableau3.1),sinousassumonsunevolatilit́ede20,56%etune

éch́eancede21joursouvrables(pouruneanńeede252joursouvrables),σ
√
T≈0,0594

etσ
2

2T≈0,0018.Enconśequence,sil’onńegligeledeuxìemetermedanslaformulede

d1,nousobtenons

∆K<FP ≈Φ
0,05

0,0594
−1 ≈−0,20

∆F=KP ≈Φ(0)−1 ≈−0,50

∆F=KC ≈Φ(0) ≈0,50

∆K>FC ≈Φ
−0,05

0.0594
≈0,20

Sinousprenonslasommedespositions,nousobtenonsunepositionmoyenneapproxi-

mativementnulle,soitlapositioninitialedelafigure5.1pourlesstrat́egiesreposantsur

lemod̀eleMBG,confirmantlaconstitutiondenotréechantillond’options.Lesŕesultats

pŕesent́esàlafigure5.2,òulesmoyennessontcalcuĺeessuivantletyped’optionsetle

degŕedeparit́e,confirmentessentiellementcetteintuition.
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Avantd’examinerle mod̀eleHN,onpeutremarquerquelapositioninitiale moyenne

delastrat́egieadhocestĺeg̀erementńegativeparrapportàcellesutilisantle MBG,

cequis’expliqueaiśementparl’asyḿetriedelavolatilit́eimpliciteenfonctiondudegŕe

deparit́e(le smile ).Eneffet,alorsquelapositiondecouverturedesoptionsàla

monnaiereposesurunem̂emevolatilit́eimplicite,cen’estpaslecasdesoptionshorsde

lamonnaie,alorsquelavolatilit́eimplicitedel’optiondeventeestǵeńeralementsuṕerieure

àcelledel’optiond’achat,reqúerantunepositiondecouvertureplusimportante.Cette

asyḿetrieexpliqueaussipourquoilatrajectoiredespositionsmoyennespourtoutesles

optionsdelastrat́egieadhocdemeureinf́erieureàcellesdumod̀eleMBG.Lasimilarit́e

destrajectoiresdesoptionsàlamonnaieàlafigure5.2provientdel’utilisationduVIX

commeapproximationdelavolatilit́edusous-jacentpourlemod̀eleMBG;eneffet,leVIX

mesurelavolatilit́eimplicited’uneoptionàlamonnaieavecuneéch́eancede30jours.

Commementionńeci-haut,lapositionplusprononćeepourlesoptionsdeventehorsde

lamonnaieparrapportauxoptionsd’achats’expliqueparle smile delavolatilit́e

implicite.

Danslecasdesstrat́egiesbaśeessurlemod̀eleHN,onobserveunediff́erenceimportante

entrelastrat́egiedelta-neutreetlastrat́egietemporellementcoh́erente,absentedela

comparaisonentrelesstrat́egiesbaśeessurleMBG.Sil’onconsid̀ered’abordlastrat́egie

delta-neutre,ilestint́eressantd’observerquelapositiondecouverturesembletr̀esstable

dansletempscomparativementauxautresstrat́egies,avecunbiaisinitialpositif.Sil’on

seŕef̀ereauxtableaux5.1et5.2,quimontrentsonefficacit́esuṕerieureparrapportaux

strat́egies̀avolatilit́econstante,ilest́evidentqu’unemod́elisationplusriche,notamment

auniveaudelastochasticit́edelavolatilit́e,permetd’obtenirunemeilleurecouverture.

Deplus,lorsquel’onconstatequelesoptionsd’achatsontplussusceptiblesdefinirdans

lamonnaie(107c.84pourlesoptionsàlamonnaie,21c.18danslecasdesoptions

horsdelamonnaie),lebiaispositifinitial(saufdanslecasdesoptionsd’achathorsde

lamonnaie)parrapportaumod̀eleMBGexpliqueenpartielameilleureefficacit́edesa

couverture.Parcontre,nosŕesultatsmontrentquesacapacit́èamieuxmod́eliserlescas

extr̂emes(optionshorsdelamonnaie)sembleŕeduiresonefficacit́elorsdelacouverture

d’options̀alamonnaie.

Lafigure5.1montrequelespositionsmoyennesdecouverturedesdeuxstrat́egiesutilisant

lemod̀eleHNconvergentlorsquel’ons’approchedel’́ech́eancedel’option,mais̀apartir

d’unediff́erencemarqúeeauniveaudelapositioninitiale,diff́erencequin’estpaspŕesente

lorsquel’oncomparelastrat́egiedeminimisationdelavariancèalastrat́egiedelta-neutre

souslemod̀eleMBG.Commentpeut-onexpliquercettediff́erence,et,vulesŕesultatsaux

tableaux5.1,5.2et5.3,pourquoisemble-t-ellepermettreàlastrat́egiedeminimisation
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delavarianced’̂etreǵeńeralementplusefficacequelastrat́egiedelta-neutre,lorsquele

mod̀eleinclutunevolatilit́estochastique?

5.4 Coh́erencetemporelle

Danscettesection,nousallonsexaminerpourquoil’introductiond’unevolatilit́estochas-

tiquedansnotremod̀eleentrâıneunemodificationdelacouvertureoptimalelorsdel’uti-

lisationd’uncrit̀eredeminimisationdelavariancetemporellementcoh́erent,enillustrant

ladiff́erenceentrel’impactdececrit̀erepourlesmod̀elesMBGetHN.Toutd’abord,rap-

pelonsquel’erreurdecouverturesuruneṕeriode(∆Ht),sousunecouverturedelta-neutre

avecunevolatilit́eσtestdonńeeparl’́equation(2.11):

∆Ht=
1

2
S2t
∂2Vt
∂S2t

σ2t−
∆St
St

2

òuVtestlavaleurdudroitcontingentautempst.Enconśequence,enomettantlefacteur

d’actualisationafind’alĺegerl’́ecriture,l’esṕerancedel’erreurcumulativeestdonńeepar

l’́equation(2.13):

Et

T−∆t

t

∆Ht =Et

T−∆t

t

1

2
S2t

∂2Vt
∂S2t

σ2t−
∆St
St

2

Rappelonsaussique,danslaḿethodedeBasaketChabakauri(2013),lavaleurdudroit

contigentautempst,Gt,inclutl’esṕerancedeserreursentreletempstetl’́ech́eancedu

droitcontingent,T,̀al’́equation(2.42):

Gt=EtXTe
−r(T−t) −EtW

∗
Te
−r(T−t)−Wt

Commeexpliqúedanslarevuedelitt́erature,l’inclusiondel’esṕerancedel’erreurde

couverturedanslavaleurdudroitcontingentmodifielacouvertureoptimale,quidiff̀ere

maintenantdelacouverturedelta-neutre.

Danslecasdumod̀eleMBG,lavariancedel’actifsous-jacentestconstante,et,comme

mentionńèalapartie2.1.1,ledeuxìemefacteurdansl’esṕerancedel’erreurdecouverture
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σ2t−
∆St
St

2
tendvers0.Ladiff́erenceentrelastrat́egiedelta-neutreetlastrat́egiede

minimisationdelavarianceprovientdoncessentiellementdel’effetdediscŕetisation,qui

augmenteĺeg̀erementlavolatilit́e.Mais,commenousl’avonsvuàlasectionpŕećedente,

ladiff́erenceestminimesurlapositiondecouverture,etdoncsurlesŕesultatsobtenus.

Ilenvatoutautrementdanslecasdumod̀eleHN.Eneffet,cedernierinclutparconstruc-

tionunecorŕelationentrelavarianceetlesrendementsdusous-jacent,habituellement

ńegative.End’autrestermes,unchocńegatifaurendementdel’actifsous-jacententrâıne

unevariance(etdoncunevolatilit́e)pluśelev́eèalaṕeriodesuivante.Commel’erreurde

couverturecumulativeestdirectementlíeeauniveaudelavolatilit́e,ilestclairqu’unchoc

ńegatifentrâıneraaussiuneaugmentationdelavariancedel’erreurdecouverturefuture.

Onvoitainsiapparâıtrelaraisonpourlaquellelastrat́egiedeminimisationtemporelle-

mentcoh́erentetend̀aprendreunepositiondecouvertureinf́erieurèacelledelastrat́egie

delta-neutre,etpourquoicettediff́erencediminueavecletemps:unchocńegatifpeude

tempsapr̀esled́ebutdelaṕeriodedecouvertureaurauneffetbeaucoupplusimportant

surl’erreurdecouverturequ’unchocńegatifsurvenantverslafindelaṕeriode;laposition

ńegativedanslesous-jacentparrapport̀alastrat́egiedelta-neutrepermetdeseprot́eger

contreuneaugmentationdeserreursdecouvertureencasdechocńegatif.Laposition

decouvertureanticipedonclespossibilit́esdel’́etatdumondefutur,etl’́evolutiondela

couverture.

Cetteprisedepositionenfonctiondelavolatilit́elaissepenserque,parl’entremisedela

corŕelationentrelesrendementsdusous-jacentetdelavolatilit́efuture,lastrat́egietem-

porellementcoh́erentepermetd’utiliserlesous-jacentcommeoutildecouverturecontrele

vega,soitlasensibilit́edudroitcontingent̀aunchangementdelavolatilit́e.Pourv́erifier

cettepossibilit́e,nousavonsmeńequelquesŕegressionslińeairessurladiff́erenceentreles

positionsdecouverturedesdeuxstrat́egiesutilisantlemod̀eleHN,enutilisantletemps

avantl’́ech́eanceetlevegadesoptions(enutilisantlavolatilit́eimplicitecorrespondant

auprixdel’option),dontlesŕesultatssontpŕesent́esautableau5.4.

Commeonpeutlevoir,bienquelesdiff́erencesentrelestrajectoiresapparaissantaux

figures5.1et5.2semblentd́ependreprincipalementdutempsavantl’́ech́eance,lasensi-

bilit́edel’optionàlavolatilit́eoffreunebienmeilleureexplication.Lasignificativit́edu

coefficientdufacteurdel’́ech́eancedelapremìereŕegressions’expliqueclairementparle

faitquelevegalui-m̂emed́ependdel’́ech́eancedel’option.Deplus,lafigure5.2montre

quel’́ecartentrelesdeuxpositionsestplusimportantdanslecasdesoptions̀alamonnaie,

dontlevegaestpluśelev́equecelleshorsdelamonnaie.
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Tableau5.4:Coefficientsdeŕegression

(diff́erencedespositionsdecouverturepourlemod̀eleHN)

Éch́eance Vega Éch́eance
seulement seulement etvega

β0 -2,55E-04 0,0061** 0,0066**
(́ecart-type) (7,08E-04) (4,74E-04) (5,63E-04)
β1 -0,0045** -1,27E-04
(́ecart-type) (6,70E-05) (7,20E-05)
β2 -8,68E-04** -8,57E-04**
(́ecart-type) (7,04E-06) (9,60E-06)

R2 0,2566 0,5387 0,5388
R2ajust́e 0,2565 0,5386 0,5387

Cetableaupŕesentelesŕesultatsd’uneŕegressionlińeairedeladiff́erenceentrelespositionsdecouvertureobtenues
enutilisantlastrat́egiedeminimisationdelavariancetemporellementcoh́erenteetlastrat́egiedelta-neutrepour
lemod̀eleHN,surletempsavantl’́ech́eance,levegadel’option(calcuĺeenutilisantlavolatilit́eimplicitedelíeeà
l’option)oulesdeux:

wBCi,t −w
DN
i,t =β0+β1(Ti−t)+β2νi,t

òuwBCi,t etw
DN
i,t repŕesentelapositiondecouverturedelastrat́egiedeminimisationdelavariance(BC)etdelta-

neutre(DN),respectivement,pourl’optioniautempst,Til’́ech́eancedel’optioni(ladiff́erenceestennombrede
joursouvrables),etνi,tlevegadel’optioniautempst.

* repŕesenteunŕesultatsignificatifà5%,et ** repŕesenteunŕesultatsignificatifà1%.

Danslecadredelacouvertured’optionssurl’indiceS&P500,ilestclairquelapossibi-

lit́ed’unecouverturepartielleduvegaparunecouverturedynamiquedusous-jacent(ou

d’uncontratàtermesurcelui-ci)n’estpasd’unegrandeutilit́e,́etantdonńeque,gr̂ace

àlaliquidit́edumarch́e,unemeilleurecouvertureduvegapeut̂etreobtenueenutilisant

d’autresoptions.Cecidit,nosŕesultatstendent̀ad́emonterque,lorsqu’unmod̀elead́equat

estemploýe,unestrat́egietemporellementcoh́erentepermetdeprendreencompteplu-

sieurssourcesderisque,cequipeutseŕev́elertr̀esutiledansdesmarch́esmoinsliquides,

òuunecouverturepluscompl̀etepeutêtredifficileàŕealiser,oulorsqu’iln’existetout

simplementpasd’autresoutilsdecouverturepourcompĺeterlastrat́egiedelta-neutre.

Deplus,sil’onrevientauxŕesultatspŕesent́esauxtableaux5.2et5.3,quecettestrat́egie

permetaumoinsenpartiedeŕehabiliterl’utilisationdemod̀elespluscomplexes,alorsque

lastrat́egiedelta-neutre,peuimportelemod̀eleutiliśe,n’estpascomparableauxŕesultats

obtenusaveclastrat́egieadhoc.





Chapitre6

Ŕesultatsadditionnels

Danscechapitre,nouspŕesentonsdeuxgroupesdeŕesultatsadditionnels.Lasection6.1,

pŕesentelesm̂emesŕesultatsqu’auchapitrepŕećedentenincluantdesfraisdetransaction

pourlesprisesdepositiondecouverturedanslescontrats̀aterme.Puis,̀alasection6.2,

nouspŕesentonslesŕesultatsobtenuslorsquel’estimationdesparam̀etresutiliśespourles

strat́egiesdecouverturereposeexclusivementsurlesrendementsquotidiensdel’indice

S&P500,autrementdit,souslamesurephysique.

6.1 Fraisdetransaction

Danscettesection,nousreprenonslam̂emeḿethodologiequ’auchapitrepŕećedent,mais

enincluantdesfraisdetransactionsurl’achatetlaventedecontratsàterme.Comme

lemontrentlesfigures5.1et5.2,latrajectoiredelapositiondecouverturediff̀ereselon

lastrat́egiedecouvertureutiliśee.̀Atitred’exemple,sil’oncomparelesstrat́egiesutili-

santlemod̀eleHN,lastrat́egiedelta-neutresemblemaintenirunepositiondecouverture

ńecessitantdesrebalancementsmoinsimportantquel’approchedeBasaketChabakauri

(2013),̀al’exceptionducasdesoptionsd’achat̀alamonnaie.L’inclusiondefraisdetran-

sactionpourraitmontrerquel’efficacit́eǵeńeralementsuṕerieuredelasecondestrat́egie

disparâıtenfraisdetransaction.Noustenonstoutefoisàsoulignerquelesstrat́egiesde

couvertureutiliśeesreprennentcellesduchapitrepŕećedent,etneprennentpasencompte

lesfraisdansl’objectifdeminimisationdelavariance.

Nousfaisonsl’hypoth̀esequelesfraisdetransactionsontproportionnelsauvolumetran-

siǵe.Parsoucidesimplification,nousavonsadopt́edesfraisde0,25$parunit́edecontrat

àtermesurl’indiceS&P500,quirepŕesentel’́equivalentd’unpointd’indice,soitlemou-

vementminimalduprixducontrat̀atermeet,́etantdonńel’importanteliquidit́edeces

65
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contrats,l’́ecarthabituelentrelescoursvendeursetacheteurs.End’autrestermes,en

posantυleniveaudesfraisdetransactionetωtlaposition(sigńee)danslecontratà

termeautempst,lesfraisdetransactionsontdonńeespar:

Υt=υωt−ωt−1 (6.1)

Sil’onreprendl’́equation(4.25)pouryinclurelesfraisdetransactionΥt,nousobtenons:

Wi=Vi−e
−rT(ST−Ki)

+−

T−∆t

t=0

e−r(t+∆t)wi,t(Ft+∆t−Ft)

−

T

t=0

e−rtυωt−ωt−1 (6.2)

enposantωt−1=0etenrappelantquelapositiondecouvertureestferḿeeωt=0le

jourpŕećedantl’́ech́eancedel’option.Lecalculdurendementreprendensuitela m̂eme

formequ’̀al’́equation(4.26).Nousreprenonsla m̂emestructuredepŕesentationqu’au

chapitrepŕećedent:letableau6.1pŕesentelesŕesultatspourl’ensembledesoptions,puis

lestableaux6.2et6.3lesŕesultatsenfonctiondutyped’optionetdudegŕedeparit́e.

Lacomparaisonaveclesŕesultatssansfraisdetransactionauchapitrepŕećedentneŕev̀ele

pasdediff́erenceimportante,̀al’exceptiondurendementmensuelmoyen,quiatendance

àdiminuer(̀al’exceptiondel’absencedecouverture),cequinedevraitpasnouśetonner.

Onremarquequandm̂emequelesrendementsonttendancèadiminuerde2̀a5%pour

lesdiff́erentesstrat́egies,saufdanslecasdesoptionsd’achathorsdelamonnaie,òula

diminutionestplusimportante.Unfaitunpeupluśetonnantestquel’onremarqueaussi

danscertainscasunediminutiondel’́ecart-typedesrendements,maisladiff́erenceest

faible.L’inclusiondesfraisdetransactionproportionnelsrepŕesentantl’́ecartentreles

coursvendeursetacheteursnemodifiepas,hormislerendementsmoyen,lesŕesultats

obtenusauchapitrepŕećedent,etn’́eliminepasl’efficacit́esuṕerieuredelastrat́egiede

BasaketChabakauri(2013)parrapport̀alastrat́egiedelta-neutresouslemod̀eleHN.
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Tableau6.1:Caract́eristiquesdesrendements

enpŕesencedefraisdetransaction(touteslesoptions)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 29,57 19,06 18,63 21,96 20,08 21,21

Écart-type(%) 191,67 127,54 132,31 107,07 85,35 84,45
Asyḿetrie -5,73 -0,46 -0,51 -0,12 -0,71 -0,22
Aplatissement(-3) 44,80 19,88 21,28 13,87 14,57 10,55

Minimum(%) -2194 -1231 -1312 -765 -663 -621
Maximum(%) 100 890 949 748 517 497

Nombred’options 764 764 764 764 764 764

Optionsexerćees 231 231 231 231 231 231
Optionsnonexerćees 533 533 533 533 533 533

Cetableaupŕesentequelquescaract́eristiquesdesrendements mensuelsdesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,

pourtouteslesoptionsconsid́eŕees,enpŕesencedefraisdetransactionproportionnelsauvolumetransiǵe(0,25$

parcontratàterme).Lesŕesultatssontobtenusenvendantuneoptionayantuneéch́eanced’environunmoisau

temps0etenutilisantl’unedesstrat́egiesdecouverturepŕesent́eesjusqu’̀asonéch́eanceT(ouaucunestrat́egie

decouverture,danslepremiercas),avantd’obtenirlerendementRi=
Wi
Vi
òuWirepŕesentelasommedesflux

mońetairesactualiśesàladateinitiale(ventedel’optioni,profitsetpertesetpaiementàl’́ech́eance),etVileprix

del’optioniautemps0.Lesstrat́egiesconsid́eŕeessont:enabsencedecouverture(Sanscouv.),unestrat́egiedelta-

neutrebaśeesurlemod̀eleBSMutilisantleVIXcommeapproximationdelavolatilit́e(DeltaBSM),laḿethodede

minimisationdelavariancetemporellementcoh́erentedeBasaketChabakauriappliqúeèaunmouvementbrownien

ǵeoḿetrique(BCMBG),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eledeHestonetNandi(DeltaHN),laḿethode

deBasaketChabakauriappliqúeeau mod̀eleHN(BCHN)ainsiqu’unestrat́egieadhocreprenantlastrat́egie

delta-neutreBSM, maisenutilisantlavolatilit́eimplicitedonńeeparleprixdel’optionviśeeparlacouverture

(Deltaadhoc).

6.2 Mesurephysique

Danscettesection,nouspŕesentonslesŕesultatsobtenuslorsquelesparam̀etresdes

diff́erentsmod̀elesreposentsurlamesurephysique,c.-̀a-d.enn’utilisantquelesrende-

mentsquotidiensdel’indiceS&P500desdixdernìeresanńeespourestimerlesparam̀etres

desmod̀eles,sansprendreencomptelesdonńeesfourniesparlesprixdesoptionssurle

march́e.Danslecasdumod̀ele MBG,celaimpliqued’utiliserlavolatilit́eestiḿeesur

lesdixdernìeresanńeesplut̂otquelavolatilit́eesṕeŕeeàcourttermedonńeeparl’in-

diceVIX.Lebutdelacomparaisonestdevoiràquelpointl’efficacit́edelastrat́egie

temporellementcoh́erentereposesurlesattentesdumarch́e(parlebiaisdel’indiceVIX

oudesprixd’options).Nousreprenonsla m̂emestructurequ’auchapitrepŕećedent,en

pŕesentantd’abordlesŕesultatspourtouteslesoptions,avantdeśeparerceux-ciselonle

typeetledegŕedeparit́eaumomentdelavente.Letableau6.4pŕesentelesŕesultatspour
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Tableau6.2:Caract́eristiquesdesrendements

enpŕesencedefraisdetransaction(optionsdevente)

Optionsdevente(horsdelamonnaie)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 48,39 14,67 14,59 19,63 15,63 14,44

Écart-type(%) 222,02 122,78 129,01 91,95 81,15 86,60
Asyḿetrie -5,26 -6,53 -6,72 -3,10 -1,93 -3,11
Aplatissement(-3) 28,22 57,14 59,94 13,57 8,42 18,36

Minimum(%) -1439 -1231 -1312 -567 -438 -621
Maximum(%) 100 189 186 246 279 262

Nombred’options 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 18 18 18 18 18 18
Optionsnonexerćees 172 172 172 172 172 172

Optionsdevente(̀alamonnaie)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 22,89 4,12 3,63 4,05 3,25 4,11

Écart-type(%) 141,59 30,54 31,33 34,64 27,96 29,31
Asyḿetrie -2,51 -1,40 -1,54 -1,63 -1,10 -1,35
Aplatissement(-3) 6,81 3,39 3,90 3,94 1,99 3,53

Minimum(%) -614 -135 -144 -158 -109 -119
Maximum(%) 100 64 63 53 54 61

Nombred’options 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 84 84 84 84 84 84
Optionsnonexerćees 107 107 107 107 107 107

Cetableaupŕesentequelquescaract́eristiquesdesrendementsmensuelsdesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,pour

lesoptionsdevente,selonleurdegŕedeparit́e K
F
aumomentdelavente,enpŕesencedefraisdetransaction

proportionnelsauvolumetransiǵe(0,25$parcontratàterme).Lesŕesultatssontobtenusenvendantuneoption

ayantunéech́eanced’environunmoisautemps0etenutilisantl’unedesstrat́egiesdecouverturepŕesent́eesjusqu’̀a

sonéch́eanceT(ouaucunestrat́egiedecouverture,danslepremiercas),avantd’obtenirlerendementRi=
Wi
Vi

òuWirepŕesentelasommedesfluxmońetairesactualiśesàladateinitiale(ventedel’optioni,profitsetpertes

etpaiementàl’́ech́eance),etVileprixdel’optioniautemps0.Lesstrat́egiesconsid́eŕeessont:enabsencede

couverture(Sanscouv.),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eleBSMutilisantleVIXcommeapproximation

delavolatilit́e(DeltaBSM),la ḿethodede minimisationdelavariancetemporellementcoh́erentedeBasaket

Chabakauriappliqúeeàunmouvementbrownienǵeoḿetrique(BC MBG),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurle

mod̀eledeHestonetNandi(DeltaHN),la ḿethodedeBasaketChabakauriappliqúeeaumod̀eleHN(BCHN)

ainsiqu’unestrat́egieadhocreprenantlastrat́egiedelta-neutreBSM,maisenutilisantlavolatilit́eimplicitedonńee

parleprixdel’optionviśeeparlacouverture(Deltaadhoc).
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Tableau6.3:Caract́eristiquesdesrendements

enpŕesencedefraisdetransaction(optionsd’achat)

Optionsd’achat(̀alamonnaie)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 4,27 12,22 12,32 12,03 11,54 10,85

Écart-type(%) 117,12 31,85 32,68 36,89 30,36 32,60
Asyḿetrie -1,11 -0,33 -0,39 -0,79 -0,24 -0,31
Aplatissement(-3) 0,59 1,12 1,35 1,64 0,71 1,19

Minimum(%) -418 -89 -99 -125 -92 -89
Maximum(%) 100 101 101 101 97 99

Nombred’options 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 107 107 107 107 107 107
Optionsnonexerćees 84 84 84 84 84 84

Optionsd’achat(horsdelamonnaie)

Sans Delta BC Delta BC Delta
couv. BSM MBG HN HN adhoc

Moyenne(%) 42,73 45,25 43,96 52,14 49,91 55,43

Écart-type(%) 251,50 217,53 225,13 185,53 140,33 132,64
Asyḿetrie -6,26 0,47 0,53 -0,16 -0,85 -0,03
Aplatissement(-3) 44,14 1,38 1,48 3,74 5,79 1,49

Minimum(%) -2194 -578 -616 -765 -663 -412
Maximum(%) 100 890 949 748 517 497

Nombred’options 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 21 21 21 21 21 21
Optionsnonexerćees 170 170 170 170 170 170

Cetableaupŕesentequelquescaract́eristiquesdesrendements mensuelsdesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,

pourlesoptionsd’achat,selonleurdegŕedeparit́e K
F
aumomentdelavente,enpŕesencedefraisdetransaction

proportionnelsauvolumetransiǵe(0,25$parcontratàterme).Lesŕesultatssontobtenusenvendantuneoption

ayantunéech́eanced’environunmoisautemps0etenutilisantl’unedesstrat́egiesdecouverturepŕesent́eesjusqu’̀a

sonéch́eanceT(ouaucunestrat́egiedecouverture,danslepremiercas),avantd’obtenirlerendementRi=
Wi
Vi

òuWirepŕesentelasommedesfluxmońetairesactualiśesàladateinitiale(ventedel’optioni,profitsetpertes

etpaiementàl’́ech́eance),etVileprixdel’optioniautemps0.Lesstrat́egiesconsid́eŕeessont:enabsencede

couverture(Sanscouv.),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eleBSMutilisantleVIXcommeapproximation

delavolatilit́e(DeltaBSM),la ḿethodede minimisationdelavariancetemporellementcoh́erentedeBasaket

Chabakauriappliqúeeàunmouvementbrownienǵeoḿetrique(BC MBG),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurle

mod̀eledeHestonetNandi(DeltaHN),la ḿethodedeBasaketChabakauriappliqúeeaumod̀eleHN(BCHN)

ainsiqu’unestrat́egieadhocreprenantlastrat́egiedelta-neutreBSM,maisenutilisantlavolatilit́eimplicitedonńee

parleprixdel’optionviśeeparlacouverture(Deltaadhoc).



Ŕesultatsadditionnels 70

Tableau6.4:Caract́eristiquesdesrendements

(mesurephysique,touteslesoptions)

Sans Delta BC(Q) BC(P) Delta BC(Q) BC(P) Delta
couv. BSM MBG MBG HN HN HN adhoc

Moyenne(%) 29,57 23,87 23,72 17,76 26,04 23,93 25,01 25,40

Écart-type(%) 191,67 128,55 133,32 250,30 107,77 85,33 86,15 85,14
Asyḿetrie -5,73 -0,06 -0,11 -7,55 0,19 -0,35 0,38 0,14
Aplatissement(-3) 44,80 18,26 19,58 155,68 13,71 13,41 14,06 9,32

Minimum(%) -2194 -1174 -1254 -4592 -749 -613 -474 -575
Maximum(%) 100 930 991 1567 767 540 727 512

Nombred’options 764 764 764 764 764 764 764 764

Optionsexerćees 231 231 231 231 231 231 231 231
Optionsnonexerćees 533 533 533 533 533 533 533 533

Cetableaupŕesentequelquescaract́eristiquesdesrendements mensuelsdesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,
pourtouteslesoptionsconsid́eŕees.Lesŕesultatssontobtenusenvendantuneoptionayantunéech́eanced’environ
unmoisautemps0etenutilisantl’unedesstrat́egiesdecouverturepŕesent́eesjusqu’̀asońech́eanceT(ouaucune

strat́egiedecouverture,danslepremiercas),avantd’obtenirlerendementRi=
Wi
Vi
òuWirepŕesentelasomme

desflux mońetairesactualiśesàladateinitiale(ventedel’optioni,profitsetpertesetpaiementàl’́ech́eance),
etVileprixdel’optioniautemps0.Lesstrat́egiesconsid́eŕeessont:enabsencedecouverture(Sanscouv.),
unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eleBSMutilisantleVIXcommeapproximationdelavolatilit́e(Delta
BSM),laḿethodedeminimisationdelavariancetemporellementcoh́erentedeBasaketChabakauriappliqúeèaun
mouvementbrownienǵeoḿetrique(BC MBG),òuQindiquel’utilisationdel’indiceVIXcommeapproximationde
lavolatilit́eetPlamesurephysique,unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eledeHestonetNandi(DeltaHN),
la ḿethodedeBasaketChabakauriappliqúeeaumod̀eleHN(BCHN),avecQ(P)indiquantuneestimationdes
param̀etresincluant(excluant)lesoptions,ainsiqu’unestrat́egieadhocreprenantlastrat́egiedelta-neutreBSM,
maisenutilisantlavolatilit́eimplicitedonńeeparleprixdel’optionviśeeparlacouverture(Deltaadhoc).

touteslesoptions.Afindemaintenirlacomparabilit́edesŕesultats,lesm̂emesvariables

aĺeatoiressontemploýeespourtouteslessimulationsMonteCarloutiliśeeslorsducalcul

delacouvertureoptimale.

Commeonpeutlevoir,pourlemod̀eleHN,lesrendementsdelastrat́egiedeminimisa-

tionnesemblentpaŝetremodifíesdemanìeresignificativedansl’ensemble,m̂emesil’on

remarquequelerendementminimalestnettementaḿelioŕe,quoiqu’auprixd’uneerreur

positiveaccentúee.Lecasdumod̀ele MBGestplusprobĺematique;enfait,l’extr̂eme

diff́erenceauniveaudesmomentsestpresqueentìerementdueaurendementminimum

de-4592%;sicelui-ciest́elimińedesŕesultats,lescaract́eristiquesreviennentàdesva-

leursplusprochesdesautresstrat́egiesutilisantlem̂ememod̀ele.Lestableaux6.5et6.6

pŕesententlesŕesultatsselonletypeetledegŕedeparit́einitialdesoptions.

Encoreunefois,lesŕesultatsobtenusaveclemod̀eleHNsontrelativementpeumodifíes

parl’utilisationounonduprixdesoptionsdansl’estimationdesparam̀etres.Duĉot́edu



Ŕesultatsadditionnels 71

Tableau6.5:Caract́eristiquesdesrendements

(mesurephysique,optionsdevente)

Optionsdevente(horsdelamonnaie)

Sans Delta BC(Q) BC(P) Delta BC(Q) BC(P) Delta
couv. BSM MBG MBG HN HN HN adhoc

Moyenne(%) 48,39 18,09 17,95 16,05 22,90 19,50 16,71 18,14

Écart-type(%) 222,02 118,88 124,95 103,51 89,70 79,52 90,27 84,43
Asyḿetrie -5,26 -6,36 -6,57 -2,83 -2,97 -1,71 -2,52 -2,83
Aplatissement(-3) 28,22 54,69 57,69 11,89 12,58 7,38 9,05 16,13

Minimum(%) -1439 -1174 -1254 -646 -529 -399 -474 -575
Maximum(%) 100 195 192 278 253 287 244 269

Nombred’options 191 191 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 18 18 18 18 18 18 18 18
Optionsnonexerćees 172 172 172 172 172 172 172 172

Optionsdevente(̀alamonnaie)

Sans Delta BC(Q) BC(P) Delta BC(Q) BC(P) Delta
couv. BSM MBG MBG HN HN HN adhoc

Moyenne(%) 22,89 6,43 5,99 4,50 6,38 5,66 5,52 6,54

Écart-type(%) 141,59 30,32 31,05 33,34 34,34 27,82 26,85 29,04
Asyḿetrie -2,51 -1,40 -1,53 -2,11 -1,64 -1,09 -1,25 -1,35
Aplatissement(-3) 6,81 3,40 3,90 7,86 3,98 1,96 2,81 3,57

Minimum(%) -614 -132 -140 -175 -154 -105 -109 -115
Maximum(%) 100 66 65 63 56 58 54 63

Nombred’options 191 191 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 84 84 84 84 84 84 84 84
Optionsnonexerćees 107 107 107 107 107 107 107 107

Cetableaupŕesentequelquescaract́eristiquesdesrendementsmensuelsdesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,pour

lesoptionsdevente,selonleurdegŕedeparit́e K
F
aumomentdelavente.Lesŕesultatssontobtenusenvendant

uneoptionayantuneéch́eanced’environun moisautemps0etenutilisantl’unedesstrat́egiesdecouverture
pŕesent́eesjusqu’̀asonéch́eanceT(ouaucunestrat́egiedecouverture,danslepremiercas),avantd’obtenirle

rendementRi=
Wi
Vi
òuWirepŕesentelasommedesfluxmońetairesactualiśesàladateinitiale(ventedel’option

i,profitsetpertesetpaiementàl’́ech́eance),etVileprixdel’optioniautemps0.Lesstrat́egiesconsid́eŕeessont:
enabsencedecouverture(Sanscouv.),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eleBSMutilisantleVIXcomme
approximationdelavolatilit́e(DeltaBSM),la ḿethodedeminimisationdelavariancetemporellementcoh́erente
deBasaketChabakauriappliqúeeàunmouvementbrownienǵeoḿetrique(BC MBG),òuQindiquel’utilisation
del’indiceVIXcommeapproximationdelavolatilit́eetPlamesurephysique,unestrat́egiedelta-neutrebaśeesur
lemod̀eledeHestonetNandi(DeltaHN),laḿethodedeBasaketChabakauriappliqúeeaumod̀eleHN(BCHN),
avecQ(P)indiquantuneestimationdesparam̀etresincluant(excluant)lesoptions,ainsiqu’unestrat́egieadhoc
reprenantlastrat́egiedelta-neutreBSM,maisenutilisantlavolatilit́eimplicitedonńeeparleprixdel’optionviśee
parlacouverture(Deltaadhoc).
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Tableau6.6:Caract́eristiquesdesrendements

(mesurephysique,optionsd’achat)

Optionsd’achat(̀alamonnaie)

Sans Delta BC(Q) BC(P) Delta BC(Q) BC(P) Delta
couv. BSM MBG MBG HN HN HN adhoc

Moyenne(%) 4,27 15,10 15,21 13,65 15,12 14,46 14,56 13,83

Écart-type(%) 117,12 32,05 32,91 36,08 37,25 30,61 30,55 32,82
Asyḿetrie -1,11 -0,33 -0,40 -0,83 -0,79 -0,25 -0,28 -0,32
Aplatissement(-3) 0,59 1,12 1,34 2,41 1,59 0,70 0,75 1,19

Minimum(%) -418 -87 -97 -1439 -122 -90 -81 -87
Maximum(%) 100 105 105 101 104 101 100 102

Nombred’options 191 191 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 107 107 107 107 107 107 107 107
Optionsnonexerćees 84 84 84 84 84 84 84 84

Optionsd’achat(horsdelamonnaie)

Sans Delta BC(Q) BC(P) Delta BC(Q) BC(P) Delta
couv. BSM MBG MBG HN HN HN adhoc

Moyenne(%) 42,73 55,86 54,91 36,83 59,77 56,10 63,24 63,09

Écart-type(%) 251,50 220,99 228,74 487,75 185,38 140,44 134,07 134,49
Asyḿetrie -6,26 0,54 0,60 -4,20 -0,02 -0,64 0,43 0,10
Aplatissement(-3) 44,14 1,43 1,55 41,99 3,60 5,15 5,03 1,21

Minimum(%) -2194 -571 -609 -4592 -749 -613 -434 -381
Maximum(%) 100 930 991 1567 767 540 727 512

Nombred’options 191 191 191 191 191 191 191 191

Optionsexerćees 21 21 21 21 21 21 21 21
Optionsnonexerćees 170 170 170 170 170 170 170 170

Cetableaupŕesentequelquescaract́eristiquesdesrendementsmensuelsdesdiff́erentesstrat́egiesdecouverture,pour

lesoptionsd’achat,selonleurdegŕedeparit́e K
F
aumomentdelavente.Lesŕesultatssontobtenusenvendant

uneoptionayantuneéch́eanced’environun moisautemps0etenutilisantl’unedesstrat́egiesdecouverture
pŕesent́eesjusqu’̀asonéch́eanceT(ouaucunestrat́egiedecouverture,danslepremiercas),avantd’obtenirle

rendementRi=
Wi
Vi
òuWirepŕesentelasommedesfluxmońetairesactualiśesàladateinitiale(ventedel’option

i,profitsetpertesetpaiementàl’́ech́eance),etVileprixdel’optioniautemps0.Lesstrat́egiesconsid́eŕeessont:
enabsencedecouverture(Sanscouv.),unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eleBSMutilisantleVIXcomme
approximationdelavolatilit́e(DeltaBSM),la ḿethodedeminimisationdelavariancetemporellementcoh́erente
deBasaketChabakauriappliqúeeàunmouvementbrownienǵeoḿetrique(BC MBG),òuQindiquel’utilisation
del’indiceVIXetPlamesurephysique,unestrat́egiedelta-neutrebaśeesurlemod̀eledeHestonetNandi(Delta
HN),la ḿethodedeBasaketChabakauriappliqúeeaumod̀eleHN(BCHN),avecQ(P)indiquantuneestimation
desparam̀etresincluant(excluant)lesoptions,ainsiqu’unestrat́egieadhocreprenantlastrat́egiedelta-neutre
BSM,maisenutilisantlavolatilit́eimplicitedonńeeparleprixdel’optionviśeeparlacouverture(Deltaadhoc).
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mod̀eleMBG,deux́eĺementsressortent:d’abord,lacouverturedesoptionsdeventehors

delamonnaieaét́egrandementaḿelioŕeeparrapportauxautresstrat́egies,alorsque

lesŕesultatspourlesoptionsd’achathorsdelamonnaieilluminelasourceduprobl̀eme

observ́eautableau6.4.Mentionnonstoutefoisquel’́eliminationduŕesultatextr̂ememini-

malrapprochelescaract́eristiquesprincipalesdesautresmod̀elesMBG,hormisauniveau

ducoefficientd’aplatissementajust́e,quidevient4,27,beaucoupplusprochedesmod̀eles

HN.

Lesfigures6.1et6.2ci-dessousreprennentcellesduchapitrepŕećedent,enajoutantles

niveauxmoyensdecouverturepourlesstrat́egiesutilisantlesestimationssouslamesure

physiqueexclusivement.

Ilestint́eressantderemarquerquelecomportementdelastrat́egiedeminimisationde

lavariancesouslemod̀eleMBGsemblerefĺeterlespositionsdelastrat́egiedelta-neutre

dumod̀eleHNlorsquelesoptionssonthorsdelamonnaie,alorsqu’ellesuitcelledela

strat́egiedelta-neutredumod̀eleMBGlorsquelesoptionssont̀alamonnaie,cequivient

enpartieexpliquerlesŕesultatsobtenuspourlesoptionsdeventehorsdelamonnaie,

quiressemblentbeaucoupplus̀aceuxobtenussouslemod̀eleHN.Unepistedesolution

estdonńeeparlefaitque,historiquement,lavolatilit́eindiqúeeparl’indiceVIXest

suṕerieurèalavolatilit́eŕealiśee;commelavaleurdesoptionshorsdelamonnaied́epend

plusfortementdelavolatilit́e,lapositiondecouverturepriseenfonctiondelavolatilit́e

historiqueauratendancèâetremoindredanslecasdecesoptions.Danslecasdumod̀ele

HN,l’explicationsembleallerdanslam̂emedirection:eneffet,l’absencedu smile de

lavolatilit́eimplicitedansl’estimationdesparam̀etresŕeduitlapositiondecouverturedes

optionshorsdelamonnaie.Commeuneanalysecompl̀eteetexhaustiveduph́enom̀ene

d́epasselecadredecetravail,nouslaissonsuneexplicationpluscompl̀eteduph́enom̀ene

àdefuturstravaux.
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Chapitre7

Conclusion

Leprobl̀emedelacouvertureentempsdiscretetenmarch́eincompletoccupeuneplace

importantedanslalitt́erature,m̂emesipeudeformulationsexplicitessontdisponibles.

Laplupartdestravauxseconcentrantsurdesstrat́egiesoptimalesàunmomentfixe,

leprobl̀emedel’inconstancetemporellearȩcurelativementpeud’attention.Eneffet,

lesstrat́egiesdecouvertureoptimalesobtenuessansprendreencomptelesd́eviations

possiblesnepeuventŕeellement̂etrequalifíeesd’optimales,puisqu’ellesneserontpasres-

pect́eessurtoutelaṕeriodedecouverture,etn’atteignedoncpasleurobjectif,àmoins

d’̂etretemporellementcoh́erentes.

L’approchepŕesent́eeparBasaketChabakauri(2013)sed́emarqueparlefaitqu’elle

combinedesformulesexplicites(relativement)simplesàcalculerned́ependantpasdi-

rectementdesmod̀elesemploýes,ainsiqueparlefaitquelastrat́egiedecouvertureest

temporellementcoh́erente,c.-̀a-d.quelastrat́egieinitialeoptimaleestlastrat́egiequi

serarespect́eesurtoutelaṕeriodedecouverture.L’objectifdeminimisationdelava-

riance,souslacontraintedurespectdelastrat́egiepourtoutelaṕeriode,estatteint:par

l’inclusiondel’esṕerancedeserreursdecouverturedansl’objectifdeminimisationdela

variance,cetteapprochepermetd’adopterunestrat́egiedeminimisationdelavariance

localèachaqueṕeriode,etdoncdeminimiserlavariancefinaledel’erreurdecouverture.

Nosŕesultatsd́emontrentdeuxchoses.D’abord,quel’approchepeutfacilement̂etremise

enpratique.Eneffet,l’applicationdesformulesexplicitessefaitrelativementaiśement

parl’utilisationdesimulationsMonteCarlo,ou,danscertainscassimples,notammentle

MBG,peuventpotentiellementseŕeduirèadesḿethodesnuḿeriquesplusrapidesetplus

pŕecises.Deplus,cetteapprocheaccomplitsonobjectifdeminimisationdelavarianceet

atteintparfoisuneefficacit́esuṕerieureauxapprochestraditionnelles,enincluanttoutes
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lessourcesderisque,ycomprisl’incertitudesurlastrat́egiedecouverturefuture,dansla

mesureneutrèalacouvertureutiliśeepourlecalculdelacouvertureoptimale.

Ànotreconnaissance,lesŕesultatsobtenusdansce ḿemoirerepŕesententlespremiers

ŕesultatspratiquesdelamiseenpratiquedecetteapproche.L’utilisationd’options̀acourt

termesurl’indiceS&P500permetdereplacerlesŕesultatsobtenusdanslalitt́erature,et

ilseraitint́eressantdevoirdestravauxfuturssurl’efficacit́edecetteapprochepourdes

optionsdepluslongueduŕee,ouenutilisantd’autresmod̀eles.Mais,commelaḿethodede

BasaketChabakauri(2013)neselimitepas̀alacouvertured’options,ilseraitsouhaitable

devoirsamiseenpratiquesuruńeventailpluslarged’actifsetdedroitscontingents.



AnnexeA

Fonctioncaract́eristiquedes

rendement(mod̀eleHN)

Nouspŕesentonsci-dessouslad́erivationdelaformedelafonctioncaract́eristiquedu

rendementaĺeatoire,ci-apr̀esx(t,T)del’actifsouslemod̀eleHNentempsdiscret:

ST=S0e
(r−q)(T−t)+x(t,T) (A.1)

Lasolutionreposesurl’utilisationdelaformeaffinedumod̀ele,dontlesdynamiquesde

prixetdevariancesouslamesurerisque-neutreQsontreproduitesci-dessous:

Rt=log
St
St−1

=r−q−
1

2
ht+ htz

∗
t (A.2)

ht+1=ω
∗+β∗ht+α

∗ z∗t−γ
∗ ht

2
(A.3)

Enposantl’hypoth̀esequelafonctioncaract́eristiquedurendementaĺeatoireautemps

t+kconditionnellement̀asonprixautempstprendlaformeaffinesuivante:

f(φ;t,t+k)=EQt e
φx(t,t+k)

=eA(φ;t,t+k)+B(φ;t,t+k)ht+1 (A.4)
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òuφrepŕesenteunnombrecomplexe,etA(φ;t,t+k)etB(φ;t,t+k)descoefficients

scalaires.Nouscherchonsdonclaformedecescoefficientsquidonnentlasolutiondela

fonctioncaract́eristiquedurendementaĺeatoiredel’actifautempsTconditionnellement

autempst.Nouspouvonsutiliserlaloidel’esṕeranceit́eŕeedemanìerèaobtenir:

f(φ;t,T)=EQt e
φx(t,T)

=EQt E
Q
t+1 e

φx(t,T)

=EQt e
φx(t,t+1)eA(φ;t+1,T)+B(φ;t+1,T)ht+2 (A.5)

Enrempla̧cantx(t,t+1)parsavaleurdonńeepar(A.2),enalĺegeantl’́ecriture,nous

obtenons:

f(φ;t,T)=EQt e
−1
2
φht+1+φ

√
ht+1zt+1+A(φ;t+1,T)+B(φ;t+1,T)ht+2 (A.6)

Nouspouvonssortirleśeĺementsnonstochastiquesdel’esṕerance,demanìerèaobtenir:

f(φ;t,T)=e−
1
2
φht+1+A(φ;t+1,T)EQt e

φ
√
ht+1zt+1+B(φ;t+1,T)ht+2 (A.7)

Nouspouvonsremplacerht+2parsavaleurdonńeeparl’́equation(A.3):

f(φ;t,T)=e−
1
2
φht+1+A(φ;t+1,T)

×EQt e
φ
√
ht+1zt+1+B(φ;t+1,T)ω+βht+1+α zt+1−γ

√
ht+1

2

(A.8)

Ensortantànouveauleséĺementsnonstochastiquesdel’esṕerance,etenouvrantla

parenth̀ese,nousobtenons:

f(φ;t,T)=eA(φ;t+1,T)+ωB(φ;t+1,T)+[−
1
2
φ+βB(φ;t+1,T)]ht+1

×EQt e
φ
√
ht+1zt+1+αB(φ;t+1,T)z2t+1−2γ

√
ht+1zt+1+γ2ht+1 (A.9)
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Ensortantànouveauleséĺementsnonstochastiques,etenŕerrangeantlestermesà

l’int́erieurdel’esṕerance,nousavons:

f(φ;t,T)=eA(φ;t+1,T)+ωB(φ;t+1,T)+[−
1
2
φ+(β+αγ2)B(φ;t+1,T)]ht+1

×EQt e
(φ−2αγB(φ;t+1,T))

√
ht+1zt+1+αB(φ;t+1,T)z2t+1 (A.10)

Pourztsuivantuneloinormalecentŕeeŕeduite,noussavonsque:

Ete
azt+1+bz2t+1 =e

a2

2(1−2b)
−1
2
log(1−2b)

(A.11)

Enposanta=(φ−2αγB(φ;t+1,T)) ht+1etb=αB(φ;t+1,T),nousobtenons:

f(φ;t,T)=eA(φ;t+1,T)+ωB(φ;t+1,T)+[−
1
2
φ+(β+αγ2)B(φ;t+1,T)]ht+1

×e
(φ−2αγB(φ;t+1,T))2ht+1
2(1−2αB(φ;t+1,T))

−1
2
log(1−2αB(φ;t+1,T))

(A.12)

Enŕearrangeantlestermespourregrouperlesfacteursdeht+1:

f(φ;t,T)=eA(φ;t+1,T)+ωB(φ;t+1,T)−
1
2
log(1−2αB(φ;t+1,T))

×e
−1
2
φ+(β+αγ2)B(φ;t+1,T)+(φ−2αγB(φ;t+1,T))

2

2(1−2αB(φ;t+1,T))
ht+1

(A.13)

D’òunousobtenons:

A(φ;t,T)=A(φ;t+1,T)+ωB(φ;t+1,T)

−
1

2
log(1−2αB(φ;t+1,T))

B(φ;t,T)=−
1

2
φ+ β+αγ2 B(φ;t+1,T)

+
(φ−2αγB(φ;t+1,T))2

2(1−2αB(φ;t+1,T))
(A.14)
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LaformedescoefficientsAetBci-dessusmontrequ’ilsdoivent̂etrecalcuĺesdemanìere

ŕecursive.Pourcefaire,laconditionauxbornesEQT e
φx(T,T) =1permetd’́etablirque

A(φ;T,T)=B(φ;T,T)=0



AnnexeB

Erreurdecouvertureactualiśee

Nouspŕesentonsicilapreuvequelaformule(4.25)donnebienlavaleuractualiśeeau

tempsinitial(t)del’erreurdecouverturepourl’optionisousunestrat́egiedecouverture

rebalaņcantquotidiennementlapositiondecouverturedansuncontrat̀atermeF.

SoitVtlavaleurduportefeuilledecouvertureautempst.Autempsinitialt=0,savaleur

estdonńeepar:

V0=C0 (B.1)

soitlavaleurC0del’optiond’achatvendue.Enposantl’hypoth̀esequelemontantVt

estinvesti(emprunt́e)autauxsansrisqueconstantr,qu’aucuncôutn’estlíeàlaprise

depositionwtautempstdansuncontratàtermedontleprixder̀eglementestdeFt

etqu’aucunemargen’estdemand́eepourlaprisedeposition1,apr̀esuneṕeriode∆t,la

valeurV∆testdonńeepar:

V∆t=e
r∆tV0+ω0(F∆t−F0) (B.2)

Plusǵeńeralement,lavaleurduportefeuilleautempsτ+∆testdonńeepar:

Vτ+∆t=e
r∆tVτ+ωτ(Fτ+∆t−Fτ) (B.3)

1Cettehypoth̀esepeut̂etreabandonńee,silamargerȩcoitletauxsansrisquer.
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Enrempla̧cantVτdansl’́equation(B.3),nousobtenons:

Vτ+∆t=e
r∆ter∆tVτ−∆t+ωτ−∆t(Fτ−Fτ−∆t)+ωτ(Fτ+∆t−Fτ) (B.4)

Quel’onpeutŕéecrirecommesuit:

Vτ+∆t=e
2r∆tVτ−∆t+

τ

k=τ−∆t

er(τ−k)ωk(Fk+∆t−Fk) (B.5)

òulaformeŕecursivedel’́equationapparâıtclairement.Ainsi,enposantunéech́eanceT

pourl’option,nousavons:

VT=e
rTV0+

T−∆t

k=0

er(T−∆t−k)ωk(Fk+∆t−Fk) (B.6)

Lavaleurdel’optionautempsTestdonńeepar:

CT=(ST−K)
+ (B.7)

Ensoustrayantlepaiementàl’́ech́eancedel’optiondelavaleurduportefeuilledecou-

verturèal’́ech́eanceetenactualisantleurvaleurautempst=0,nousobtenons:

W0=e
−rT erTV0+

T−∆t

k=0

er(T−∆t−k)ωk(Fk+∆t−Fk)−(ST−K)
+

=V0−e
−rT(ST−K)

+−

T−∆t

k=0

e−r(∆t+k)ωk(Fk+∆t−Fk) (B.8)

Cequirepŕesentel’erreurdecouvertureactualiśeelíeeàlastrat́egiedecouverture,

repŕesent́eeparlespositionsωk.
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