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áet́éevalúeparunjurycompośedespersonnessuivantes:

ChristianDORION, directeurderecherche

FournierMATHIEU, Lecteur

GauthierGENEVÌEVE, Lectrice
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Ŕesuḿe

Lesmod̀elesARCH,GARCHetleursextensionsontprouv́eleurimportancedansla
mod́elisationdelavolatilit́econditionnelledesrendementsdesactifsfinanciers.Contrai-
rementauxmod̀eles̀atempscontinu,lesmod̀elesGARCHontl’avantageinh́erentquela
volatilit́esoitfacilementestimablèapartirdesrendementshistoriquesdesactifsfinanciers.
Cettepropríet́enouspermetd’́evaluerlesoptionsenutilisantlesvolatilit́esspotcalcuĺees
àpartirdesrendementshistoriques,sansńecessairementavoirrecoursauxvolatilit́esimpli-
citesd́eduites̀apartirdesautresoptionscontemporaines.Ainsi,ilestpossibled’́evaluerune
optionuniquement̀apartirdesobservations,puisquelesparam̀etrespeuvent̂etrefacilement
estiḿes̀apartirdesobservationsdiscr̀etesdesrendements.
Lemod̀eleBadEnvironmentGoodEnvironment(BEGE)estuneextensiondesmod̀eles

standardsdelafamilleGARCH.Leprocessusderendementsreçoitdeuxdiff́erentschocs
tiŕesdesdistributionsquiadmettentdesqueuesetdesasyḿetriesconsid́erables.Lepremier
chocadmetuneasyḿetriepositivetandisqueledeuxìemeadmetuneasyḿetrieńegative.
Lesdeuxchocsvarientavecletemps,cequicŕeedebonsenvironnementsquandlabonne
distributiondomine,etdemauvaisenvironnementsquandlamauvaisedistributiondomine.
Unaspecttr̀esimportantdumod̀eleestlefaitquem̂emedurantlesmauvaisenvironnements,
de”bons”chocsconsid́erablement́elev́espeuventseproduire.
Ainsi,Lemod̀eleBEGEutilisedesinnovationsconditionnellementnongaussiennespour

lesrendementsetpermet̀alavolatilit́edeŕepondrefortdiff́eremmentauxchocs(rende-
mentsimpŕevus)ńegatifsetauxchocspositifs.Plusieurśetudesd́emontrent,̀al’aided’autres
mod̀eles,quecespropríet́essontfortimportantespourcorrectement́evaluerlesprixdesop-
tions.Or,aucunéetudenesepenchesṕecifiquementsurlespropríet́esdumod̀eleBEGEdans
lecontextedelatarificationd’options.Lacontributioncentraledeceḿemoireestdepallier
cevide.
Enparticulier,danscetravail,nousallonsévaluerlaperformancedumod̀eleBEGEdans

latarificationdesoptionsparrapportaumod̀eleGJR-GARCH,quenousprenonscomme
mod̀eledeŕef́erence.Nousallonśegalementappŕeciersaflexibilit́èamodifierlesmirkdela
volatilit́eenchangeantlespoidsdelabonneetlamauvaisevolatilit́eautempsinitial.
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Abstract

ThemodelsARCH,GARCHandtheirextensionshaveproventheirimportanceinmode-
lingconditionalvolatilityofreturnsonfinancialassets.Unlikecontinuousmodels,GARCH
modelshavetheinherentadvantagethatvolatilityiseasilyobservablefromthehistoricalre-
turnsoffinancialassets.Thispropertyallowsustoevaluateoptionsusingthespotvolatility
calculatedusinghistoricalreturns,withoutnecessarilyresorttoimpliedvolatilityderived
fromothercontemporaryoptions.Thus,itispossibletoevaluateanoptiononlyfromob-
servations,sincetheparameterscanbeeasilyestimatedfromdiscreteobservationsofassets
returns.
GoodEnvironmentBadEnvironmentmodel(BEGE)isanextensionofthestandardmo-

delsofGARCHfamily.Thereturnsprocessreceivesshocksfromtwodifferentdistributions
thatadmitconsiderableskewnessandkurtosis.Thefirstshockadmitspositiveskewness,
whilethesecondadmitsnegativeskewness.Bothshocksvarywithtime,creatinggooden-
vironmentswhengooddistributiondominates,andbadenvironmentswhenbaddistribution
dominates.Averyimportantaspectofthemodelisthefactthatevenduringbadenviron-
ments,good-considerablyhigh-shocksmayoccur.
Thus,BEGEmodelusesnongaussianconditionalinnovationsforthereturns,andallows

volatilitytoresponddifferentlytopositiveandnegativeshocks.Severalstudiesshow,using
othermodels,thatthosefeaturesareveryimportanttoassessoptionsprices.However,none
ofthesestudiesareinquiringintothespecificcharacteristicsoftheBEGEmodelinthe
contextofoptionpricing.Themaincontributionofthisthesisistofillthisgap.
Inparticular,inthiswork,wewillprovetheperformanceoftheBEGEmodelinoption

pricingwithrespecttothebenchmarkmodelGJR-GARCH,aswellasitsflexibilityinchan-
gingthesmirkofthevolatilitybychangingtheweightsofthegoodandbadvolatilityattime
zero.
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Chapitre1

Introduction

Lesfluctuationsdescoursdesvaleursmobilìeresdontt́emoignentlesmarch́esfinanciers
lorsdeladernìered́ecennieonteudesconśequencesd́evastatrices.Cettesituationaŕev́eĺe
l’importancedelamod́elisationdelavolatilit́equi,̀apartd’̂etreunemesuredesvariations
desactifs,joueunr̂olecentraldanslatarificationdesoptions.Celles-cisontlesproduits
financierslesplusimportantsetpopulairespourlastabilisation,couvertureetassurance
d’investissements.

Lemod̀eledetarificationdeBlacketScholes(1973)futl’unedesavanćeesmajeuresde
lafinancemoderne.Ilreposesurplusieurshypoth̀eses,dontl’unedespluscontraignantesest
l’utilisationd’unevolatilit́econstante.Or,cettehypoth̀esenerefl̀etenullementlaŕealit́ede
march́eetnuitgrandement̀alaperformancedumod̀ele.

C’estàcetteprobĺematiquequenombredemod̀elespluscontemporainsonttent́ede
ŕepondre.L’undesplusénimentsreposesurlemod̀eleGARCH,introduitparBollerslev
(1986)etquis’appuiesurlestravauxdeEngel(1982).Cemod̀eleapermisded́ecrirelare-
lationentrelavarianceconditionnelledesaĺeasetlesrendementsdel’actifsous-jacent.De-
puisl’apparitiondel’articledeBollerslev,unefamilledemod̀elesGARCHáet́ed́evelopṕee
etutiliśeedanslalitt́eraturepouŕevaluerlesoptions.Parmicesmod̀eles,ontrouveceluide
Bakaert,EngstrometErmolov(2015)quiproposeuneapprochebaśeesurlaśeparationdela
volatilit́econditionnelle,entreunebonnevolatilit́e,lorsqu’unbonenvironnementseproduit,
etunemauvaisevolatilit́e,lorsqu’unmauvaisenvironnementalieu.Lemod̀eles’appelle
”BadEnvironmentGoodEnvironment”(BEGE).

Dansnotretravail,nousnousbasonssurl’articledeBakaert,EngstrometErmolov
(2015),pourcalculerlesprixdesoptionseuroṕeennesécritessurl’indiceS&P500,pour
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diff́erenteśech́eancesetdiff́erentsprixd’exerciceenutilisantlemod̀eleBEGE.
Lechoixdumod̀eleáet́efaitgr̂acèasespropríet́essimplesetint́eressantesquicaptent

mieuxladynamiquedesactifsfinanciers.Lemod̀eleBEGEutilisedesinnovationsnongaus-
siennes,quiadmettentdesskewnessetkurtosisimportants.Iladmetaussiuneflexibilit́edans
lamod́elisationdelavolatilit́eimplicitegr̂acèalaśeparationdesavolatilit́econditionnelle
endeuxcomposantes(bonneetmauvaise),ainsiqu’uneformeferḿeepourtoussesmo-
ments.
Nousproposonsdoncuneapprochenovatricedanslatarificationd’optionsquisedis-

tingueparlaflexibilit́equ’elleintroduitdanslamod́elisationdelavolatilit́eimplicite.En
comparantlaperformancedumod̀eleparrapport̀aunmod̀eledeŕef́erence,noustrouvons
quenotremod̀eleperformemieuxquelemod̀eleGJR-GARCH.In-Sample,lemod̀eleBEGE
auneperformancesuṕerieurèacelleduGJR-GARCHpourlamajorit́edesṕeriodes.Cette
performanceestplusfaibleOut-Of-Sample.Lemod̀elecŕeeunenvironnementplusrisqúe
endonnantplusdepoidsauxmauvaischocs.Conśequemment,ilimposedesprimesde
risquepluśelev́ees.Quant̀al’ajustementdesśeriesderendementsetdesoptionssurl’in-
diceS&P500anńeeparanńee,lavolatilit́edumod̀eleBEGEsignaleuneaugmentationdela
mauvaisevolatilit́eparrapport̀alabonnevolatilit́esurtoutdurantlesṕeriodesdecrise.
Lasuiteduḿemoireestorganiśeecommesuit.Dansledeuxìemechapitre,nousfai-

sonsunerevuedelitt́eraturesurlesmod̀elesGARCH,etlad́erivationdumod̀eleBEGÈa
partirdecesmod̀eles.Dansletroisìemechapitrenousrepŕesentonslesmod̀elesBEGEet
GJR-GARCHsouslamesurephysique,ensuitelepricingkernelpropośeparChristoffersen,
Elkamhi,FeunouandJacobs(2009)pourpasseràlamesurerisqueneutre,etfinalementles
deuxmod̀elessouslamesurerisqueneutre.Danslechapitre4,nouspŕesentonslesdonńees
utiliśeesdansnoscalculs,laḿethodedumaximumdevraisemblance,laḿethodedumaxi-
mumdevraisemblanceconjointpourl’estimationdesparam̀etresetlesŕesultatsempiriques
denotréetude.Finalement,ledernierchapitrecomporteuneconclusionsurlaperformance
dumod̀ele.
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Chapitre2

Revuedelitt́erature

2.1 Introduction

L’histoiredesmod̀elesARCHacommenćeaveclaconjecturedeMiltonFriedman(1977)
quistipulequel’impŕevisibilit́edel’inflationestunedesprincipalescausesdescycles
économiques.Sonhypoth̀eseaffirmequeleniveaudel’inflationn’estpasleprobl̀eme,mais
l’incertitudesurlesprixestlaraisonquiemp̂echelesentrepreneursd’investir,cequiconduit
àuneŕecession.Afindereḿedier̀acetteprobĺematique,Engeld́ebutesesrecherchesdans
lebutd’́evaluerlavalidit́edecetteconjecture.PourEngel,cesćenarionepeut̂etreplausible
quesil’incertitudechangeaucoursdutemps.Unph́enom̀enequeleśeconom̀etresappellent
l’h́et́erosćedasticit́e.

Parlasuite,CliveGrangerintroduituntestpourlesmod̀elesbilińeairesdesśeriestem-
porelles,baśesurlad́ependancedescarŕesdesŕesidus.Ilremarqueuneforteautocorŕelation
entrelescarŕesdesŕesidus,m̂emesicesderniersnesontpascorŕeĺes.Cetteobservation
estsignificativedanslesdonńeeśeconomiques,etselonEngel,elled́etectequelquechose
jusqu’alorsignoŕe.

Faceàcesenjeux,Engeld́ebutelaconstructiond’unmod̀elequi,aulieudeprendre
l’́ecarttypedel’́echantilloǹacourtoùalongterme,pond̀erelavarianceenprenantsoinde
donnerunplusgrandpoidsàl’informationŕecente.Cemod̀elenomḿeparDavidHendry
s’appelle”AutoRegressiveConditionalHeterskedasticity”oumod̀eleARCH.

LepremiertestfaitparEngel(1982)portesurl’́etudedel’inflationauRoyaum-Uni(qui
correspond̀alaconjecturedeFriedman).Lesŕesultatsd́emontrentquel’incertitudedansla
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pŕevisiondel’inflationvarieaucoursdutemps,maisellenecorrespondaucunementaucycle
économiqueduRoyaum-Uni.UntestsimilairefaitparEngel(1983),portantsurlesdonńees
desÉtats-Unis,confirmel’existenced’unARCH,maisquinerefl̀etepaslapŕesenced’un
cycléeconomique.
Und́eveloppementtr̀esimportantfaitparsonétudiantTimBollerslev(1986),quiin-

troduitlemod̀eleARCHǵeńeraliśe(GARCH),quiétendlemod̀eleARCHpurementau-
toŕegressif̀aunmod̀elèamoyennemobile,etunevariancepond́eŕeepartroispŕevisionsde
variance.Lapremìerecorrespond̀alamoyennèalongterme,ladeuxìemeestlapŕevision
faitesurlaṕeriodepŕećedente,etlatroisìemecorrespond̀alanouvelleinformationquin’a
paśet́eobserv́eedurantladernìereṕeriode.
Pour mettreenévidencel’importancedeces mod̀eles,parlons maintenantdela

mod́elisationdesśeriestemporelles,etlesprincipauxd́efisquenousessayonsdeŕesoudre.
D’abord,nousremarquonsqueplusieurscaract́eristiquesbienconnuessontcommunespour
cesśeries.Parexemple,leregroupementdelavolatilit́eestsouventobserv́e(i.e.lesgrands
changementssontsouventsuivispardegrandschangements,dem̂eme,lespetitschange-
mentssontsuivispardepetitschangements).Ensuite,lesśeriestemporellesfinancìeresma-
nifestentsouventduleptokurtosis,c’est̀adire,ladistributiondesrendementsadmetdes
queuesépaisses.Deplus,cequ’onappelleEffetdeLevier,introduitparBlack(1976),fait
ŕef́erenceaufaitqueleschangementsdanslesprixtendent̀âetreńegativementcorŕeĺesavec
leschangementsdevolatilit́e(i.e.lavolatilit́eestpluśelev́eeapr̀esunchocńegatif,qu’apr̀es
unchocpositif).
Lemod̀eleARCHmod́eliselavariancedecesśeries,maisplusieursrecherchesmontrent

quepourcapterladynamiquedelavarianceconditionnelle,ilfautretenirungrandnombre
deretards,cequipeutposerdesprobl̀emesd’estimation.
Del̀avientl’importancedesmod̀elesGARCHquipŕesententunesolutionalternative,

ayantl’avantagederetenirunestructurederetardsplussouple.
Lesdeuxmod̀elesprennentenconsid́erationlesdeuxpremìerescaract́eristiques,mais

leursdistributionssontsyḿetriques,cequineleurspermetpasdecapteroul’effetdelevier.
Afindereḿedier̀aceprobl̀eme,plusieursextensionsnonlińeairesdumod̀eleGARCH

ontét́epropośees.Parmicesmod̀elesontrouvelesmod̀elesEGARCH,GJR-GARCH,
APARCH.
Malheureusement,lesmodèlesGARCHgaussiensnecaptentpasparfaitementleslarges

queuesqu’ontrouvedanslesśeriestemporelles̀ahautefŕequence.Cequiaameńèaplusieurs
mod̀elesquiutilisentdesdistributionsnongaussiennes.
Cesmod̀elesutilisentdiff́erentesdistributions,parexemple,Student-tdistribution(Bol-
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lerslev,1987),GeneralisedErrorDistributionGED(Nelson,1991;Kaiser,1996),Normal
InverseGaussian(Stentoff,2008)...

Deplus,pourcapterleskewness,LiuetBrorsen(1995)fontappel̀aunedistribution
asyḿetriquestable.Maislavarianced’unetelledistributionn’existequerarement.

Beakert,EngstrometErmolov(2015),proposentunedistributionquimod́elisetr̀esbien
leskewnessetlekurtosisqu’ontrouvedanslesśeriestemporelles,ainsiquel’effetdele-
vier.Cettedistributions’appelle”BadEnvironmentGoodEnvironment(BEGE)distribu-
tion”.Dansnotretravail,nousmontronsl’importanceetlaflexibilit́edumod̀eleBEGEdans
latarificationdesoptions,ainsiquedanslad́etectiondu”smirk”devolatilit́e.

Dansleurŕecenttravail,FenouetOkou(2016)d́eveloppentunmod̀eled’́evaluationdes
options,òuleprixdel’actifsous-jacentdisposededeuxdynamiquesdevariance,uneàla
hausse,etunesecondèalabaisse,afind’́etudierl’impactdelabonneetlamauvaisevolati-
lit́essurlatarificationdesoptions.Ilsconsid̀erentunedistributionχ2deschocsimpliquant
unelińearit́edelafonctionǵeńeratricedescumulants,afind’obtenirunesolutionanalytique
pourlesprix̀al’́equilibre.CettedistributionestuncasparticulierdeladistributionGamma
utiliśedanslemod̀eleBEGE,òuχ2(1)∼Γ(1/2,2).

Danslaprochainesection,nousdivisonsles mod̀elesGARCHendeuxsections;
syḿetriquesetasyḿetriques,pourfinalementintroduirelemod̀eleBEGEquifaitunepartie
desmod̀elesGARCHasyḿetriquesavecdeuxinnovations.

2.2 LesMod̀elesGARCH

SoitytuneśerietemporelleunivaríeeetFt−1estl’informationautempst−1.Nous
d́efinissonslaśeriesouslaforme:

yt=E(yt|Ft−1)+εt

òuE(·|·)d́esignel’oṕerateurdel’esṕeranceconditionnelle,etεtletermeaĺeatoire,avec
E(εt)=0etE(εtεs)=0,∀t=s.

Lemod̀eleARCHintroduitparEngle(1982)prendεttelqueεt=ztσt,òuztestun
processusi.i.d.etE(zt)=0,Var(zt)=1,etσtestunefonctionpositiveetmesurablepar
rapport̀al’informationFdisponibleautempst−1.

Pard́efinition,εtestuneśerienoncorŕeĺeedemoyennenulle,etdevariancecondition-
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nelleσ2tquivarieavecletemps.Pluspŕeciśement,lemod̀eleARCH(q)estdonńepar:

σ2t=α0+

q

i=1

αiε
2
t−i.

Lemod̀eleGARCHestuneǵeńeralisationdumod̀eleARCH,saformeǵeńeraliśeeest
donńeepar:

ht=α0+

q

i=1

αiht−i+

p

j=1

βjht−jε
2
t−j

òuhtestlavarianceconditionnellèaladatet,α0>0,αi≥0pouri=1,...,q,βj≥0,
pourj=1,...,p,avecp,qdeuxentierspositifsnonnulsetεtob́eit̀auneN(0,1).
Plusieursextensionsont́et́epropośeespourmieuxmod́eliserlesŕeactionsdumarch́e.Les

mod̀elesGARCHlińeairesontlem̂emecomportementquantauxchocs(ŕecession,expan-
sion,...)positifsetńegatifs.Ainsi,unemauvaisenouvellealem̂emeimpactsurlavolatilit́e
qu’unebonnenouvelle.
Hentschel(1995)apŕesent́euneformeǵeńeralequiregroupelesprincipauxmod̀eles

GARCHsyḿetriquesetasyḿetriques.Ellereposeessentiellementsurlatransformationde
Box-Cox(1964)appliqúèalavarianceconditionnelleainsiquesurunefonctiond’innovation
f(zt)quid́ependdeschocszt:

hψt=α0+

q

i=1

αih
ψ
t−i+

p

j=1

βjh
ψ
t−jf(zt−j),

òuhtestlavarianceconditionnelleautempst,ztunevariableaĺeatoirei.i.d∼N(0,1),
ψ,α0,αi,βjsontlesparam̀etresdumod̀eleGARCH,etf(zt−j)lafonctiond’innovatioǹala
datet−j.
Lafonctiond’innovationprendplusieursformes,nousdonnonsàtitred’exempleles

sṕecificationsdonńeesparChristoffersenetJacobs(2004):

Simple:f(zt)=z
2
t

Leverage:f(zt)=(zt−θ)
2

News:f(zt)={|zt−θ|−κ(zt−θ)}
2

Power:f(zt)=(zt−θ)
2γ

News&Power:f(zt)={|zt−θ|−κ(zt−θ)}
2γ
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Cettefonctionnouspermetderegrouperlesmod̀elesGARCHlespluspopulaires,quise
divisentendeuxcat́egories;syḿetriquesetasyḿetriques.

2.2.1 GARCHsyḿetriques

Parmilesmod̀elessyḿetriqueslesplusconnusdanslalitt́eraturefinancìere,noustrou-
vonslemod̀eleGARCHstandard,IGARCH,GARCH-MetTS-GARCH(aussiconnu
commeAVGARCH).

GARCHClassique

Ladynamiquedesrendementsdel’actifsous-jacentdumod̀eleGARCH(p,q)standard
estdonńeepar:

Rt=µt+εt

avecεt=zt
√
htòuεt|Ft−1∼N(0,ht).

Ladynamiquedelavarianceconditionnelleht,dumod̀eleGARCH(p,q)standardest
donńeepar:

ht=α0+

q

i=1

αiε
2
t−i+

p

j=1

βjht−j,

òu,

a.α0:contr̂olelavaleur̀alongterme(inconditionnelle)delavariance.

b.Persistance:afindepŕeserverlastationnarit́edesR2t,ondoitavoir
q
i=1αi+

p
j=1βj<1(pluscettevaleurestprochede1,plusleprocessusprenddutemps

avantderetournerverssamoyenne.Etsilapersistanceestprochede0,leprocessus
retournerapidementverssamoyenne).

Lacondition q
i=1αi+

p
j=1βj<1impliquequeleprocessusestfaiblementstation-

naire,puisquesonesṕerance,variance,etautocovariancesonttousfinisetconstantsaucours
dutemps.

Lorsquelemod̀eleGARCHeststationnaire,savarianceinconditionnelleestdonńeepar:

σ2[ht+1]=
α0

1− q
i=1αi−

p
j=1βj

.
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Lesmod̀elesGARCHd’ordresuṕerieurapportentpeud’aḿeliorationsdanslecontexte
detarificationdesoptions.Parconśequent,danslalitt́erature,onsesertdu mod̀ele
GARCH(1,1)poursaparcimonie.
Empiriquement,nousobservonsquelesmauvaisesnouvellesontenǵeńeralunimpact

plusgrandsurlavolatilit́equelesbonnesnouvelles.Pourtenircomptedecetaspect,l’in-
troductiondel’asyḿetriedanslesmod̀elesGARCHestsansdouteessentielle,cequinous
am̀eneauxmod̀elesGARCHasyḿetriques,quenouspŕesentonsdanslaprochainesection.

2.2.2 GARCHasyḿetriques

ConstatationEmpirique:L’accroissementdevolatilit́ed̂uàunebaissedeprixest
ǵeńeralementsuṕerieur̀aceluiŕesultantd’unehaussedem̂emeampleur.
L’id́eederrìerelesmod̀elesasyḿetriquesesttoutesimple:l’effeth́et́erosćedastique

n’estsansdoutepaslem̂emesuivantquel’erreurpŕećedenteestpositiveouńegative.On
noteparmilesmod̀elesasyḿetriques,ceuxquisontleplusutiliśes,lesmod̀elesEGARCH,
AGARCH,NGARCHetGJR-GARCH.

GJR-GARCH

Afindeprendreencomptelamodificationd’uncoefficientselonlasurvenued’un
év̀enement,ilestcourantd’introduireunenouvelleexplicativeconstruitecommeproduit
d’uneindicatricedel’́ev̀enementenquestionetdelavariableinitiale.C’estl’id́eeadopt́ee
parGlosten,JagannathanetRunkle(1993)qui,partantdel’́ecritureGARCH(p,q)debase,
arrivent̀aintroduirelemod̀elesuivant:

ht=α0+

q

i=1

(αiε
2
t−i+γiIεt−i<0ε

2
t−i)+

p

i=1

βiht−i

òuIεt−i<0d́esignelafonctionindicatricetellequeIεt−i<0=1siεt−i<0etIεt−i<0=0
sinon.
Pourcetravailnousneconsid́eronsquelecasGJR-GARCH(1,1)telque:

ht=α0+α1ε
2
t−1+γ1Iεt−1<0ε

2
t−1+β1ht−1

cequel’onpeutencoréecrirecomme:

ht=α0+α
+Iεt−1>0ε

2
t−1+α

−Iεt−1<0ε
2
t−1+β1ht−1
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permettantdeliredirectementlescoefficientsśecifiquesaff́erentsauxŕesiduspositifsα+=
α1ouńegatifsα

−=α1+γ1.
Lemod̀eleGJR-GARCHcaptel’effetd’asyḿetriedesperturbationssurlavariance

conditionnelle.Dansleursétudessurl’indicedelavaleurpond́eŕeeparlacapitalisation
boursìeredeCRSP,Glosten,JagannathanetRunkle[Glostenetal.,1993]trouventqueles
chocsńegatifsprovoquentuneaugmentationdelavarianceconditionnelleplusfortequeles
chocspositifs.Deplus,ausujetdel’impactdelavarianceconditionnellesurl’esṕerance
conditionnelledutauxderendementsexćedentaires,lecoefficientestiḿeestńegatif,comme
dansl’articledeNelson(1991).Cetterelationńegativeentrelesrendementsconditionnels
etlavarianceconditionnellepeut̂etreexpliqúeeparl’effetdelevier,oubienparlavolatilit́e
ŕetroactivequisugg̀erequ’unehausseanticiṕeedelavolatilit́eaccroisselerendementexiǵe
parlesinvestisseurs,puisqueletitredeviendraplusrisqúe,etceciimpliquequelavaleurdu
titrediminueimḿediatement,touteschoseśetant́egalesparailleurs.

BEGE

Lemod̀eleBEGE(BadEnvironmentGoodEnvironment)introduitparBekaert,Eng-
strometErmolov(2014),proposelanon-normalit́edesinnovations,etlesdiviseendeux
composantes,ωppourleschocsd’unbonenvironnement,etωnpourceuxd’unmauvaisen-
vironnement.Lesinnovationssonttiŕeesd’unedistributiongammacentŕee(i.e.demoyenne
nulle).L’innovationtotaleestunecombinaisonlińeairedesdeuxchocs,quisontcondition-
nellementind́ependants.Lemod̀eleestlesuivant,

Rt+1=σpωp,t−σnωn,t

ωp,t+1∼Γ̃(pt,1)

ωn,t+1∼Γ̃(nt,1)

òũΓ(k,θ)estunedistributiongammacentŕee.
Lesparam̀etresdeformept(goodenvironment)etnt(badenvironment)sontmod́eliśes

d’unemanìereanaloguèahtdumod̀eleGJR-GARCH:

pt=p0+βppt−1+
α+p
2σ2p
ε2t−1Iεt−1≥0+

α−p
2σ2p
ε2t−1Iεt−1<0

nt=n0+βnnt−1+
α+n
2σ2n
ε2t−1Iεt−1≥0+

α−n
2σ2n
ε2t−1Iεt−1<0
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òuεt=σpωp,t−σnωn,t.
Unecaract́eristiquecĺedumod̀elesemanifestedanslefaitquelesdynamiquesdespa-

ram̀etresdeformed́ependentduŕesiduεtetnonpasdeschocsωpetωn.Cettehypoth̀ese
conservelemod̀eledanslafamilleGARCH,danslaquelleptetntpeuventêtrecalcuĺes
ŕecursivement̀apartirdesŕesiduspasśes,sansńecessairementavoirrecoursaufiltragedes
chocsω.Ilfautaussinoterquelecarŕedeschocsestdiviśeparlecarŕeduparam̀etred’́echelle
deleursdistributionsGammarespectives.Ceciapourbutd’interpŕeterlescoefficientsα
comméetantlessensibilit́esdelavarianceconditionnelleparrapportaucarŕedeschocs.

22



Chapitre3

Méthodologie

Danscechapitre,nouspŕesentonsunedescriptiondumod̀eleBEGEintroduitparBe-
kaert,EngstrometErmolov(2015),etdumod̀eleGJR-GARCHdeGlosten,Jagannathanet
Runkle(1993),lad́eriv́eedeRadon-NikodympropośeeparChristoffersen,Elkamhi,Feunou
etJacobs(2009),etlescaract́eristiquesdesdeuxmod̀elessouslamesurerisqueneutre.

3.1 Lemod̀eleBEGE

IntroduitparBekaert,EngstrometErmolov(2015),lemod̀eleBEGEestuneextension
dumod̀eleGARCHstandard,quiproposelanon-normalit́edesrendements,etquioffre
unesolutionanalytiquepourlesmomentsconditionnels.Lemod̀eled́etendl’hypoth̀esede
lanormatilit́e,endivisantletermed’innovationendeuxcomposantesquisuiventdeslois
Gamma.Leparam̀etredeformedechaquecomposantevarieaucoursdutemps,cequim̀ene
àunedistributiondeschocsayantuneh́et́eroskedasticit́e,unskwenessetunkurtosisqui
varientavecletemps.

3.1.1 Mesurephysique

Souslamesurephysique,lemod̀eleBEGEs’́ecritdelafaçonsuivante
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Rt=µt−γt+εt

µt=rt+λpptσ
2
p+λnntσ

2
n

εt=ωp,t−ωn,t (3.1)

pt=p0+βppt−1+
α+p
2σ2p
ε2t−1Iεt−1>0+

α−p
2σ2p
ε2t−1Iεt−1≤0

nt=n0+βnnt−1+
α+n
2σ2n
ε2t−1Iεt−1>0+

α−n
2σ2n
ε2t−1Iεt−1≤0

òuωv,t,v∈{n,p},suiventtouteslesdeuxunedistributionGammaCentŕee,̃Γ(vt,σv)etsont
ind́ependantesl’unedel’autre.Lespremiersmomentsd’unevariableω∼Γ̃(vt,σv)sont

E[ω]=0Vart−1(ω)=vtσ
2
v Skewt−1(ω)=2vtσ

3
v Kurtt−1(ω)=6vtσ

4
v.

Letermedecorrectionγt,esttelquel’esṕerancedetauxderendementestµt.Donc

γt=Ψp,t(1)+Ψn,t(−1) (3.2)

=−pt[ln(1−σp)+σp]−nt[ln(1+σn)−σn],

òuΨv,t(u)estlafonctionǵeńeratricedescumulantsdeωv,t,

Ψv,t(u)≡logEt−1[exp(ux)]=−vt(log(1−uσv)+uσv) pouru<1/σv. (3.3)

Souslasṕecificationdel’́equation(3.1),ona

Et−1[e
Rt]=Et−1[exp{µt−γt+εt}]

=eµt−γtEt−1[e
ωp,t]Et−1[e

−ωn,t]

=exp{µt−γt+Ψp,t(1)+Ψn,t(−1)}]

=exp{rt+λpptσ
2
p+λnntσ

2
n},

òuλpptσ
2
p+λnntσ

2
nestlaprimederisquedumod̀elequenousallonsd́efinirplustard.Et

donc,laprimederisqueesṕeŕee,µt−rt,contientdeuxcomposantsλvvtσ
2
v,v∈{p,n},avec

vtσ
2
vrepŕesentelavarianceactuelleprovenantdeωv,t,etλvestleprixderisquecorrespon-

dant.
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Lavarianceconditionnelledumod̀ele,obtenuèapartirdelafonctionǵeńeratricedescu-
mulants,ainsiquel’asyḿetrie(skewness)etl’aplatissement(kurtosis)conditionnelles,sont
donńeespar

ht=ptσ
2
p+ntσ

2
n

st=2(ptσ
3
p−ntσ

3
n)

kt=6(ptσ
4
p+ntσ

4
n)

l’expressiondel’asyḿetriemontrequepluslavaleurdeptest́elev́ee,plusl’asyḿetrieest
positive,etpluslavaleurdentest́elev́ee,plusl’asyḿetrieestńegative.

Onpeutmaintenantcalculerlasensibilit́edesmomentsparrapportauxcarŕesdeschocs,
cequidonne

∂ht
∂ε2t
=






α+p
2
+
α+n
2
siεt>0

α−p
2
+
α−n
2
siεt<0

∂st
∂ε2t
=

σpα
+
p−σnα

+
nsiεt>0

σpα
−
p−σnα

−
nsiεt<0

et

∂kt
∂ε2t
=

3(σ2pα
+
p+σ

2
nα
+
n)siεt>0

3(σ2pα
−
p+σ

2
nα
−
n)siεt<0

(3.4)

Or,lamod́elisationtraditionnelledesśeriesfinancìeres(commelamajorit́edesmod̀eles
GARCH),reposeessentiellementsurl’hypoth̀esedelanormalit́econditionnelledesrende-
ments.Cettehypoth̀eseimpliquequel’asyḿetrieetl’aplatissementconditionnelssontnuls.
Cependant,lesdonńeesempiriquescontredisentcetteaffirmation.Enoutre,lesmoments
d’ordresuṕerieursontsemblablesauxdeuxpremiersmomentsquant̀alavariationaucours
dutemps(Bakaertetal(1998)).Lemod̀eleBEGE,contrairementauxmod̀elestraditionnels,
estcapabledecaptercettevariation,commelemontrel’́equation3.4.
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3.1.2 Mesurerisqueneutre

EnsuivantChristoffersen,Elkamhi,FeunouetJacobs(2010),noussupposonsquela
mesurerisqueneutrepeutêtreobtenueenutilisantuned́eriv́eeexponentielleaffinedeRadon-
Nikodym

ξt≡
dQ

dP
Ft=exp

t

s=1

−Λpωp,s−Λnωn,s−Ψp,s(−Λp)−Ψn,s(−Λn), (3.5)

òulesΛv,v∈{p,n}sontlescoefficientsdelamesuremartingaléequivalente(MME)qui
d́eterminel’ampleurdelaprimederisquedanslemod̀ele.

Souslamesurerisqueneutre,lavaleurescompterdustockdoitêtreunemartingale.Par
conśequent,onabesoinde

1=EQt−1
St
St−1

Bt
Bt−1

=EPt−1
ξt
ξt−1

St
St−1

Bt
Bt−1

=EPt−1[exp{−Λpωp,t−Λnωn,t−Ψp,t(−Λp)−Ψn,t(−Λn)}

exp{µt−rt−γt+ωp,t−ωn,t]

=exp{µt−rt−Ψp,t(1)−Ψp,t(−Λp)−Ψn,t(−1)−Ψn,t(−Λn)}

EPt[exp{(1−Λp)ωp,t−(1+Λn)ωn,t}]

=exp{µt−rt−Ψp,t(1)−Ψp,t(−Λp)+Ψp,t(1−Λp)

−Ψn,t(−1)−Ψn,t(−Λn)+Ψn,t(−1−Λn)}

AlorsQestuneMMEsietseulementsi

µt−rt=Ψp,t(1)+Ψp,t(−Λp)−Ψp,t(1−Λp)+Ψn,t(−1)+Ψn,t(−Λn)−Ψn,t(−1−Λn)

(3.6)

⇔λpptσ
2
p+λnntσ

2
n=−ptlog

(1−σp)(1+Λpσp)

1−(1−Λp)σp
−ntlog

(1+σn)(1+Λnσn)

1+(1+Λn)σn
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CequiestvraiseulementsiΛpetΛnresolventleśequationssuivantes:

λp=
1

σ2p
log

1−(1−Λp)σp
(1−σp)(1+Λpσp)

,

λn=
1

σ2n
log

1+(1+Λn)σn
(1+σn)(1+Λnσn)

. (3.7)

Lafigure5.1illustrelarelationentreΛvetλv,pŕesent́edanslesdeuxgraphiques
suṕerieurs.Àpremìerevue,nousremarquonsunelińearit́eentreΛvetλv.Cependant,cette
relationpŕesenteuneĺeg̀erecourburecommeent́emoignelesdeuxautresgraphiques.De
plus,nousremarquonsqueΛpetλpprennentdesvaleursdem̂emesigne,alorsqueΛnetλn
prennentdesvaleursdesignecontraires.

3.1.3 Distributionsouslamesurerisqueneutre

SoitΨQp,t(u)etΨ
Q
n,t(u)lesfonctionsǵeńeratricesdescumulantssouslamesurerisque

neutredeωp,tetωn,trespectivement.Alors

ΨQp,t(u)≡logE
Q
t−1[exp(uωp,t)]

=logEPt−1[exp{−Λpωp,t−Λnωn,t−Ψp,t(−Λp)−Ψn,t(−Λn)}exp{uωp,t}]

=Ψp,t(u−Λp)−Ψp,t(−Λp)

=−pt[log(1−(u−Λp)σp)+(u−Λp)σp]

+pt[log(1+Λpσp)−Λpσp]

=−ptlog
1−(u−Λp)σp
1+Λpσp

+uσp

=−ptlog1−
σp

1+Λpσp
u +

σp
1+Λpσp

u+
Λpσ

2
p

1+Λpσp
u

=−ptlog1−
σp

1+Λpσp
u +

σp
1+Λpσp

u−pt
Λpσ

2
p

1+Λpσp
u

Dem̂eme

ΨQn,t(u)=Ψn,t(u−Λn)−Ψn,t(−Λn)

=−ntlog1−
σn

1+Λnσn
u +

σn
1+Λnσn

u−nt
Λnσ

2
n

1+Λnσn
u
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Lesesṕerancesconditionnellessouslamesurerisqueneutrepeuventêtreobtenuesà
partirdesd́eriv́eespremìeres

EQt−1(ωp,t)=
∂ΨQp,t(u)

∂u u=0
=Ψp,t(−Λp)=−pt

−σp
1+Λpσp

+σp

EQt−1(ωn,t)=
∂ΨQn,t(u)

∂u u=0
=Ψn,t(−Λn)=−nt

−σn
1+Λnσn

+σn.

Pourobteniruneśequenceneutreaurisque,ond́efinitlesprocessusω∗p,tetω
∗
n,tdela

façonsuivante:

ω∗p,t=ωp,t+
Λpσ

2
p

1+Λpσp
pt

ω∗n,t=ωn,t+
Λnσ

2
n

1+Λnσn
nt.

(3.8)

3.1.4 Caract́eristiquessouslamesurerisqueneutre

SoitΨQ
∗

p,tetΨ
Q∗

p,tlesfonctionsǵeńeratricesdescumulantssouslamesurerisqueneutre
desdistributionsneutresaurisqueω∗p,tetω

∗
n,t,alors

ΨQ
∗

p,t(u)≡logE
Q
t−1[exp(uω

∗
p,t)]=logE

Q
t−1[exp{u[ωp,t−E

Q
t−1(ωp,t)]}]

=ΨQp,t(u)−uΨp,t(−Λp)

=Ψp,t(u−Λp)−Ψp,t(−Λp)−uΨp,t(−Λp).

Dem̂eme

ΨQ
∗

n,t(u)=Ψn,t(u−Λn)−Ψn,t(−Λn)−uΨn,t(−Λn).
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Alorslespremiersmomentssouslamesurerisqueneutredesnouveauxprocessusω∗v,t,v∈

{p,n}sontobtenusend́erivantlafonctionǵeńeratriceΨQ
∗

v,t(u)enu=0,cequidonne:

EQ(ω∗v,t)=Ψv,t(−Λv)−Ψv,t(−Λv)=0,

VarQ(ω∗v,t)=Ψv,t(−Λv)=
vtσ

2
v

(1+Λvσv)2
=vtσ

∗2
v,

SkewQ(ω∗v,t)=Ψ
(3)
v,t(−Λv)=

2vtσ
3
v

(1+Λvσv)3
=2vtσ

∗3
v,

KurtQ(ω∗v,t)=Ψ
(4)
v,t(−Λv)=

6vtσ
4
v

(1+Λvσv)4
=6vtσ

∗4
v,

Parsuite,sousQ

ω∗v,t∼Γ̃(vt,σ
∗
v) , v∈{p,n} et σ∗v=

σv
1+Λvσv

(3.9)

Eneffet,souslamesurerisqueneutre,ω∗v,tadmetlafonctionǵeńeratricedesmoments
suivante:

ΨQ
∗

v,t(u)=Ψv,t(u−Λv)−Ψv,t(−Λv)−uΨv,t(−Λv)

=−vtln[1−(u−Λv)σv]−ln[1+Λvσv]+(u−Λv)σv

+Λvσv−u(σv−
σv

1+Λvσv
)

=−vtln1−u
σv

1+Λvσv
+u

σv
1+Λvσv

+(u−Λv)σv+Λvσv−uσv

=−vtln1−u
σv

1+Λvσv
+u

σv
1+Λvσv

∼Γ̃(vt,σ
∗
v)

Notonsquelavarianceconditionnellesousla mesurephysiqueestdonńeepar
VarP(ωv,t) = Ψv,t(0),alorsunerelationentrelavarianceconditionnellesouslamesure
risqueneutre,etlavarianceconditionnellesouslamesurephysiqueexiste,etestdonńee
par:

VarQ(ω∗v,t)=Var
P(ωv,t)

Ψv,t(−Λv)

Ψv,t(0)
.
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Donconpeutécrirep∗tetn
∗
tenfonctiondeptetdentsouslaformesuivante:

VarQ(ω∗p,t)=
1

(1+Λpσp)2
VarP(ωp,t)

VarQ(ω∗n,t)=
1

(1+Λnσn)2
VarP(ωn,t)

Nousremarquonsquelanon-normalit́edeladistributionBEGE,ajouteunécart
entrelavariancesouslamesurephysique,etcellesouslamesurerisqueneutre.Ce
ph́enom̀eneestsouventobserv́eempiriquement,òulavolatilit́ephysiquedesrendements
estsyst́ematiquementplusfaiblequelavolatilit́eneutreaurisqueimplicitedesoptions.

Proposition1.Lesrendementssouslamesurerisqueneutredumod̀eleBEGE,aveclepri-
cingKerneld́efinipar(3.5)sontdonńeparl’́equationsuivante:

Rt=rt−γ
∗
t+ω

∗
p,t−ω

∗
n,t (3.10)

pt=p0+βppt−1+
α+p
2σ2p
(ε∗t−1−ηt−1)

2I{ε∗t−1−ηt−1}≥0+
α−p
2σ2p
(ε∗t−1−ηt−1)

2I{ε∗t−1−ηt−1}<0,

nt=n0+βnnt−1+
α+n
2σ2n
(ε∗t−1−ηt−1)

2I{ε∗t−1−ηt−1}≥0+
α−n
2σ2n
(ε∗t−1−ηt−1)

2I{ε∗t−1−ηt−1}<0,

avecω∗v,t,v∈{p,n}sontdistribúesselonl’́equation(3.9),et

γ∗t=Ψ
Q∗

p,t(1)+Ψ
Q∗

n,t(−1)=−pt[ln(1−σ
∗
p)+σ

∗
p]−nt[ln(1+σ

∗
n)−σ

∗
n]

ηt=Λpσpσ
∗
ppt−Λnσnσ

∗
nnt,

Preuve.

Rt=µt−γt+ωp,t−ωn,t

=µt−γt+ω
∗
p,t−Λpσpσ

∗
ppt−ω

∗
n,t+Λnσnσ

∗
nnt

=r+λpσ
2
ppt+λnσ

2
nnt+pt[ln(1−σp)+σp]+nt[ln(1+σn)−σn]

+ω∗p,t−Λpσpσ
∗
ppt−ω

∗
n,t+Λnσnσ

∗
nnt

=r+pt[ln(1−σp)+σp+λpσ
2
p−Λpσpσ

∗
p]

+nt[ln(1+σn)−σn+λnσ
2
n+Λnσnσ

∗
n]+ω

∗
p,t−ω

∗
n,t

.
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Or,

γ∗t=Ψ
Q∗

p,t(1)+Ψ
Q∗

n,t(−1)

=Ψp,t(1−Λp)−Ψp,t(−Λp)−Ψp,t(−Λp)+

Ψn,t(−1−Λp)−Ψn,t(−Λp)+Ψn,t(−Λp)

=−ptln(1−(1−Λp)σp)+(1−Λp)σp−ln(1+Λpσp)+Λpσp−Λpσpσ
∗
p

−ntln(1−(−1−Λn)σn)+(−1−Λn)σn−ln(1+Λnσn)+Λnσn+Λnσnσ
∗
n

=−ptln
1−(1−Λp)σp
1+Λpσp

+σp−Λpσpσ
∗
p

−ntln
1−(−1−Λn)σn
1+Λnσn

−σn+Λnσnσ
∗
n

=−pt[ln(1−σp)+σp+λpσ
2
p−Λpσpσ

∗
p]−nt[ln(1+σn)−σn+λnσ

2
n+Λnσnσ

∗
n]

òuladernìeréegalit́eestobtenuedel’́equation(3.7).

Pourv́erifierlesŕesultats,ilsuffitded́emontrerquel’esṕerancesousQdeRtest́egale
auxrendementssansrisquert.Ona

EQt−1[e
Rt]=EQt−1[exp{µt−γt+ωp,t−ωn,t}]

=EQt−1[exp{µt−γt+ω
∗
p,t−

Λpσ
2
p

1+Λpσp
pt−ω

∗
n,t+

Λnσ
2
n

1+Λnσn
nt}]

=exp{µt−Ψp,t(1)−Ψn,t(−1)−
Λpσ

2
p

1+Λpσp
pt+

Λnσ
2
n

1+Λnσn
nt

+ΨQ
∗

p,t(1)+Ψ
Q∗

n,t(−1)}

=exp






µt−Ψp,t(1)−Ψn,t(−1)−
Λpσ

2
p

1+Λpσp
pt+

Λnσ
2
n

1+Λnσn
nt+

Ψp,t(1−Λp)−Ψp,t(−Λp)−Ψp,t(−Λp)+Ψn,t(−1−Λn)

−Ψn,t(−Λn)+Ψn,t(−Λn)






.
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Or,

Ψp,t(−Λp)=−
Λpσ

2
p

1+Λpσp
pt,

et

Ψn,t(−Λn)=−
Λnσ

2
n

1+Λnσn
nt.

Alors,enutilisantl’́equation(3.6),nousobtenons

EQt−1[e
Rt]=exp






µt−Ψp,t(1)−Ψn,t(−1)−
Λpσ

2
p

1+Λpσp
pt+

Λnσ
2
n

1+Λnσn
nt

+Ψp,t(1−Λp)−Ψp,t(−Λp)+
Λpσ

2
p

1+Λpσp
pt+Ψn,t(−1−Λn)

−Ψn,t(−Λn)−
Λnσ

2
n

1+Λnσn
nt






=exp{rt}.

3.2 Lemod̀eleGJR-GARCH

Lemod̀eleGJR-GARCHestuncasparticulierdumod̀eleBEGE,quiadmetunseulchoc
suivantuneloinormale.TelquepropośeparGlosten,JagannathanetRunkle(1993),eten
ajoutantuntermedecorrectionafindepouvoirtarifierdesoptions,lemod̀eles’́ecritdela
façonsuivante:

Rt=µt−γt+εt=µt−γt+ htzt òuzt∼N(0,1)

µt=r+λσ
2
t=r+λht

ht=ω+βht−1+α
+ε2t−1I{εt−1≥0}+α

−ε2t−1I{εt−1<0}.

LafonctionǵeńeratricedescumulantsΨtestdonńeepar:

Ψt(u)≡logEt−1[exp(ux)]=
1

2
htu

2,
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alorsletermedecorrectionγtsera

γt=Ψt(1)=
1

2
ht

etlemod̀eledevient

Rt=r+(λ−
1

2
)ht+ htzt

ht=ω+βht−1+α
+ht−1z

2
t−1I{zt−1≥0}+α

−ht−1z
2
t−1I{zt−1<0}

Lavarianceinconditionnelleσ2estd́efiniepar

σ2≡E[ht]=E[ω+βht−1+α
+ht−1z

2
t−1I{zt−1≥0}+α

−ht−1z
2
t−1I{zt−1<0}]

=ω+βE[ht−1]+α
+E[ht−1]E[z

2
t−1I{zt−1≥0}]+α

−E[ht−1]E[z
2
t−1I{zt−1<0}]

=ω+βσ2+
1

2
α+σ2+

1

2
α−σ2

⇔ω=
σ2

1−β−1
2
(α++α−)

ladeuxìeméegalit́eestduèal’ind́ependanceentrehtetzt,etlatroisìemeestparsyḿetrie
delaloinormale.
Enutilisantceŕesultat,nouspouvonsŕéecrireleprocessushtsouslaforme:

ht=σ
2(1−β−

1

2
(α++α−))+βht−1+α

+ht−1z
2
t−1I{zt−1≥0}

+α−ht−1z
2
t−1I{zt−1<0}

⇔ht−σ
2=(β+

1

2
(α++α−))(ht−1−σ

2)+α+ht−1(z
2
t−1I{zt−1≥0}−

1

2
)

+α−ht−1(z
2
t−1I{zt−1<0}−

1

2
).

Encalculantl’esṕerancedesdeuxcot́esdel’́equationpŕećedente,nousobtenons

E[ht−σ
2]=(β+

1

2
(α++α−))E[ht−1−σ

2]=π(ht−1−σ
2),

avecπ=β+1
2
(α++α−)correspond̀alapersistancedelavariance.
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Pourpasser̀alamesurerisqueneutre,nousappliquonslam̂emeḿethodologieintroduite
pŕećedemment,aveclam̂emed́eriv́eedeRadon-Nikodym,maiscettefoisavecunseulchoc,
onobtientlaconditionńecessaireetsuffisantesuivante:

Ψt(1−Λ)−Ψt(−Λ)−Ψt(1)+Φtσ
2
t=0

òuΦt=
µt−r
σ2t
.Cetteconditionesttoujourssatisfaitesiµt=r−Ψt(1−Λ)+Ψt(−Λ)+Ψt(1),

alors

Rt=µt−γt+εt

=r−Ψt(1−Λ)+Ψt(−Λ)+Ψt(1)−γt+εt

=r+Λσ2t−
1

2
σ2t+εt

quiestlaconstructioninitialedumod̀ele,avecλ=Λuneprimederisqueaffine.
Souslamesurerisqueneutre,lafonctioncaract́eristiqueestdonńeepar

ΨQt(u)=Ψt(u−Λ)−Ψt(−Λ)

=
1

2
(u−Λ)2ht−

1

2
Λ2ht,

alors

ε∗t=εt−E
Q
t−1[εt]

=εt−Ψt(−Λ)

=εt+µt−r

et

VarQ(εt)=Var
P(εt)

Ψt(−Λ)

Ψt(0)

=VarP(εt).

Contrairementaumod̀eleBEGE,lavariancedumod̀eleGJR-GARCHrestelam̂eme
souslesdeuxmesures.Unŕesultatd̂uàlanormalit́edeschocs.Parsuite,lemod̀eleGJR-
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GARCHsouslamesurerisqueneutres’́ecritcommesuit:

Rt=µt−
1

2
ht+εt

=µt−
1

2
ht+ε

∗
t−µt+r

=r−
1

2
ht+ε

∗
t òuε

∗
t∼N(0,ht)

et

ht=ω+βht−1+α
+ε2t−1I{εt−1≥0}+α

−ε2t−1I{εt−1<0}

=ω+βht−1+α
+(ε∗t−1−λht−1)

2I{ε∗t−1−λht−1≥0}

+α−(ε∗t−1−λht−1)
2I{ε∗t−1−λht−1<0}
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Chapitre4

Ŕesultatsempiriques

Toutd’abord,nousallonsutiliserlemaximumdevraisemblancesurlesrendementsde
l’indiceS&P500,afind’estimerlesparam̀etresdesmod̀eles,BEGEetGJR-GARCH.Ces
param̀etresvontservircommeparam̀etresinitiauxdansl’estimationdumaximumdevrai-
semblancejointsurlesrendementsetlesoptionsdel’indice.Nousutilisonslesderniers
estimateurspourtarifierdesoptionsvanillessurl’indiceS&P500.Lapremìeresectiond́ecrit
lesdonńeesdel’indice.Ladeuxìemed́efinitlavolatilit́eimpliciteetseserreursd’estimation.
Latroisìemecontientlaḿethodologiedetarificationdesoptions.Laquatrìemeexpliquele
maximumdevraisemblance.Lacinquìeméelaborelemaximumdevraisemblancejoint.Et
ladernìeresectioncontientlesŕesultatsempiriquesetlesstatistiquesdesdeuxmod̀eles.

4.1 Donńees

Nousutilisonslesrendementsjournaliersdel’indiceS&P500,de3juillet1962jusqu’̀a
31d́ecembre2013,afind’estimerlesparam̀etresdesmod̀eles.Pourcequiestdesoptions,
lesdonńeescomportent5588724options,couvrantuneṕeriodeallantjanvier1996̀aaôut
2014.Plusieursfiltresont́et́eappliqúessurlesoptions.D’abord,nousprenonsseulementles
optionsńegocíeeslesmercredis(lejourlemoinsinfluenćeparl’effetweek-end).Ensuite,
nouséliminonslesoptionsavecuneéch́eancepluspetitequ’unesemaine,etplusgrande
qu’unan.Lesoptionsayantunbid-askspreadplusgrandque10%duprixontét́eaussi
élimińees.Celanousdonnefinalementuńechantillonde31972options.

Lesprixhistoriquesdel’indiceS&P500ainsiquelesrendementsquotidiensdel’indice
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sontrepŕesent́esdanslafigure5.2.Lesrendementsextr̂emesobserv́eslorsdel’́ecrasement
desmarch́esboursiersen2008-2009,ainsiquedurantleBlack-Mondayen1987dominent
lafigure.Lesṕeriodesdefaiblevolatilit́eavantl’anńee1987,etaumilieudesanńees1990et
aumilieudesanńees2000sontaussíevidentes,commelesontlesṕeriodesdefortevolatilit́e
dud́ebutetdelafindesanńees1990,etaud́ebutdesanńees2000.

Lesvolatilit́esconditionnellesdesmod̀elessontdonńeesparlafigure5.3.Lesdeux
mod̀elesd́etectentbienlesṕeriodesdefortevolatilit́ementionńeesci-haut.Maislemod̀ele
BEGEdonneplusd’importanceàcesṕeriodesquelemod̀eleGJR-GARCH,commele
montrelatroisìemesous-figure,quiillustreladiff́erenceentrelesvolatilit́esdesdeux
mod̀eles.

Letableau5.1repŕesentelenombred’optionseuroṕeennessurl’indiceS&P500,enfonc-
tiondel’́ech́eanceetdurapportK/S(Moneyness),òuKestleprixd’exercice,etSestla
valeurdel’indice.Lesoptionssontdiviśeesendeuxsections,lesoptionsd’achat(Call),et
lesoptionsdevente(Put).

4.2 Volatilit́eimplicite

Lavolatilit́eimplicited’uneoptionpeut̂etred́efiniecommelavolatilit́equíegalisele
prixselonlaformuledeBlacketScholes,avecleprixdumarch́edel’option.C’estune
autrefaçon(plusdescriptivequeleprix)pourcoterlesoptions.En1985,Rubinsteińetaitle
premier̀adocumenterunsmiledevolatilit́e(syḿetrique)pourlesoptionsdumarch́ebour-
sieraḿericain.Maisapr̀eslacriseen1987,lavolatilit́eimplicite,commefonctionduprix
d’exercice,estplusasyḿetriqueetaunskewverslagauche.

Lafigure5.4montrelaflexibilit́edumod̀eleBEGÈad́ecrirelaformedusmiledevola-
tilit́eselonlespoidsdonńes̀aptetnt.Lafigurecontient9graphiques,pourtroiśech́eances
(1mois,3moiset9mois)ettroisvolatilit́es(15%,20%et25%)enfonctiondumoney-
ness.Nousconsid́eronstroisversionsdumod̀eleBEGE,quid́ependentdespond́erations
donńees̀aptetnt.Lapremìerelorsquelespond́erationssont́egales(h0=0.5

σ2

σ2p
+0.5σ

2

σ2n

),ladeuxìemedonneplusdepoids̀apt(h0=0.9
σ2

σ2p
+0.1σ

2

σ2n
),etlatroisìemedonneplus

depoidsànt(h0=0.1
σ2

σ2p
+0.9σ

2

σ2n
),òuσestlavolatilit́eannuellequiprendles3valeurs

donńeesci-haut.L’augmentationdupoidsdonńèantexerceunetranslationdusmirkversle
bas.Parcontre,l’augmentationdupoidsdonńèaptexcerceunetranslationdusmirkversle
haut.L’id́eeiciestquelemod̀eleBEGE,lorsquelepoidsdeptestpluśelev́e,abesoinde
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plusdevolatilit́epouravoirlem̂emeprixcompaŕementaucaslorsquelespoidsdeptetnt
sont́egaux,etmoinsdevolatilit́elorsquelepoidsdentestpluśelev́e.Ladiff́erenceentre
lestroisversionsestpluśelev́eelorsquelavolatilit́eaugmente,etlorsquel’́ech́eanceestplus
petite.Cettecaract́eristiqueestuniquepourlemod̀eleBEGE,quiestd̂ùalaśeparationdes
volatilit́es,etdontl’importancesemanifestelorsqu’unmauvaisenvironnementseproduit.
Pouranalyserlaperformancedelavolatilit́eimplicite,nouscalculonslesvaleursdu

IVRMSE(ImpliedVolatilityRootMeanSquareError),etRIVRMSE(ImpliedVolatility
RelativeRootMeanSquareError)donńeespar:

IVRMSE=
1

N
i,t

IVModeli,t −IVMarketi,t

2

RIVRMSE=
1

N
i,t

IVModeli,t −IVMarketi,t

IVMarketi,t

2

òulasommationestfaitesurlescontratsobserv́esautempst.Cesḿethodesṕenalisent
defaçoncroissanteleserreurs,contrairementauxautresmod̀elesclassiquesdecalculdes
erreurs.
Lesstatistiquesdeceserreurssontpŕesent́eesdanslatable5.5.Leserreurssontcalcuĺees

enfonctiondeséch́eancesetdesmoneynessdesoptions.Nousconstatonsquelemod̀ele
BEGEdominepourtoutesleséch́eancesettouslesmoneyness.Parcontre,ladiff́erence
entreleserreursdesdeuxmod̀elesestplusimportantepourdegrandeśech́eances,etlesPuts
horsmonnaie.

4.3 Maximumdevraisemblance

Pourlemod̀eleGJR-GARCH,laproćedured’estimationconsistèarechercherlesvaleurs
desparam̀etresθensupposantque(Rt|Rt−1,...)estunegaussiennedemoyenneµt(θ)=
E(Rt|Rt−1)etvarianceht(θ),òuθ={λ,ω,β,α

+,α−}

Rt=r+(λ−
1

2
)ht+εt

µt=Et−1[Rt]=r+(λ−
1

2
)ht

ht=Vart−1[Rt]=ω+βht−1+α
+ε2t−1Iεt>0+α

−ε2t−1Iεt<0.
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Lafonctiondevraisemblanceestalors:

L(θ|R1,...,RT)=f(R1...RT)

=fR1(R1)×
T

t=2

fRt|Rt−1...R1(Rt|Rt−1...R1).

Lesdistributionsde R2|R1,...,RT|RT−1...R1 sontnormalesavecdiff́erentes
moyennesetvariances.Or,ladistributioninconditionnelledeR1estinconnue.Ainsi,
nousallonsseulementmaximiserlafonctiondevraisemblanceconditionnelle,donńeepar
l’́equationsuivante:

f(R2...RT|R1;θ)=
T

t=2

fRt|Rt−1...R1(Rt|Rt−1...R1)

=
T

t=2

1
√
2πht

exp(−
ε2t
2ht
),

òu

εt=Rt−r−(λ−
1

2
)ht

ht=w+βht−1+α
+ε2tIεt>0+α

−ε2tIεt<0.

Pourfaciliterlecalcul,etenutilisantla monotoniedelafonctionlog,lalog-
vraisemblanceestplusagŕeablèaconsid́erer.Leprobl̀emerevient̀acalculer

logf(R2...RT|R1;θ)=logL(θ|R1,R2,...,RT)

=−
T−1

2
log(2π)−

1

2

T

t=2

log(ht)−
1

2
t=2

T
ε2t
ht
.

Parsuite,lasolutiondemaximisationestdonńeepar:

θ̂=argmax
θ

logL(θ|R1...RT)

=argmax
θ

−
(T−1)

2
log(2π)−

1

2

T

t=2

log(ht)−
1

2

T

t=2

ε2t
ht
.
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Ils’agitalorsded́eterminerlesvaleursdesparam̀etresquid́efinissentlavariancecondi-
tionnellehtainsiquelavaleurdelaprimederisquedumarch́eλquimaximisentlafonction
log-vraisemblance.
Mêmesil’estimationdemaximumdevraisemblanceconditionnelleesttr̀esbieńetablie

pourlesmod̀elesGARCHgaussiens,l’́evaluationdelafonctiondevraisemblancedumod̀ele
BEGEn’estpasaussisimple.Soituunevariableaĺeatoirequisuitunedensit́eBEGE,alors
us’́ecritsouslaformeu=ωp−ωn,òuωpetωnsontdesdistributionsGammacentŕees,
aveclesparam̀etres(pt,σp)et(nt,σn)respectivement.
Nousreprenonsint́egralementl’approchedeBekaert,EngstrometErmolov(2015).Ces

derniersmontrentqueladensit́edumod̀eleBEGEadmetuneformeanalytiquequ’onpeut
d́eriver̀apartirdel’́equationdeBayessuivante:

fBEGE(u)=
ωp

fu(u|ωp)f(ωp)dωp

=
ωp

fBEGE(u|ωp)dfωp

=
ωp

fωn(ωp−u)dfωp,

maisl’́evaluationdecettefonctionńecessiteplusieursint́egrationsnuḿeriquesenchaque
point,etdoncontrouvequ’unéevaluationnuḿeriquedeladensit́eBEGEestplusrapideet
stablelorsqu’onutiliseunerepŕesentationalternative:

FBEGE(u)=1−
ωp

FBEGE(ωp−u)dfωp

òuFBEGE(·)estladistributioncumulativedumod̀ele.Àpartirdecetterepŕesentation,on
peutd́eriverladensit́eBEGEparunesimpleapproximationdediff́erencefinie.Pourplus
ded́etailssurlaḿethodologie,consultezl’appendiceAdeBekaert,EngstrometErmolov
(2015).

Letableau5.2contientlesŕesultatsdel’estimationdesdeuxmod̀eles,enutilisantles
rendementsquotidiensdel’indiceS&P500,dejuillet1962jusqu’aud́ecembre2013.
Leserreursdel’estimationsontcalcuĺees̀apartirdelamatriced’informationsdeFisher.

Nouscalculonsd’abordlegradient(∇f)etlamatriceHessienne(Hf)delafonctionobjec-
tive,appliqúeeauxestimateurs,enutilisantlesoptionsdelafonctionfmincondeMatlab.
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L’erreurestensuitedonńeepar:

StdErr= diag((−H)+×A×(−H)+)

A=∇fθ×(∇fθ)
T

òuM+etMTrepŕesententlepseudo-inverseetletranspośedelamatriceMrespectivement.
Pourlemod̀eleGJR-GARCH,lavarianceinconditionnelleestσ2= ω

1−β−1
2
(α++α−)

,avec

descontraintessurβ,α+etα−pourquelavariancerestepositive.Nousestimonslavaleur
deσ2,ensuitenouscalculonslavaleurdeω,pourcelal’erreurstandarddel’estimationdeω
neserapasreport́ee.Noustrouvonsquelavaleurdeα+estpluspetitequelavaleurdeα−,
cequirevient̀adirequeleschocsńegatifsontplusd’impactsurlavolatilit́equeleschocs
positifs.Lacorŕelationβaunevaleurd’environ92%,cequirefl̀etelefaitquelavariance
aujourd’huiesttr̀esaffect́eeparlavariancedelajourńeepŕećedente.
Pourlemod̀eleBEGE,noustrouvonsquelavaleurdeβpestplusgrandequelavaleur

deβn,cequiveutdirequelesbonsenvironnementssontpluspersistantsquelesmauvais
environnements.Labonnevolatilit́eŕeponddelam̂ememanìereauxbonsetmauvaischocs,
cefaitsetraduitparlesvaleursdeαp,petαp,nquisontdum̂emesigne,etpastr̀esdiff́erentes
l’unedel’autre.αn,nestbeaucoupplusgrandqueαn,p,parconśequent,lamauvaisevolatilit́e
estpresqueseulementaffect́eeparlesmauvaischocs,etdonc,laqueueńegativedeladis-
tributiondesrendementsaugmenteconsid́erablementsuitèadeschocsńegatifs.Ceŕesultat,
surtoutdanslecontextedelagestionderisque,estunecaract́eristiquetr̀esimportanteque
lesmod̀elesgaussiensnepourrontjamaiśetablir.
Nousconstatonsaussiquelesvaleursdeλpetλnsontpositives,cequidonneunevaleur

positivedeΛp,etunevaleurńegativepourΛn(figure5.1),quiacommeeffetd’augmenter
l’impactdesvaleursńegativesdesbonschocs(−Λpωp,t),ainsiquel’impactdesmauvais
chocsquisonttoujoursassocíesparunsigne”-”-etdoncńegatifs-(−Λnωn,t).

Vuquelesdeuxmod̀elesn’admettentpaslem̂emenombredeparam̀etres,lacomparaison
deleursmaximumsdevraisemblancen’estpasvraimentdescriptive.Pourcefaire,nous
reportonslecrit̀ered’informationd’Akaike(AIC),etlecrit̀ered’informationBayesien(BIC)
d́efinispar:

AIC=2k−2ln(L)

BIC=kln(n)−2ln(L)
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òukestlenombredesparam̀etresdumod̀ele,nestlenombredesdonńeesdansl’́echantillon,
etLestlavraisemblancedechaquemod̀ele.Lemod̀eleàchoisirseraceluiquiaurale
pluspetitAICouBIC.Lesdeuxcrit̀eresreposentsuruncompromisentrelaqualit́ede
l’ajustementetlacomplexit́edumod̀ele,enṕenalisantlesmod̀elesayantunplusgrand
nombredeparam̀etres,quiaugmenteńecessairementlavraisemblancedumod̀ele.Lecrit̀ere
d’Akaikeṕenalisemoinsfortementlenombredesparam̀etresqueleBIC,maisdanslesdeux
casnoustrouvonsquelemod̀eleBEGEperformemieuxlemod̀eleGJR-GARCH.

4.4 Maximumdevraisemblanceconjoint

Pourmettreenévidencelacapacit́edumod̀elèacapterladiff́erencedesdistributions
souslamesurephysiqueetrisqueneutre,nousdevrionsestimerlesdeuxdistributionsen
utilisantlem̂emeensembledesparam̀etres.Maislalitt́eraturedetarificationdesoptions
contientpeud’́etudessurlesujet,enraisondeladescriptionexplicitedulienentreladistri-
butionphysiqueetladistributionrisqueneutre.
NousutilisonsuneapprochebaśeesurlestravauxdeSantaClaraetYan(2010),Christof-

fersen,HestonetJacobs(2009),etChristoffersen,HestonetJacobs(2013)pourestimerles
param̀etresavecunefonctiondevraisemblancejointe.Laḿethodeestessentiellementbaśee
surl’estimationdesparam̀etresparunefonctiondevraisemblanceavecdeuxcomposantes,
lapremìerèabasedesoptionsLO,etladeuxìemèabasedesrendementsLR.Lafonctionde
vraisemblancedesrendementsaét́epŕesent́eedanslasectionpŕećedente.Pourcellebaśee
surlesoptions,nousd́efinissonsd’abordleserreursd’́evaluationdesoptionspond́eŕeespar
leVega-lad́eriv́eeparrapport̀alavolatilit́e-deBlackScholes(BSV),comméetant,

Erri=
CMkti −CModi
BSVMkti

òuCMkti estleprixdumarch́e,CModi estleprixobtenùal’aidedumod̀ele(cf.Section4.5),
etBSVMkti estleVegaBlackScholesdel’optionparrapportàlavolatilit́eimplicitedu
march́e.Ensupposantquecesereurssontind́ependantesetdistribúeesnormalement,nous
obtenonsunefronctiondevraisemblancequis’́ecritcomme:

lnLO∝
−1

2

N

i=1

{ln(s2Err)+
Err2i
s2Err

},
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òus2Err =
1
N

N
i=1Err

2
i.LeserreursVega-pond́eŕeessontuneapproximationdeserreurs

delavolatilit́eimplicite,etdoncontlesm̂emespropríet́esstatistiques.Maisl’avantagede
ceserreursestdanslefaitquenousn’avonspasbesoindecalculerl’inversedelaformule
deBlackScholes̀achaquepasdel’optimisation,quicôutetr̀escherlorsquel’estimationest
grande.
Parind́ependancedesobservations,lafonctionconjointepeuts’́ecrirecommeleproduit

desdeuxfonctionsdevraisemblance.Enappliquantlelog,cettedernìereest́equivalentèa
lasommedesdeuxfonctionsdelog-vraisemblance.Leprobl̀emerevientdonc̀amaximiser
lafonctionobjectivesuivante:

max
Θ,Θ∗
lnLR+lnLO

oubien

max
Θ,Θ∗

p+q

2
(
lnLR

p
+
lnLO

q
) (4.1)

òuΘd́esignelesparam̀etresphysiquesetΘ∗d́esignelesparam̀etressouslamesurerisque
neutre.petqrepŕesententleslongueursdesśeriestemporellesdesrendementsetdesoptions
respectivement.

4.5 TarificationdesOptions

Lesdeuxmod̀elesquenousavonsutiliśen’admettentpasdessolutionsanalytiquespour
latarificationdesoptions.Raisonpourlaquellenousavonsrecours̀alasimulationMonte
Carlopourcalculerlesprixdesoptions.Cesprixsontutiliśesd’aborddansl’estimation
conjointeafindecalculerleserreursd’́evaluationdesoptionspŕesent́eesdanslasection
pŕećedente,ensuitedanslatarificationdesoptionsdel’indiceS&P500.
LeprixduCalleuroṕeencalcuĺeparunesimulationMonteCarloadmetlaformulesui-

vante:

Ct,T=exp[−r(T−t)]E
Q
t Max(ST−X,0)

≈exp[−r(T−t)]
1

MC

MC

i=1

Max Stexp
T−t

τ=1

R∗i,t+τ −X,0
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òuCestleprixducallcalcuĺèalafermeturedelajourńeet,pourunematurit́eT,Sestle
prixdel’actifsous-jacent,Xestleprixd’exercice,etR∗i,t+τrepŕesententleslog-rendements
simuĺessouslamesurerisqueneutre.
Ensuite,nousutilisonslaḿethodeEmpiricalMartingalSimulationdeDuanetSimonato

(1997)pouraḿeliorerlestrajectoiressimuĺees.Deplus,nousutilisonslesm̂emesvariables
aĺeatoirespourtouteslesṕeriodes,ensimulantpourlaṕeriodelapluslointaine,etensuite
tronquerpourlesṕeriodeslespluspetites,etc’estpourassurerquelesŕesultatsnesontpas
biaiśesparlasimulationMonteCarlo.
Pouranalyserlaperformancedelatarificationdesoptions,nouscalculonslesvaleursdes

erreursdesmoindrescarŕesRMSE(RootMeanSquaredError),etRRMSE(RelativeRoot
MeanSquaredError)donnéespar:

RMSE=
1

N
i,t

CModeli,t −CMarketi,t

2

RRMSE=
1

N
i,t

CModeli,t −CMarketi,t

CMarketi,t

2

Dansletableau5.5,nouspŕesentonsleserreursdetarificationdesdeuxmod̀elespar
rapport̀al’́ech́eanceetlemoneynessdesoptions.
Nousremarquonsquelemod̀eleBEGEsurperformetoujourssonmod̀eledeŕef́erence.

Ladiff́erenceentreleserreursdesdeuxmod̀elesestplusremarquablepourlespetites
éch́eances.PourlesCallshorsmonnaie,lesdeuxmod̀elesadmettentdeserreursélev́ees,
maisrestequel’erreurdumod̀eleBEGEestbeaucouppluspetite.

4.6 Estimationdesparam̀etresetŕesultatsempiriques

Afind’obtenirnosestimateurs,nousallonsutiliserl’́equation(4.1)delasection
pŕećedente.Lapremìeréetapeconsistèad́ecomposernotrebasededonńeesen19anńees
(lesdeuxmod̀elesn’admettentpasdessolutionsanalytiquespourlatarificationdesoptions,
raisonpourlaquelleuneseuleestimationnepourraitpaŝetreǵerable).Àchaqueestima-
tion,nousprenonslesrendementsetnousyajoutonsunefen̂etred’options.Lapremìere
fen̂etreestcompośeedesoptionsdelapremìereanńee,etlesrendementsdes10anńeesqui
lapŕec̀edent,ladeuxìemecellesdeladeuxìemeanńee,ainsique10ansderendements,et
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ainsidesuite.Lesparam̀etresinitiauxsontceuxestiḿes̀apartirdesrendements,puisqu’ils
contiennentd́ej̀aassezd’informations.
LepanneauAdelatable5.3repŕesentelesestimateursdumod̀eleGJR,leserreursde

volatilit́eimpliciteIVRMSE(In-SampleetOut-Of-Sample),ainsiquelerapportduIVRMSE
entrelemod̀eleBEGEetlemod̀eleGJR-GARCH.LepanneauBrepŕesentelesestimateurs
dumod̀eleBEGE,ainsiqueleIVRMSE(In-SampleetOut-of-Sample).
PourlesŕesultatsIn-SampleduIVRMSE,nousremarquonsqu’enmoyenne,lemod̀ele

BEGEsurperformelemod̀eleGJR-GARCH.Cetteperformanceestobserv́eeàtraversla
majorit́edesṕeriodes.Lemod̀eleGJR-GARCHdomineseulementdurantlesanńees1999
et2007.
LepanneauBcontientlesestimateursdumod̀eleBEGE,ainsiqueleIVRMSE.Les

valeursdesparam̀etressontprochesdesparam̀etresestiḿesaveclesrendements,etpeuvent
êtreinterpŕeterdelam̂emefaçon.Saufpourlesanńees1999et2008,òulesvaleursdeαp,p
sontńegatives.Cecipeut̂etrevucommeuńequilibragedelavolatilit́econditionnelle,qui
peutexploserenraisondesvaleurśelev́eesdeαn,petαn,n.Ilfautaussinoterquecesdeux
ṕeriodesmarquentled́ebutdescrisesasiatiquesen1999,etlacrisefinancìerede2008.Ce
quiexpliqueladominancedelamauvaisevolatilit́edurantcesṕeriodes.En1999,lavaleur
deαp,pestńegative,etcelledeαp,nestpositive,cequiindiquequelabonnevolatilit́ede
cetteanńeeestsensibleseulementauxmauvaischocs.Dem̂emepourlamauvaisevolatilit́e.
En2008,leŕesultatestsimilaire,maiscettefois,lesvaleursdeαp,petαp,nsonttoutesles
deuxńegatives,tandisquelescellesdeαn,petαn,nsontpositives.Cequirevient̀adireque
lavolatilit́econditionnelledecetteanńeeestaffect́eeseulementparlamauvaisevolatilit́e.
Letableau5.5pŕesenteleIn-SampleIVRMSEenfonctiondel’́ech́eanceetdumoney-

ness.NousrepportonsleRMSE,IVRMSE,RRMSEetRIVRMSEpourlesdeuxmod̀eles,en
utilisantlesparam̀etresdutableau5.3.Nousremarquonsquelesquatretypesd’erreurssont
plusbaspourlemod̀eleBEGE,etc’estenfonctiondumoneynessetdel’́ech́eance(dernìere
lignedechaquepanneau).Ilestclairquelesaḿeliorationsonttendancèâetreplusgrandes
pourdespetiteśech́eances,etlesoptionshorsmonnaie.
LeIVRMSE(In-Sample)hebdomadaireestillustŕedanslafigure5.7.l’erreurestcal-

cuĺeeaveclesdonńeesdechaqueanńee,ensuiteconcat́eńeepourchaquesemaine.Ladomi-
nancedumod̀eleBEGEest́evidentepourtouteslesṕeriodes,saufpourquelquesvaleursau
d́ebutdel’anńee1999,̀alafindel’anńee2007etaud́ebutdel’anńee2008.
Nousreportonslesvaleursdelaprimederisqueannuelledanslatable5.4,ainsiquela

premìeresous-figuredelafigure5.6,etlesvaleurshebdomadairesdelaprimederisquedans
ladeuxìemesous-figure.Laprimedumod̀eleBEGEestpluśelev́eepourtouteslesṕeriodes,
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saufpourl’anńee1999.Durantlesautresṕeriodes,laprimedumod̀eleBEGEestplusque
deuxfoiscelledumod̀eleGJR-GARCH.Lesdeuxcomposantes(positiveetńegative)de
lavolatilit́econditionnelledumod̀eleBEGEsontaussidonńeesdanslatable5.4.Lacom-
posanteńegativeestplusgrandeenmoyennequelacomposantepositive(dernìerecolonne
dutableau).Elleaugmented’unefaçonsignificativedurantlesanńees2007et2008,qui
marquentled́ebutdelacrisefinancìere.Cesderniersŕesultatssontdanslam̂emeveineque
laconclusiondeBakaert,EngstrometErmolov(2015),òu”lemod̀eleBEGEcŕeeunenvi-
ronnementplusrisqúe,endonnantplusdepoidsauxmauvaischocs,cequiam̀enelesinves-
tisseurs̀apayerdesprimesderisquepluśelev́ees,etdesdemandesd’́epargnedepŕecaution
plusimportantes”.
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Chapitre5

Conclusion

Ceḿemoireintroduitunmod̀eledetarificationdesoptions,quiadmetuneflexibilit́e
uniquequant̀alad́etectiondusmirkdevolatilit́e.Lemod̀ele”badenvironmentgoodenvi-
ronment(BEGE)”comportedeuxchocsquisuiventunedistributionGamma,etquim̀enent̀a
uneh́et́eroskedasticit́e,unskwenessetunkurtosisquivarientaucoursdutemps.Dansnotre
étudeempiriquesurl’indiceS&P500,nousavonstrouv́equelemod̀eleBEGEsurperforme
sonmod̀eledeŕef́erence,soitlemod̀eleGJR-GARCH.

Afindecomparerlaperformancedesdeuxmod̀elesquantàl’ajustementdesśeries
derendements,nousavonseurecoursauxcrit̀eresd’AICetBICquinousontillustŕela
suṕeriorit́edumod̀eleBEGE.Unedeuxìemeétapeimportantedenotreétudeestl’effet
del’ajoutdesoptionsdansl’estimationdumaximumdevraisemblance.Lemod̀eleBEGE
pŕesent́edanslecadredeceḿemoiren’admetpasuneformuleferḿeeservant̀alatarification
desoptionsvanilles.Celarepŕesenteuncôutdecalculimportantdanslaproćedured’esti-
mationjointe.Pourcontournerceprobl̀eme,nousproposonsunestructureaffinedumod̀ele
BEGE,quiadmetuneformeferḿeeaveclepricingkernelpropośedanslechapitre3.Mais
l’́elaborationdecemod̀elenefaitpaspartiedeceḿemoire,àcausedud́efidefiltration
querepŕesentelaśeparationdeschocs.L’ajoutdel’informationcontenuedanslesoptions
nousapermisdeŕeduirel’erreurquadratiquedelavolatilit́eimpliciteIVRMSE.Nousavons
calcuĺel’IVRMSEpourcomparerlaperformancedesdeuxmod̀elestant̀al’int́erieurqu’̀a
l’ext́erieurdel’́echantillon.Nousconstatonsquelemod̀eleBEGEposs̀edeenmoyenneune
IVRMSEpluspetitequelemod̀eleGJRdanslesdeuxcas.

Ensuite,nousavonseffectúeunéetudeapprofondiedelaflexibilit́edumod̀eleBEGÈa
d́etecterlesmirkdevolatilit́e.Pouryparvenir,nousavonśetudíel’impactdelavariation
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delavolatilit́eded́epartparrapport̀al’́ech́eancedescontratsd’options.Lavariationdes
poidsdelabonneetlamauvaisevolatilit́equiintervientdansl’expressiondelavolatilit́e
initialeconduisent̀atroisversionsdumod̀eleBEGE.Nousconstatonsqu’uneaugmentation
dupoidsaffilíèalamauvaisevolatilit́einitialeŕesulteenunetranslationascendantedusmirk
delavolatilit́e.L’effetdecetteaugmentationestplusimportantpourleśech́eancesdecourtes
duŕees.
Finalement,nousavonsétudíelaprimederisquereport́eeparchaquemod̀ele,etavons

trouv́equelemod̀eleBEGEam̀enèauneprimederisquepluśelev́ee,quirefl̀etel’importance
donńeeauxmauvaischocs,quicŕeentunenvironnementplusrisqúequeceluidumod̀ele
GJR-GARCH.
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TABLE5.1–Optionssurl’indiceS&P500

Moneyness Mat.≤2mois 2mois<Mat.≤6mois Mat.>6mois
Call Put Call Put Call Put

K/S≤0.94 575 0 1862 0 2763 0
0.94<K/S≤0.97 870 0 1141 0 673 106
0.97<K/S≤1 1210 257 1128 628 555 733
1<K/S≤1.03 0 1675 0 1877 0 1054
1.03<k/S≤1.06 0 1146 0 1345 0 798
K/S>1.06 0 2323 0 4870 0 4383

Nombredescontratsd’optionsvanilles(putsetcalls),suivantl’́ech́eance(Mat.)etlerapportK/S
(Moneyness).



TABLE5.2–Maximumdevraisemblance

Param̀etres GJR-GARCH StrErr BEGE StdErr

λp 1.2845 (2.3753e-3) 3.7024 (0.001837)
ω|p0 7.33e-7 0.0045 (1.4156e-5)
σp 0.0019 (1.0375e-5)
βp 0.9238 (1.1795e-4) 0.9643 (5.5001e-5)
αp,p 0.0229 (6.4503e-5) 0.0271 (1.9371e-5)
αp,n 0.0379 (7.7526e-5)

λn 3.6273 (0.001528)
n0 0.1252 (7.0743e-6)
σn 0.0036 (7.4419e-6)
βn 0.8374 (1.8912e-5)
αn,p -0.0201 (3.1901e-4)
αn,n 0.1166 (1.7014e-4) 0.2774 (1.4211e-4)

252σ2pp̄t 0.1119

252σ2nn̄t 0.1219

Log-Likelihood 43757.90 44015.17
#parameters 5 12
AIC -87505.63 -88006.33
BIC -87468.28 -87916.69

Éstimationdumaximumdevraisemblancedesrendementsquotidiensdel’indiceS&P500,1962-
2013.Lescolomnes2et4repŕesententleserreursd’estimationobtenuesàpartirdelamatrice
d’InformationdeFisher.
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0.0229 
0.1166 

0.0629 
0.0314 

0.8537 
0.9076 

1606
(
0.
0
1
3)

(0.028) 
(0.079) 

(0.0304)

2004
1.2845 

7.322e-7 
0.9238 

0.0229 
0.1166 

0.0204 
0.0539 

0.8333 
0.9481 

1638
(
1.
1
E-
0
8)

(5.9
E-08) 

(8.6
E-08) 

(1.9
E-08)

2005
1.2844 

7.360e-7 
0.9238 

0.0229 
0.1165 

0.0224 
0.0224 

0.9553 
0.9464 

1631
(
2.
4
E-
1
0)

(1.8
E-08) 

(3.7-09) 
(5.4
E-09)

2006
1.2844 

7.249e-7 
0.9238 

0.0231 
0.1165 

0.0228 
0.0229 

0.7851 
0.9607 

1617
(
1.
0
E-
0
8)

(8.5
E-09) 

(8.3
E-09) 

(4.2
E-08)

2007
1.4193 

4.4597e-6 
0.9251 

-0.0552 
0.1270 

0.0479 
0.0314 

1.1586 
0.8569 

1604
(
3.
2
E-
1
1)

(2.7
E-11) 

(2.8
E-11) 

(2.2-11)

2008
1.2856 

7.2872e-7 
0.9238 

0.0230 
0.1166 

0.1287 
0.0920 

0.6045 
1.8326 

1831
(
1.
3
E-
0
7)

(2.4
E-07) 

(6.2
E-07) 

(4.6
E-07)

2009
1.2854 

7.0626e-7 
0.9238 

0.0232 
0.1168 

0.1597 
0.0561 

0.3532 
2.0125 

1836
(
1.
1
E-
0
5)

(7.8
E-06) 

(1.4
E-05) 

(1.0
E-05)

2010
1.1963 

9.1187e-6 
0.9237 

-0.0539 
0.0468 

0.1043 
0.0956 

0.4219 
0.4613 

1890
(
1.
0
E-
0
7)

(1.4
E-07) 

(7.2
E-08) 

(1.0
E-08)

2011
1.2845 

7.383e-7 
0.9238 

0.0229 
0.1165 

0.0566 
0.1266 

0.7544 
0.3381 

1854
(
1.
0
E-
0
9)

(2.4-10) 
(1.3
E-09) 

(3.7
E-10)

2012
1.2843 

7.199e-7 
0.9238 

0.0230 
0.1167 

0.0489 
0.0487 

0.5828 
1.7823 

1924
(
3.
0
E-
0
6)
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E-05) 

(5.8
E-06) 

(4.1
E-06)

2013
1.2845 

7.3314e-7 
0.9238 

0.0229 
0.1166 

0.0216 
0.0216 

0.7454 
1.5324 

2087
(
1.
5
E-
1
1)

(1.0
E-10) 

(1.8
E-11) 

(6.3
E-11)

2014
1.2845 

7.3355e-7 
0.9238 

0.0229 
0.1166 

0.0277
0.0278

0.6895
0.7230

1413
(
6.
4
E-
0
8)

(3.2
E-08) 

(4.3
E-08) 

(1.0
E-07)

Total
0.0569 

0.05488 
0.6681 

0.9826 
31973
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TABLE5.4–Primederisque

Primederisque% Ratio Volatilit́e(BEGE) Ratio
Anńee BEGE GJR BEGE/GJR Ńeg. Pos. -/+
1996 5.1577 1.9335 2.6675 9.0014 7.6379 1.1785
1997 11.001 4.0962 2.6855 12.656 11.741 1.0779
1998 14.677 5.6409 2.6018 14.405 13.840 1.0408
1999 11.689 8.9115 1.3117 12.555 12.522 1.003
2000 16.596 3.4108 4.8657 15.504 14.525 1.0674
2001 17.978 3.6669 4.9027 17.526 13.498 1.2983
2002 22.727 8.7170 2.6072 17.925 17.227 1.0405
2003 12.161 4.2049 2.8922 8.3499 16.222 0.5147
2004 4.8941 1.7505 2.7959 8.6489 7.6407 1.1320
2005 4.3927 1.5750 2.7890 8.3564 7.0543 1.1846
2006 4.0346 1.4355 2.8105 7.8572 6.9687 1.1275
2007 8.5516 4.4478 1.9226 12.795 2.8204 4.5364
2008 51.074 21.751 2.3481 34.175 14.675 2.3289
2009 31.634 10.298 3.0720 18.906 22.380 0.8448
2010 11.738 3.4936 3.3599 12.843 12.417 1.0343
2011 19.147 7.1137 2.6915 17.015 15.214 1.1184
2012 7.375 2.2223 3.3186 9.1414 10.872 0.8408
2013 4.8097 1.7194 2.7973 8.4018 7.7612 1.0825
2014 4.4174 1.7195 2.5690 5.7146 4.9687 1.1501
Total 13.898 5.1636 2.6915 13.251 11.578 1.2948

Primesderisquedes mod̀elesBEGE( T
t=1(λpσ

2
ppt+λnσnnt),T = 252jours)et GJR

( T
t=1λht,T=252jours)enfonctiondesanńeesd’estimationjointe.Ainsiqueladiff́erenceentre

lavolatilit́epositive( T
t=1σ

2
ppt,T=252jours)etńegative(

T
t=1σ

2
nnt,T=252jours)dumod̀ele

BEGE.
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TABLE5.5–Erreurdetarificationetdevolatilit́eimplicitesuivantl’́ech́eanceetlemoneyness(Joint
Likelihood)

BEGE GJR BEGE GJR

Éch́eance(jours) RRMSE RIVRMSE

0<éch́eance≤45 0.4779 0.6323 0.1516 0.2113
45<éch́eance≤91 0.4513 0.5785 0.1491 0.2020
91<éch́eance≤182 0.4908 0.5572 0.1490 0.1939
182<éch́eance≤365 0.5299 0.5326 0.1565 0.1861

Totale 0.4875 0.5751 0.1515 0.1983

RMSE IVRMSE

0<éch́eance≤45 2.9917 3.8276 0.0334 0.05166
45<éch́eance≤91 4.4731 5.7216 0.0329 0.0501
91<éch́eance≤182 6.3364 7.7971 0.0341 0.0487
182<éch́eance≤365 10.174 11.424 0.0358 0.0456

Totale 5.9938 7.1925 0.0341 0.0490

Moneyness RRMSE RIVRMSE

S/K≤0.96 0.7783 0.8999 0.1826 0.2087
0.96<S/K≤0.98 0.2924 0.3692 0.1525 0.1845
0.98<S/K≤1.02 0.1674 0.2042 0.1332 0.1627
1.02<S/K≤1.06 0.2058 0.2681 0.1172 0.1549
S/K>1.06 0.4389 0.5151 0.1320 0.1905
Totale 0.3766 0.4513 0.1435 0.1803

RMSE IVRMSE

S/K≤0.96 7.7637 8.7799 0.0311 0.0362
0.96<S/K≤0.98 7.3537 8.5480 0.0278 0.0345
0.98<S/K≤1.02 7.1903 8.4576 0.0278 0.0351
1.02<S/K≤1.06 6.3510 7.9679 0.0274 0.0377
S/K>1.06 6.0520 7.2532 0.0387 0.0602
Totale 6.9421 8.2013 0.0306 0.0408

RRMSE,RIVRMSE,RMSEetIVRMSEpourlesdeuxmod̀elesenfonctiondel’́ech́eanceetleMoney-
ness,calcuĺeespardesparam̀etresestiḿes̀apartirdesrendementsetdesoptions



FIGURE5.1–RelationentreλvetΛv,v∈{p,n

-5 0 5

Λ
p

-5

0

5

λ
p

λ
p
 en fonction de Λ

p

-5 0 5

Λ
n

-5

0

5

λ
n

λ
n
 en fonction de Λ

n

-5 0 5

Λ
p

-0.1

-0.05

0

0.05

λ
p
 -
 Λ
p

Difference entre λ
p
 et Λ

p

-5 0 5

Λ
n

-0.1

0

0.1

0.2
λ
n
 
+ 
Λ
n

Difference entre λ
n
 et Λ

n

}

60



FIGURE5.2–Prixquotidiendel’indiceS&P500
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FIGURE5.3–Volatilit́econditionnelledumod̀eleBEGEetdumod̀eleGJR-GARCH

Lavolatilit́ephysiquedumod̀eleGJR-GARCH,ainsiquelemod̀eleBEGE-GJR,pourlaṕeriode
allantde1962jusqu’̀ad́ecembre2013.
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FIGURE5.4–
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Lavolatilit́eimplicitedumod̀eleGJR-GARCH(solidred),et3versionsdumod̀eleBEGEselonles
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2
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2

σ2n
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σ2

σ2p
+0.9σ

2

σ2n
(dashed

blue).Òu”σ”estlavolatilit́eannuellequiprendlesvaleurs15%,20%et25%.Lesdeuxlignes
horizontalesresṕesententlavolatilit́einconditionnelledumod̀eleGJR-GARCH(dashedblack)etla
volatilit́einitialedonńeeauxmod̀eles(dottedblack)respectivement.
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FIGURE5.5–
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FIGURE5.6–
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65



FIGURE5.7–IVRMSEhebdomadaire(In-Sample)

Racinecarŕeedel’erreurquadratiquemoyennehebdomadairedelavolatilit́eimpliciteIVRMSEen
(%)pourlemod̀eleBEGE(figure1),etdumod̀eleGJR-GARCH(figure2).Ainsiqueladiff́erence
entrelesdeux(figure3).
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