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Résumé

Ce mémoire porte sur une nouvelle méthode numérique pour I’évaluation d’obli-
gations convertibles. Elle permet aussi d’évaluer d’autres types d’options qui sont
relativement fréquentes, dont les options de rachat et de revente. L’algorithme dé-
veloppé est basé sur la programmation dynamique et utilise des approximations
spectrales par polynoémes de Tchebychev. La méthode peut étre utilisée pour une
large gamme d’options imbriquées.

Le modele utilisé est un mouvement Brownien géométrique pour l'action de la
compagnie, alors que le taux d’intérét est modélisé par la dynamique de Vasicek. Ce
choix permet d’obtenir la distribution conjointe des deux variables d’état et donc
d’améliorer la performance de I'algorithme. Les résultats numériques montrent la
convergence de la méthode.

mots-clés : obligation convertible, Vasicek, taux d’intérét stochastique, Tchebychev,
programmation dynamique, option américaine
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Introduction

Depuis la parution des articles de Ingersoll [[ING77a| et de Brennan et Schwartz
[BS77], il y a une trentaine d’années, ’évaluation des obligations convertibles a gran-
dement évolué. Ces articles ont pavé la route & de nouvelles techniques d’évaluations
et ont completement changé la facon de concevoir la modélisation de ce type d’obli-
gation. L’évaluation d’une obligation convertible, un produit financier qui permet
au détenteur de ’échanger contre un nombre prédéterminé d’actions de la compa-
gnie émettrice, est particulierement complexe puisque si I'option de conversion est
exercée, 1'obligation sous-jacente disparait, ce qui créer une incertitude sur les flux

financiers futurs.

Au tout début, les obligations convertibles étaient évaluées en prenant la valeur
escomptée a un moment futur donné de la valeur maximale entre 'action de la com-
pagnie émettrice et la valeur de I'obligation sans option de conversion. Le probleme
avec cette méthode, comme le fait remarquer Jonathan Ingersoll [ING77al, est que
lorsque le moment futur considéré précede 1’échéance de l’obligation, il y a sous-
évaluation du prix de l'obligation convertible. De plus, en ne considérant qu’une
seule date d’exercice, le prix obtenu est nécessairement biaisé si ’obligation peut

étre convertie a plusieurs instants futurs.

Les méthodes de calcul pour les obligations convertibles ont été largement étudiées
par différents auteurs. Une des raisons principales est qu’il n’existe pas de solution
sous forme fermée a partir d’'une modélisation réaliste. Cela ouvre alors la porte a
une panoplie de méthodes numériques et de modeles tentant de représenter la réalité

le plus fidelement possible.

Comme il a été mentionné précédemment, une obligation convertible est une
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obligation qui donne le droit a son détenteur de la convertir contre un nombre spé-
cifique d’actions de la compagnie émettrice. Puisque l'option de conversion donne
un avantage au détenteur par rapport a ’émetteur, ce dernier peut augmenter la
valeur de son obligation en exercant 'option si la valeur de ’action de la compagnie
est suffisamment élevée. Le prix d’une obligation convertible sera alors toujours au

moins aussi élevé que celui d’une obligation sans option supplémentaire.

La plupart des obligations convertibles contiennent aussi d’autres optionalités comme
des options de rachat (call) et/ou de revente (put). Une option de rachat donne
droit & I’émetteur de I'obligation de la racheter au détenteur & un prix spécifié lors
de I’émission tandis qu’une option de revente permet au détenteur de revendre son

obligation a I’émetteur pour un prix convenu au contrat.

Comme pour l'option de conversion ajoutée a une obligation standard, 'option de
revente est un avantage pour le détenteur ce qui fait qu’elle augmente la valeur
de l'obligation. Par contre, 'option de rachat permet a ’émetteur de la racheter a
n’importe quel moment, ce qui a un impact négatif pour le détenteur car les flux
financiers futurs deviennent alors incertains; ce type d’option fait donc diminuer la

valeur de 'obligation.

Le premier chapitre propose une revue de littérature des différentes méthodes
numériques utilisées pour le calcul des obligations convertibles. Le chapitre subsé-
quent présente les notions de base servant a 1’évaluation d’un produit financier de
type américain par récurrence ainsi que les caractéristiques d’exercice pour les diffé-
rents types d’obligations convertibles. Par la suite, le troisieme chapitre propose une
boite a outils contenant les modeles utilisés pour le taux d’intérét et le sous-jacent.
De plus, les caractéristiques des polynomes de Tchebychev & une et deux dimensions
y sont présentées. Le quatrieme chapitre présente les deux algorithmes développés
dans le cadre de ce travail. Le dernier chapitre contient les résultats numériques
ainsi que la comparaison avec ceux obtenus par [BBKLO7| pour des obligations avec

options de rachat. Le dernier chapitre est une conclusion.



Chapitre 1

Revue de la littérature

Au cours des trente derniéres années, plusieurs chercheurs ont tenté de résoudre
le probleme complexe qu’est ’évaluation d’une obligation convertible. Plusieurs fac-
teurs sont en cause. Il y a premierement le fait que, dans la plupart des cas, I'obli-
gation peut étre convertie a n’importe quel instant, c’est-a-dire que 'option est de
type américain, ce qui la rend notablement plus complexe a évaluer qu'une option
de type européen. Deuxiemement, la valeur de conversion n’est pas le seul élément
qui affecte la valeur d’exercice; si une option de rachat et/ou de revente est combi-
née a l'option de conversion, la valeur d’exercice varie grandement di aux différents

scénarios possibles (conversion, conversion forcée, revente, rachat).

Les solutions classiques proposées au cours des dernieres années se regroupent en
cinq familles : les solutions analytique ou semi-analytiques; les arbres binomiaux ;
I’approche par différences finies ; la simulation Monte Carlo; et, plus récemment, la

programmation dynamique amenée par [BBKL07] et [BK11].

1.1 Solutions analytiques

Le premier & avoir proposé une solution analytique au probleme du calcul de
la valeur d’une obligation convertible est Jonathan Ingersoll en 1977 [INGT77a]. Le
modele proposé est simple et ne reflete pas toutes les caractéristiques d’une telle
obligation. Par contre, il permet I’obtention d’une solution analytique pour plusieurs

types d’obligations :
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— obligation zéro-coupon (discount bond) ;

— obligation zéro-coupon convertible (convertible discount bond);

— obligation zéro-coupon rachetable convertible (callable convertible discount bond) ;
— obligation convertible payant des coupons de facon continue;

— obligation convertible avec coupons et dividendes payés de maniére continue.

Le modele proposé est basé sur les mémes hypotheses que celles du modele de Black-
Scholes ([BS73]) et c’est sa principale lacune. De nos jours, il n’est plus possible de
justifier que I’évolution de la valeur d’une obligation se fait avec un taux d’intérét
constant. Cette hypothese peut étre acceptée pour des options de courte maturité
qui n’ont pas un produit de taux d’intérét comme sous-jacent, mais dans le cas
d’obligations convertibles cette hypothese doit étre relachée puisqu’en général ces
produits ont de longues maturités et dépendent directement du taux d’intérét. De
plus, une autre hypothese posée par [ING77a] est le fait que les coupons sont payés
de maniere continue. Cela lui permet de trouver une solution analytique, mais ne
correspond pas a la réalité des obligations car dans la majorité des cas les coupons
sont payés deux fois par année. L’impact que les coupons ne soient pas appliqués aux
dates précises implique qu’aux dates d’évaluations différentes des dates de coupons,
le prix calculé est biaisé ce qui peut amener des opportunités d’arbitrage ou des

mauvaises décisions de la part du détenteur ou de I’émetteur.

Ce sont ces hypotheses qui permettent d’utiliser une extension proposée par Merton
[M74] de la maintenant célebre équation aux dérivées partielles (EDP) de Black-
Scholes. L’extension permet de calculer la valeur d’un droit contingent, f(V,T),
corporatif si ce dernier ne dépend que de la valeur de la firme (V') et de la date de
maturité (7). Par exemple, TEDP qui régit un droit contingent de type obligation
zéro-coupon est :

%J2V2fw+(rV)fv—rf—ft =0 (1.1)

ou f, et f,, sont respectivement les dérivées premieres et secondes par rapport a
la valeur de la firme; f; est la dérivé premiere du droit contingent par rapport au

temps; r est le taux d’intérét sans risque; et o la volatilité.

[INGT77a] réussit a réduire le probleme du calcul des différents types d’obligations
convertibles & la résolution d’équations similaires & (1.1). De plus, les conditions aux

bornes de I’équation sont spécifiées et varient selon le type d’obligation a calculer.
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Malgré que la modélisation proposée soit assez simple, les résultats obtenus sont
encore utiles aujourd’hui puisqu’ils servent de bases comparatives aux techniques
numériques ; si les résultats avec techniques numériques donnent les bons résultats
pour une modélisation simple, cela annonce que le développement de la nouvelle

technique est sur la bonne voie.

Plus récemment, [BBWO02] propose aussi une solution semi-analytique. Les auteurs
arrivent a une solution élégante en utilisant le cours de l'action de la compagnie
comme numéraire. Le probleme majeur est que la démarche et solution qu’ils pro-
posent sont pour une obligation convertible non-rachetable ne payant aucun coupon.

Cela implique que leur solution n’est valide que dans certains cas tres spécifiques.

1.2 Arbres binomiaux

La méthode des arbres binomiaux (binomial lattice-based method) a été tres
utilisée au cours des années 90. Elle est basée sur une discrétisation du marché,
i.e. que les transactions, observations et valeurs possibles des différents produits
financiers sont discrétisées. Lorsqu’il n'y a qu’une seule variable d’état, la méthode

est assez simple a implémenter numériquement.

Le premier article a avoir présenté cette approche pour ’évaluation d’options est
[CRR79]. Par la suite, quelques articles sont apparus pour 1’évaluation d’obligations
convertibles de différents types, dont entre autres [GS94], [HP96] et [TKNO1].

[GS94] propose un modele binomial avec une seule variable d’état soit le cours de
I’action de la compagnie émettrice de ’obligation. Selon ce modele, il est possible
d’inclure des dividendes, mais ceux-ci doivent étre payés de fagon continue. Les
auteurs proposent un ajustement du taux d’escompte utilisé dépendant du degré de

parité de ’obligation convertible pour tenir compte du risque de défaut.

De plus, les auteurs de [HP96] proposent un modele d’arbre binomial & deux facteurs,
c’est-a-dire qu’a chaque point de ’arbre, il y a quatre possibilités a I'instant suivant.
Les deux facteurs modélisés sont le cours de ’action de la compagnie ainsi que le
taux d’intérét sans risque. Pour tenir compte du risque de crédit de la compagnie,

a chaque point de ’arbre, un ajustement est fait au taux sans risque servant a
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actualiser les flux financiers.

Par ailleurs, [TKNO1] propose un modele basé sur [GS94]. La différence majeure entre
les deux modeles est que [TKNO1] inclut le risque de crédit en utilisant ’approche
réduite (approche de Duffie-Singleton [DS99]). Cela est différent de ce qui avait été
proposé précédemment par [ING77a] et [BS77] ou le risque de crédit de I'obligation
était modélisé selon une approche structurelle. Utiliser 'approche réduite comme ’a
fait [TKNO1] est une amélioration par rapport a certaines méthodes plus simples

dont celle consistant & ajouter un écart de crédit au taux sans risque.

La méthode des arbres binomiaux est victime de la malédiction de la dimension : le
temps de calcul varie exponentiellement avec le nombre de variables d’états. Puisque
les obligations convertibles sont assujetties a au moins deux variables d’état pour
une bonne modélisation, cela implique que cette méthode est onéreuse. De plus, les
arbres binomiaux ont de la difficulté a bien gérer I’effet des dividendes et des coupons

discrets.

1.3 Différences finies

Les premiers & avoir utilisé la technique des différences finies sont Brennan et
Schwartz [BS77] en 1977. Les hypotheses que les auteurs ont posées pour leur mo-
dele sont principalement les mémes que celles posées par [ING77a], ce qui fait qu’ils
ont obtenu plusieurs résultats similaires. Par ailleurs, une différence majeure de leur
article avec celui de Ingersoll est que ces derniers résolvent 1’équation aux dérivées
partielles (EDP) par différences finies, i.e. qu’ils construisent une grille et discrétisent
chacune des dérivées de ’équation. L’utilisation de cette technique est particuliere-
ment efficace lorsqu’il n’y qu’une seule variable d’état, mais se complique grandement
avec l'augmentation de la dimension de l’espace d’état. La méthode de résolution
que les auteurs emploient est la méthode implicite qui est beaucoup plus stable que

la méthode explicite, mais prend plus de temps a résoudre.

De plus, [BBHO03] propose aussi un algorithme de calcul de prix d’obligations conver-
tibles, mais cette fois-ci en incorporant un deuxieéme facteur contrairement a [BS77].
Le deuxieme facteur que les auteurs prennent en considération est le taux d’intérét

sans risque. Le processus de diffusion pour le taux d’intérét est celui de Hull-White,
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ce qui permet de reproduire parfaitement n’importe quelle structure a terme ini-
tiale. Ils incorporent a leur solution des options de rachat et de revente en plus de
I’option de conversion. Les auteurs utilisent une approche numérique de type chara-
teristic/finite difference ce qui leur permet de résoudre plus facilement le probleme

de borne libre (option de type américain).

Quelques autres auteurs, dont [FRU05] et [TF98|, ont aussi utilisé la méthode des
différences finies pour résoudre ’'EDP et ses conditions aux bornes qui caractérisent
les obligations convertibles. [FRUO05] utilise le modele de Cox-Ingersoll-Ross pour le
taux d’intérét et un mouvement brownien géométrique avec taux d’accroissement
constant pour le sous-jacent. La discrétisation est faite en deux étapes : les variables
d’états sont discrétisées de maniere linéaire tandis que la variable de temps est dis-
crétisée en utilisant la méthode de Runge-Kutta, qui est non-linéaire. Les résultats
obtenus dans [FRUO05] montrent sans équivoque la convergence de l’algorithme. Par
ailleurs, [TF98] utilise la méthode explicite pour résoudre 'EDP. Les résultats obte-
nus s’averent légerement instables, i.e. la surface de prix obtenue possede beaucoup
de sauts ; possiblement qu’en ayant utilisé la méthode implicite ou une discrétisation
plus fine du temps, les auteurs auraient pu éviter ce probleme. Par contre, un des

avantages que propose [TF98] est I'incorporation du risque de crédit de la firme.

1.4 Simulation Monte Carlo

La simulation Monte Carlo n’était pas une technique utilisée pour les produits
financiers de type américain étant donné sa caractérisation de type forward. Par
contre, depuis la parution de [LS01] des auteurs F.A. Longstaff et E.S. Schwartz, en
2001, la situation a bien changé et la simulation est maintenant considérée comme
une méthode efficace. La technique proposée est un calcul du prix de 'option par
résolution backward et une estimation de la fonction de la valeur de continuation par

régression linéaire sur toutes les trajectoires qui sont a-la-monnaie (at-the-money).

Au cours des dernieres années, quelques auteurs, dont [AKWOS8] et [LYBO04], ont
appliqué la simulation Monte Carlo au probleme du calcul du prix d’obligations
convertibles. L’avantage d’utiliser une telle méthode est qu’il est facile d’incorporer
autant de variables d’état que l'on désire. Par contre, il existe plusieurs inconvé-

nients a utiliser cette technique. Premierement, la simulation contient toujours deux
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types d’erreurs, c’est-a-dire une erreur statistique et une erreur numérique. L’erreur
statistique vient de la convergence en fonction du nombre de simulations; ’erreur
numérique provient de la discrétisation des processus. Pour obtenir une solution qui
n’a qu’'une petite marge d’erreur il faut effectuer un tres grand nombre de simula-
tions avec de petits pas de discrétisation. Cela amene des temps de calcul tres élevés

et donc le calibrage de parametres avec cette technique n’est pas des plus efficaces.

Un des principaux attraits de [AKWO08] est que les auteurs, en plus de calibrer leur
modele sur les obligations convertibles existantes, analysent I'impact de modéliser
le taux d’intérét, i.e. qu’il soit défini de maniere stochastique plutot que constant.
Ils font remarquer que ’ajout d’une modélisation stochastique pour le taux d’inté-
rét a un plus gros impact pour les obligations a-la-monnaie et dont la corrélation
entre ’action de la compagnie et le taux d’intérét est plus élevée. Les résultats qu’ils
obtiennent montrent que I’ajout d’une modélisation stochastique pour le taux d’in-
térét fait varier le prix d’une obligation convertible d’échéance 2 ans d’au maximum
0,5% en valeur absolue. Ils arrivent & la conclusion que 'ajout d’un taux d’intérét
stochastique ne vient que compliquer le modele pour le peu de précision que cela
amene. Une des raisons qu’ils supposent pour que I'impact soit négligeable est que
la corrélation entre la structure a terme des taux et les mouvements de ’action des

compagnies est tres faible.

De plus, [AKWO08] modélise la volatilité de l'action de maniere stochastique avec
l'aide d’'un modele GARCH(1,1). Il aurait été intéressant de voir les effets d’une
modélisation non-stochastique pour la volatilité, mais stochastique pour les taux
d’intéréts. Cela aurait été bien pour voir si 'impact mentionné plus haut aurait été
le méme. Les données qu’ils utilisent sont en date de février 2002, une époque ou les
taux étaient plus élevés qu’aujourd’hui. Di a la convexité naturelle des obligations,
I'impact d’une hausse de taux est plus significative lorsque ces derniéres ont une
valeur plutot basse qu’élevée. Possiblement qu’une modélisation stochastique serait
alors plus significative de nos jours puisque les taux sont & des bas historiques et

qu’une hausse de taux est inévitable au cours des prochaines années.

Finalement, les auteurs de [AKWO08] utilisent une méthode paramétrique basée sur
celle présentée dans [GO3] pour évaluer s'il est préférable d’exercer 1'option plutot
que de conserver l’obligation. La méthode se déroule en deux étapes, un certain

nombre de trajectoires est premierement utilisé pour I'optimisation des parametres
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de la fonction et ces parametres sont par la suite utilisés pour évaluer deux éléments,
soit la valeur de I’obligation pour les trajectoires faisant partie de I’échantillon d’ap-
proximation et la valeur pour les trajectoires n’en faisant pas partie. La valeur finale

en ce point est calculée comme étant la moyenne de ces deux prix.

De leur c6té, les auteur de [LYBO04] proposent un algorithme basé sur la méthode
de Longstaff-Schwartz [LS01] pour approximer I'espérance définissant la valeur de
continuation de ’obligation & un point spécifique d’une trajectoire. Ils proposent
comme polynome de régression d’utiliser celui contenant les produits croisés entre
les variables et aussi de prendre seulement les trajectoires a-la-monnaie dans 1’esti-
mation des parametres de régression pour une convergence plus rapide (comme le
conseille [LYB04]).

1.5 Programmation dynamique

Les algorithmes de programmation dynamique sont des méthodes numériques
tres efficaces pour le calcul de produits financiers complexes. Ces algorithmes sont ap-
pelés dynamiques dii au processus décisionnel imbriqué, c’est-a-dire que, par exemple,
pour I’évaluation d’une option américaine ou le temps est discrétisé, a chaque pas
de temps la décision d’exercer ou non une option tient compte des potentialités
futures du contrat. Ce type d’algorithme est grandement utilisé pour le calcul de
droits contingents de type américain ou bermudéen puisqu’a chaque pas de temps,

le détenteur doit choisir s’il conserve ou exerce son option.

Les programmes dynamiques s’appuient sur des méthodes d’approximations, et plu-
sieurs méthodes sont explicitées dans [BF11]. Les approximations numériques sont
nécessaires parce que la valeur d’un contrat ne peut étre évaluée que pour un nombre
fini d’états possibles. Les deux types d’approximations les plus courantes sont ’ap-
proximation par éléments finis et I’approximation spectrale. Ces approximations
servent, dans la plupart des cas, a interpoler la fonction valeur du droit contingent

calculé.

[BBKLO7] utilise un programme dynamique couplé & une approximation linéaire
par morceaux pour le calcul d’obligations contenant une option de rachat et/ou de

revente. L’utilisation d’une approximation linéaire par morceaux permet d’éviter le
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calcul d’une double intégrale a chacun des points de la grille constituant les variables
d’états discrétisées ; cela améliore grandement le temps de calcul comparé aux autres

méthodes présentées dans ’article.

Finalement, [BK11] utilise un algorithme de programmation dynamique pour le cal-
cul d’obligations convertibles rachetables. Les auteurs utilisent un processus a saut
pour I’évolution de la valeur de la firme ainsi que le modele de Vasicek pour le pro-
cessus de diffusion du taux d’intérét. Les auteurs supposent une politique initiale
d’exercice pour une obligation qui n’a qu’une option de rachat et de conversion. Ils

ne proposent pas une politique d’exercice pour 'option de revente.



Chapitre 2

Notions de base

2.1 Evaluation & rebours

Plusieurs méthodes existent pour évaluer la valeur d’un produit dérivé, certaines
sont mieux adaptées pour certains produits. Une de ces méthodes est ’évaluation a
rebours ou récursive; elle est surtout utilisée pour I’évaluation de produits dérivés
américains dans un contexte a temps discret ou bermudiens. Puisque les obligations
convertibles peuvent étre considérées comme un produit financier contenant une

option bermudienne, il est possible d’utiliser cette méthode pour en calculer la valeur.

2.1.1 Meéthodologie générale

Considérons premiérement un vecteur O; € R™ contenant l'information en ¢ de
la valeur des différentes variables affectant le produit contingent en question. On
définit alors

v(0y) :R"— R

comme la valeur du droit contingent en date t. On pose aussi t =ty < t1 < ... < t;, <
.. <ty =T, les dates de décision du droit contingent. A chaque date (excepté a la
maturité), le détenteur de 'option peut choisir entre exercer le droit contingent ou le
conserver pour une période supplémentaire, i.e. de t,, a t;,41. Puisque le détenteur

désire maximiser son avoir, il est possible de définir I’égalité suivante :

V4, (Ot,,,) = maz{vy (Oy,,); Ufm(’ld(@tm)} (2.1)

11
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ol v (Oy,,) est la valeur d’exercice et v}°'4(©y,,) est la valeur de détention en date
ty, du droit contingent pour une période supplémentaire. La valeur de vh"ld(@tm) est
définie comme étant la valeur actualisée du droit contingent a la prochaine période

prise sous la mesure neutre au risque, i.e.
_ tm1 d
oold(@, ) = EQ (e St (@) ]-'tm) . (2.2)

Pour trouver la valeur du droit contingent américain avec date de maturité T, il suffit
de calculer vy (O7) et de procéder par récurrence en calculant sa valeur a chaque
période d’observation en utilisant (2.1) et (2.2), et ce jusqu’a la date ¢ ou 'on désire

sa valeur.

2.1.2 Approche pour obligations convertibles

La méthodologie pour évaluer en ¢t une obligation convertible qui vient a maturité
en T est identique a celle présentée ci-haut. Il ne suffit que de bien définir la valeur
d’exercice a chaque instant d’observation. De plus, dans la majorité des cas le vecteur
O, € R? ou les deux composantes sont le taux d’intérét sans risque ainsi que la
valeur du cours de l'action de la compagnie émettrice en t,,. Il est important de

définir les trois valeurs suivantes pour la composition de I’algorithme :

—,,, représente le nombre d’actions de la compagnie qu'’il est possible
d’avoir si I'obligation est convertie en ¢,,;

—S:,, la valeur du cours de I'action a t,,;

—Cy,, représente la valeur a laquelle I’émetteur peut racheter ’obligation
convertible en t,,;

—P,,, représente la valeur contre laquelle le détenteur peut revendre son

obligation en t,,.

Décision d’exercice

L’ajout d’options (de rachat ou de revente) a 'option de conversion fait varier la
valeur de l'obligation, i.e. une option de revente en fait augmenter la valeur tandis
qu’une option de rachat la fait diminuer. Lorsqu’une option de rachat est incluse dans
I’obligation convertible, il n’est plus possible de ne considérer que le détenteur de
I’obligation étant donné que I’émetteur prend aussi des décisions pour minimiser sa

dette. La décision de racheter dépend alors directement de la valeur de continuation,
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i.e. que si la valeur de continuation est plus élevée que la valeur de rachat, ’émetteur
va racheter 'obligation pour que la valeur de sa dette soit la plus basse. De plus,
lorsque 'obligation est rachetée, il est possible que le détenteur décide de convertir
I’obligation si la valeur de conversion est plus élevée que la valeur de rachat. Cela
est appelé une conversion forcée (forced conversion) puisque si le détenteur n’exerce
pas son option de conversion, il va perdre un certain montant, car ’émetteur, lui, va
exercer son option de rachat. En résumé, la valeur en t,, d’une obligation convertible

avec option de rachat et de revente est définie par :

Cy si vheld(@y, ) > Cy,

et Ct,, > Y, St

Ve St si vheld(@y, ) > Cy,

et Cy,. < Y, St

si Py, > vhold(ey, )

et P, > Y,

Verm St si Y, Sty > 01014(©,)
et P, < V.5,

vpold(@, ) sinon

m

m

Vtm (etm) = Pt

m

Il est important de noter que la valeur de ’obligation exprimé ci-haut n’est valide
que lorsque la structure de capital de I’entreprise n’est faite que de fonds propres et

de dette convertible.

C’est le cas le plus général qui est présenté plus haut, mais il est tres facile de

I’adapter si certaines options ne sont pas incluses avec I'obligation. Si

— il n’y a plus d’option de conversion il suffit de mettre 7, = 0, ainsi la valeur

de conversion va toujours étre nulle, donc I'investisseur ne ’exercera jamais ;

— il n’y a plus d’option de revente, comme pour ’option de conversion, car c’est
une option qui profite au détenteur de l'obligation, il est nécessaire de poser
Ptm = 0,

— il n’y a plus d’option de rachat, on pose que C;,, = oo, ainsi I’émetteur ne
voudra jamais racheter 'obligation a ce prix, ce qui donne une valeur nulle a

I’option.
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Il est possible de constater que 1'obligation prend la méme valeur dans deux cas
différents. Le premier est une conversion forcée tandis que le deuxieme cas est la
situation ou le détenteur décide de convertir son obligation sans que ’émetteur ait

un mot a dire.

2.2 Passage a la mesure Forward-Neutre

Lorsque que le taux d’intérét est stochastique, il peut étre utile de passer a la
mesure Forward-Neutre pour simplifier le calcul de (2.2). Sans son utilisation, cal-
culer (2.2) peut étre assez complexe puisqu’il est nécessaire d’avoir la distribution

jointe de fti;”“ ryds et de Oy sachant I'information a t,,. La passage a la mesure

_ b1 .
(tm+1) — Forward Neutre permet en quelque sorte d’extraire le terme e ftm s ds

m—+1
de I'espérance.

Sous la mesure neutre au risque, le numéraire est le compte bancaire. En passant
a la mesure (t;,+1) — Forward Neutre le numéraire est désormais I'obligation zéro-

coupon qui échoit en date t,,41.

Soit P (tm, tm+1|Ft,,) la valeur d’une obligation zéro-coupon & t,,, qui vient & échéance
51 tm+1 .
_ tm+1 s

P (tms tms1 |2, ) = E© <e St |]-‘tm> (2.3)
oll rs est le taux court sans risque et JF,, représente 'information accumulée jusqu’a
tm.
Proposition 2.2.1. Soit v"°'4(0;, ) la valeur de continuation de I’obligation conver-
tible définie par (2.2), Q la mesure neutre au risque, P+ la mesure (tyni1) —
Forward Neutre, P (tm,tm+1|}"tm) la valeur d’une obligation zéro-coupon venant

a échéance a tpyyq1 et Etm+1 espérance sous la mesure (ty+1) — Forward Neutre.
Alors,

tm+1

_ < d
o01,) = B (00O, ) e )

= P (tm tm1|Fen) ™ (V01 (Otrin)| Fhn) - (2.4)

La proposition 2.2.1 est tres utile lorsque, pour le modele de taux d’intérét utilisé,
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il existe une forme fermée pour le prix d’obligations zéro-coupon. Cette proposition
est bien connue dans la littérature et peut étre retrouvée dans plusieurs livres portant

sur le calcul stochastique appliqué & la finance quantitative, par exemple [SHRE].

2.3 Algorithme

En utilisant le passage a la mesure Forward-Neutre, il est possible de construire
I’algorithme d’évaluation de ’obligation. Rappelons que les moments d’observation
sont t = t) < t1 < ... <ty < ... < tpy = T. L’algorithme pour une obligation

convertible qui ne contient aucune autre option est :

1. calculer la valeur & I’échéance de l'obligation, i.e. v7(©7) = max{valeur nominale; y7S; } ;

calculer v (@thl) = P(tM—b tM) EfM (vtM (GtM)’]:thl) )

thvr—1

o o .
calculer vy, | (@th) = Year 1St 1

définir UtM—l(@tM—1) = maa}{u?}f{lﬁil (etM_l) ) UfM,l(GtM_J};

répéter les étapes 2, 3 et 4 pour chaque date t,, ;

A I

le prix de l'obligation convertible est alors vi—¢, (o).

Pour des obligations avec options de rachat et/ou de revente il n’y a que 1’étape 3 et
4 a modifier. Dans ces cas, on doit se référer a la section 2.1. Le calcul de la valeur

,Uhold)

de continuation ( sera explicité a la section 2.4.

2.4 Approximation de v

Rappelons que sous la mesure t,,.1 — ForwardNeutre, v"'4(0, ) est calculée
selon (2.4). Le calcul de 'espérance se rapporte alors & 1’évaluation d’une double
intégrale dans le cas ot ©;,, € R2 Les deux variables aléatoires définissant Oy,
sont, dans le cas d’une obligation convertible, le taux d’intérét sans risque (Ry, ) et
le cours de I’action de la compagnie (S,,). De plus, définissons fs r(s,r) la fonction
de densité jointe de S et R sous la mesure forward-neutre. Soit A le domaine de S

et B le domaine de R. La valeur de continuation est alors calculée de la maniére
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suivante :

V"Oy,) = P (tmtme1Fi) BT (00 (Otss) | Fi)
= P(tm,th’ftm) /A/thmﬂ(s,r) fs.r(s,r)drds. (2.5)

Il est alors possible de constater qu’un probléme majeur émerge de I’équation (2.5),
la fonction vy, ,(©y,,.,) n'est pas connue sous une forme fermée, mais est connue

en certains points puisque l'algorithme procede récursivement.

2.4.1 Premiere approche

Une premiere approche que quelqu’un pourrait prendre serait de passer par une
discrétisation du support de la distribution de probabilité, i.e. les variables aléatoires

ne peuvent prendre que des valeurs discretes prédéfinies.

Dans le cas présent, puisque deux variables entrent en jeu, on peut appliquer la
discrétisation a une seule des variables et interpoler une fonction pour I'autre. Pre-
mierement, posons une grille d’observation des deux variables aléatoires S et R,
soient sg < 81 < ... < $)s les valeurs observées de S et rg < 71 < ... < ry les valeurs

possibles de R.

Pour le développement, posons que v, ., (s,7) = v(s,r) pour alléger la notation. On

peut alors développer 'intégrale double de la maniére suivante :

/A/Bv(s,r) fsr(s,r)drds = /A/BU(S?T)fS,R(S|T)fR(T)de8

N
= /A Zv(l‘, i) fs,r(s|R =1;)fr(rj)Ar, ds
=1
N]
= Z/Av(s,r‘j)f&R(s‘R =rj)ds fr(rj) Ay,
j=1

Donc, a partir de la derniére expression il est possible de poser la fonction g(s, ;) =

v(s,7j) fs.r(s|R = r;) & une variable (r; est un parametre de la fonction).

Nous allons approximer g(s,r;) par g(z,b;). La fonction § peut étre un polynome
quelconque facilement intégrable. Les points d’ancrage pour déterminer le polynéme

sont les valeurs observables de S soient s; Vi ou i € {0,1,..., M}. Le type d’approxi-
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mation peut étre un polyndéme de Lagrange, une spline cubique, un polynéme de
Tchebychev, etc.

L’expression finale de la valeur de continuation sera alors :
N
Vs, 1) = P (b ta| ) 3 [ asmi)ds fr(r)Are(26)
j=1

Il est important de noter que cette méthode fonctionne aussi si I’hypothese initiale
est inversée, i.e. que 'on fixe les valeurs de S et non de R. Par ailleurs, 'utilisation
de cette méthode introduit une erreur d’approximation d’une distribution continue

par une distribution discrete.

2.4.2 Deuxieme approche

Une deuxieme approche qui peut étre considérée est d’approximer vy, , (s, r) par
fz(s, ). Les points qui seront utilisés pour approximer la fonction sont s; Vi ot i €
{0,1,..., M} pour Setr;Vjouj €{0,1,..,N} pour R. Ces points, contrairement a
la méthode précédente pour R, sont des points d’observations et nous supposons que
la fonction prend des valeurs autres que 0 ailleurs. De plus, on pose que la fonction
Vg, (5,7) est constante pour des valeurs de S < sop et S > sy ainsi que pour des
valeurs de R < rg et R > ry. Cette hypothese n’est pas trop contraignante pour des
valeurs élevées de sp; et ry et basses de sy et rg, car lorsqu’elles sont multipliées

par la fonction de probabilité, le résultats est négligeable.

Un polynome a deux variables sera utilisé pour ﬁ(s, ), cette approximation permet

Pintégration de h(s,r). La valeur de continuation est alors :
Vs, 1) = Pltstmsr) [ [ ls.r) % fsnls,r) drds. (27)
AJB

Comme pour la premiere approche, la fonction fz(s, r) de (2.7) peut étre approximée
par différents types de polynémes. De plus, pour utiliser cette approche, la fonction

de densité doit étre connue.



Chapitre 3

Boite a outils

Dans ce chapitre, nous allons présenter le modele de taux d’intérét de type Vasi-
cek ainsi que la distribution conjointe de I’évolution du taux d’intérét et de I’action
de la compagnie sous la mesure Forward-Neutre. De plus, les polynomes de Tcheby-

chev et leur utilisation en deux dimensions seront présentés.

3.1 Modele de taux d’intérét - Vasicek

Les modeles de taux d’intérét a un facteur ont été grandement étudiés au cours
des 30 dernieres années, ce qui a permis de connaitre plusieurs résultats importants
ainsi que leurs avantages et faiblesses. Un des modeles les plus utilisés est celui de
Vasicek [VT77].

Le modele de Vasicek est pratique du a sa forme affine et a sa solution gaussienne, ce
qui vient faciliter son analyse. L’équation différentielle stochastique (EDS) qui régit

le modele de Vasicek est
ClRt = K (9 - Rt) dt + O'Cth, avec R(O) == Ro, (31)

ou k, B et o sont des constantes positives; k représente 'intensité du retour a la

moyenne long terme; 6 est la moyenne long terme de Ry ; et o est la volatilité.

Il est possible de voir que la solution de (3.1), sachant I'information jusqu’a u < t,

18
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en utilisant le changement de variable y; = R;e*? et le lemme d’Ito, est :

Ry|Fu = R(u)e "% 4 ¢ (1 - e_“(t_“)> +o /t e =) qW,,. (3.2)

u
A partir de (3.2), on remarque que R; est de loi gaussienne et que les deux premiers
moments peuvent étre calculés (voir (3.3) et (3.4)). Par ailleurs, le fait que R; soit
de loi gaussienne améne un aspect légerement indésirable, i.e. le modele accorde une
probabilité non-nulle a des taux négatifs; ce n’est pas une propriété désirable pour
un modele de taux courts, mais le fait que le modele soit gaussien lui donne un

avantage majeur vis-a-vis des autres.

E[R|F] = Rue ™7 49 (1—e =) (3.3)
2

Var [Rt|]3’u] = % (1 _ ef%(tfu)) (3.4)
K

De plus, une formule fermée est disponible pour la valeur d’une obligation zéro-
coupon. Soit P(t,T) une obligation zéro-coupon en date ¢ qui vient & maturité en

T, sa valeur est :
P(t,T) = A(t, T)e” BETIE® (3.5)

(0-55) B --)-5 B0.m?

B(LT) = ~(1—e D),

KR

3.2 Construction de la distribution conjointe

Le modele général utilisé, indépendant du modele de taux d’intérét, est :

dR; = p(t, Ry)dt +n(t, R;)dW}
dSt (Rt)Stdt + UsStth2

ot Wl et W2 sont deux mouvements Browniens corrélés et E (dWdW?) = pdt;
p(t, Re) et v(t, Ry) sont deux fonctions continues sur R; o, est une constante repré-

sentant la volatilité.

Il est plus pratique de travailler avec des mouvements Browniens indépendants
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(Ztl et Zf) sous QQ. L’utilisation de la décomposition de Cholesky permet d’obte-

nir les EDS suivantes :

dS; = (R¢)Sidt + 055, (de§ +4/1 - deth) (3.7)

De plus, il est plus simple d’utiliser la modélisation de X; = log(.Sy) plutét que de
St, cela permet d’obtenir une solution gaussienne plutot que log-normale. Le lemme

d’Ito est utilisé pour obtenir 'EDS de la transformation log(S:) :
1
dX; = dlog(Sy) = (Rt - 2a§> dt + o (,)dzg +4/1— p2dzf> : (3.8)

3.2.1 Utilisation du modele de Vasicek
Sous le modele de Vasicek, ’'EDS du taux d’intérét sans risque est :

dR; = a(p— Ry)dt+ o.dZ} (3.9)
= (0 —aRy)dt + o.dZ}. (3.10)

L’équation (3.10) est simplement une écriture plus compacte de (3.9). Elle est plus
pratique, mais enleve quelque peu la signification des parametres. Par exemple, les
parametre « et p de (3.9) signifient respectivement la vitesse du retour & la moyenne

et la tendance a long terme. Par ailleurs, il n’est plus possible d’en dire autant sur

6.

Passage a la mesure T-Forward Neutre

Le passage a la mesure T-Forward Neutre implique la transformation suivante

au mouvement Brownien Z} :

dz} = W] =2 (1—e 1),

La dynamique du taux sans risque et du sous-jacent sous la mesure T-Forward Neutre
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deviennent :
0.2
dR;, = (9 _ E’" (1 — e‘o‘(T_t)) — aRt) dt + o dW; (3.11)
2
0 = (-G (1)

+05 <detT +4/1 - p2th*> , (3.12)

ot dW} = dZ?.

3.2.2 Solution de R;

La solution de R; sous la mesure T — Forward Neutre est assez simple a trouver.
Commencons par effectuer le changement de variable y; = R;e® et utiliser le lemme

d’It6 pour trouver sa dynamique.

ay _ at ay _ Lot aQy —
o et 5 gr= 5 =0
On obtient alors 'EDS suivante
o2
dy; = |aRe™ + 0™ — aRe™ — —Le™(1 — e*a(T*t)) dt + areo‘tthT
a
2
= (gt — Tr (ot — o= T=20Y\gt 4 5 eOtqW T (3.13)
a

On peut maintenant intégrer (3.13) de chaque c6té (0 < u < t)

t t t 0.2 t
dye = / B ds — / T2 (o — T2 g / S AW T

0 . o . e—a(T—Qt) _ e—a(T—Qu)
Yt —Yu = a(ea —ea“)—2<eo‘ _eau_ 9

t
+ o, / e dWwr
u
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On applique le changement de variable inverse, i.e. Ry = e~

R, = Rye w4 g (1 _ e—a(t—u))

0_3 o) efa(Tft) _ efa(Tthqu)
-——|(1l—e — 5

(07

t
+0, / e =g (3.14)

Densité de R; f}"u

On remarque alors que Rt]}'u suit une loi Gaussienne d’espérance et de variance :

0
T _ —a(t—u) _ —a(t—u)
ET(Ry|F.) = Rue +o(1-e )

2 —a(T—t) _ —a(T+t—2u)
_9r <1 _ealtw) _ € 26 ) (3.15)

t
VarT(Rt]]-"u) = 02/ e 20(t=9) gg

- % (1— 2oty (3.16)

3.2.3 Solution de X;

On commence par intégrer des deux cotés de (3.12)
t
Xt_Xu = / R dv—i _ ) M/(l_efa(va))dv

+O'Sp/ dWT—f—O'S\/l— /dW*

t 2
X - Xﬁ/Rvdv_(%wm)(t_u)
u 2 «

+

t t
+Usp/ AWl 4 o4/1 —p2/ dW;. (3.17)
u u

:00'320'7‘ (e—a(T—t) _ e—a(T—u))
(6
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Solution de [' R, dv

Puisque l'on connait la solution de R¢|F, (voir (3.14)), on peut l'intégrer :

t
/ R, dv / R,e —a(v— “)dv—l—/ 1—e_a(”_“)) dv

t o(T—t) _ o—a(T+t—2u)
——T (1—6 at—w) _ € 5 )dv

/ / —elv=m) gl dy (3.18)

On change 'ordre d’intégration des deux intégrales doubles et on peut ensuite faire

le calcul des intégrales :

t 1-— e—oc(t—u) 2 1 — e—at—u)
/ Rydv = Ru()+<0_07’2> <(t_u)_e>
w o a o o

+ 22%3 (e—a(T—t) . e—a(T—u)) . ;jﬁi (e—a(T—u) . e—oz(T+t—2u))
OT t — —
+ [ (1ot awy

u

1 — g—o(t—u) 2 1 — g—o(t—u)
— Ru()+ (6_01;) <(t_u)_e>
Q@ a o« Q@

2
+ 2‘23 (e—a(T—t) _ge—alT—u) 4 e—a(T+t—2u)>
t
+ 2 [ (1= emetom) aw ], (3.19)

a Jy

On simplifie I’écriture de (3.19) :

t t
/ Rydv = Blu,t) + - / (1 — e—a“—m)) aw’r (3.20)
u a Jy

ou

Blu,t) = Ru(l_e_MJr(g_J%) ((t_u)_l_ea(tu)>

2
4 O (e—a(T—t) _ge—alT—u) e—a(T+t—2u)) . (3.21)
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Expression finale de X;

Maintenant que la solution de fi R, dv est connue sous la mesure T'— ForwardN eutre,
on peut remplacer son expression dans (3.17) :

t

2
_ gr _ o—a(t-m) T _ sy
X, = Xu+tBlut)+ a/u(l ¢ ) awh - 2t - u)

POsOr (t —u) + POsOr (efa(Tft) _ efa(Tfu))

2

a a
t t
—I—O‘sp/ de—%as\/l—p?/ aw,.

On simplifie et regroupe des termes de la derniére équation pour obtenir :

2 « o?

t o t
r __—a(t—v) T 92 *
—i—/u <05p—i— <a (1 e )))dwv +o5\/1—p /udwv. (3.22)

Distribution de X;|F,

2
Xt = Xu + /B(u7t) — (O-s + po-so-'r‘> (t o U) + m (efa(Tft) _ e*OL(T*U))

Maintenant que la solution de Xt|]-"u est connue, il est possible de constater que
sa distribution de probabilité sous la mesure T' — Forward Neutre est toujours de

loi gaussienne avec comme deux premiers moments (3.23) (3.24).

2

POOr (—a(T—t) _ ,~o(T—u)
+ =5 (e e ) (3.23)

ET(X/|F.) = Xu+But)— <"2 n ””“””) (t — u)

ou f(u,t) est défini par (3.21).
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Le calcul de la variance est un peu plus complexe :

t 2 t
Varl (X¢|F,) = / <0'sp+ <(Z (1 —e_a(t_”)))> dv+/ o2(1 = p?) dv

2 t

- % ’ (1 — 2e~ (V) +e‘2a(t‘”>) dv
2p050, (1 —alt—
sYr 1_ a(t—v) d 2 2 t—
+— /u ( e ) v+ osp (t —u)

+02(1— )t —u)

2 2 t 2 t
o 207 _ o Oy  _2at 2
— a—g(t—u)—a—;eaflea”dijafge O‘/uea”dv
2p050, 2p0 50y —at t av 2
4 2PTSTr (2P0, /e dv +o2(t —u)
[e% « u
af n 2p050, e (t )
== —_— g — U
o? o y
2
O 4 —a(t—u) —2a(t—u)
P (3 4e +e )
2po 0y —a(t—u)
_ 2 (1 — e altmu ) . (324)

3.2.4 Densité jointe

Puisque nous connaissons les distribution de probabilités de Xt|]-"u et de Rt]}"u
et que les deux distributions sont des lois gaussiennes, on sait que leur distribution

conjointe sera gaussienne bivariée.

Posons
\I/t l Tt ‘|
Ut

un vecteur 2 X 1 qui contient respectivement les valeurs de X; et R;. A partir des
distributions trouvées plus tot, on peut définir la distribution de U;|F, (sachant les

valeurs jusqu’au temps u).

Proposition 3.2.1. La distribution conditionnelle de Wy(u,t)|F,, ot u < ¢, est de
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loi normale bivariée avec espérance

:UJ\I/(u7 t)

et de matrice de variance-covariance

g () = [ 0% (u,t)  ox.r(u,t) ] .

O'X7R(u,t) a%(u,t)

ot px(u,t) et pr(u,t) sont définies respectivement par (3.23) et (3.15). De plus,
0% (u,t) et o%(u,t) sont données par (3.24) et (3.16). Quant a ox g(u,t), il est

défini comme étant la covariation quadratique entre X; et R;.

Calcul de ox gr(u,t)

t t
<X,R> = < / (2(1 _ e—a(t—v)) + Osp) de; Ur/ e—a(t—v)deT >

t t
+ <osy/1 —p2/ dwy; O'T/ e_a(t_”)de >y

t t
= < [(Za-e ) vop)dWl o, [ et Daw] >
i (0% i

t
= / (Ur(l — ety 4 osp) are*a(t*”)) dv

(%

_ ZZ (1 emet-w) - g; (1 e2ntw),
+ P27 (1= el (3.25)

on conclut alors que ox r(u,t) = (3.25).
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3.3 Polynémes de Tchebychev

Les polynomes de Tchebychev sont grandement utilisés dans le cadre d’approxi-
mations spectrales di a plusieurs propriétés intéressantes dont la possibilité d’utiliser

les Transformées de Fourier Rapides (FFT) dans le calcul des coefficients spectraux.

3.3.1 Polynéme de Tchebychev a une variable

Les polynéme de Tchebychev a une variable sont définis sur U'intervalle [—1, 1],

et ce, soit de maniere récursive ou par trigonométrie.

Ainsi, T),(z) le polynéme de Tchebychev de degré n ou = € [—1, 1], peut étre défini

d’une des deux manieres suivantes :

— Par récursion
— To(x) =1
- Ti(x)==x
- To(z) =22T—1(x) — Th—a(x)

— Par trigonométrie

— Th(x) = cos (narcos(x)).

I1 est important de noter que Vn on a que 7,,(1) =1 et T,,(—1) = (—1)™.

Interpolation

Les polynomes de Tchebychev peuvent étre utilisés pour interpoler une fonction
quelconque g(x) définie pour x € [a, b]. Puisque g(x) est définie sur [a, b], il est
nécessaire d’effectuer le changement de variable suivant pour que x soit transposé

dans l'intervalle [—1, 1] :

y=c+dx
ou
. - _b+a
- b—a
2
d pu—
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Si la fonction g(x) est connue en N + 1 points, au maximum un polynéme de degré
N, dénoté Py (z), est nécessaire pour qu’il coincide avec les N +1 points de g(z). Les
polynémes de Tchebychev sont alors utilisés de la maniére suivante pour approximer

g(z) :
N

g(x) = Py(z) = Z cx Ty (c+dx) (3.26)
k=0

ou ¢y, représente le coefficient spectral de chacun des polynomes Tj.

Pour utiliser I’expression (3.26), il est nécessaire de trouver la valeur de chacun des
coeflicients ¢g. Le calcul des coefficients ¢; revient a résoudre un systeme d’équation

linéaire, i.e.

9(o)
9(z1)
g =
9(zn)
To(c+dxg) Ti(c+dxo) ... Tn(c+ dxg)
T To(c+dxy) Ti(c+dzr) ... Tn(c+dxy)
To(c+dxy) Ti(c+dzy) ... Tn(c+dzy)
Co
C1
c =
CN
Le systeme a résoudre se résume alors a
g=T xc. (3.27)

Utilisation des points de Gauss-Lobatto

La résolution du systeme d’équation (3.27) peut se faire numériquement et re-
lativement rapidement en utilisant la factorisation LU. Par contre, si on opte pour

I'utilisation d’un certain type de points, i.e. les point de Gauss-Lobatto, la résolu-
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tion du systeme s’effectue beaucoup plus rapidement car il est possible d’utiliser les
Transformées de Fourier Rapide (TFR). Les TFR utilisent O(N log(NN)) opérations
tandis que la décomposition LU utilise O(N?) opérations, cette différence dans le
nombre total d’opérations est tres utile si un grand nombre de systemes doivent étre

résolus.

Donc, au lieu d’observer la fonction g(x) a des points quelconques et ensuite approxi-
mer cette fonction en ces points, nous allons observer la fonction g(x) aux points de
Gauss-Lobatto et interpoler la fonction a partir de ces derniers. Les points de Gauss-

Lobatto sont définis de la maniere suivante pour z; € [a, b] et i € {0,1,..., N} :
1 mi
v =5 (a +b—(b—a)cos ~) ) (3.28)

3.3.2 Polynémes de Tchebychev a deux variables

La fonction que nous avons a approximer nécessite 1'utilisation de polynomes a
deux variables puisque le taux d’intérét ainsi que la valeur de I'action de la compagnie

affectent la valeur des obligations convertibles.

Soit h(z,y) ou (,y) € [Tmin , Tmaz) X [Ymin » Ymaz), 'interpolation de Tchebychev

pour cette fonction est de la forme :

N M

h(z,y) ~ Px(z,y) = > Y cri Ty (1 + dix) Ty (c2 + da y) (3.29)
k=0 1=0

ot les coefficients sont calculés en utilisant les points {x; : ¢ = 0,1,...,N} et {y; : 5 =0,1,..., M}

de la fonction h(x,r) :

N M

Wiy y;) = D> e T (e1 + diai) Ty (2 + dayj) (3.30)
k=0 1=0
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Tmaz T Tmin

c1 =
Tmazxr — Tmin
2
d = ——r
Tmaxr — Tmin
Ymax + Ymin
cg = —F—F——F
Ymax — Ymin
2
dy = — = (3.31)

Ymaz — Ymin

En utilisant les points de Gauss-Lobatto pour z et y, il est de nouveau possible
d’utiliser les TFR et l'expression (3.30) pour calculer la matrice de coefficients ¢y ;.
L’utilisation des TFR ne peut se faire en une seule étape dans le cas d’une fonction

a deux variables, mais plutot en deux étapes :

N M
Maiy;) = Y. criTi (e +dia) Tj (c2 + dayy)

k=01=0
N /M
Z ch,l Tl (02 + dz yﬂ) Tk (Cl + dl l‘l) .
k=0 \l=0
On définit
M
Fi(y;) = cna Ty (c2 + da ;) (3.32)
=0
ce qui donne
N
Maiyy) = Fi(y;) Tr (c1 + dy @) - (3.33)
k=0

On a alors que Fj(y;) ou k = 0,...,N sont les coefficients de Tchebychev de la
fonction a une variable h(-,y;). Donc, pour calculer la valeur de c,; on commence
par fixer y; et utiliser les TFR pour chaque z; de (3.33) et on répeéte pour chaque
valeur de y; ou 7 = 0,1,..., M. . On peut maintenant calculer pour chacune des
valeurs de k les coefficients ¢y, ot | = 0,1, ..., M de l'expression (3.32) a l'aide des
TFR sur la dimension de y en utilisant les valeurs de F(y;) calculées plus tot. On

répete alors 'opération pour chacune des valeurs de k = 0,1, ..., N.



Chapitre 4
Approximation numérique

Dans ce chapitre, les hypotheses utilisées, la méthode numérique ainsi que les
particularités qui la définissent seront présentées. Ce chapitre combine les éléments
présentés lors des derniers chapitres pour qu’il soit possible de calculer le prix de
différents types d’obligations convertibles, i.e vanille, rachetable, revendable ou bien

rachetable et revendable.

4.1 Hypotheses

Le modele pour le calcul des prix d’obligations se place principalement sous les
hypothese du modele de Black-Scholes, [BS73| , c’est-a-dire que

— la volatilité du sous-jacent ainsi que du taux d’intérét est supposée constante
et connue;

— laction de la compagnie ne verse pas de dividende;

— il n’y a pas de cout de transactions, d’imp6ts ni de taxes;

— il n’y a aucune limite & préter ou emprunter au taux sans risque;

— il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage.

En plus de ces hypotheses, il est important d’en poser quelques-unes supplémen-

taires :

— il n’y a pas de délai de transactions, i.e. si la compagnie décide de racheter

I’obligation, il n’y a pas de délai auquel les détenteurs ont habituellement

31
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droit, la méme hypothese s’applique aussi aux détenteurs pour leur option de
conversion ou de revente ;

— le sous-jacent est défini par (3.7) et le taux d’intérét par (3.10);

— la corrélation entre les deux mouvements browniens reste constante a travers

la vie de 'obligation.

Certaines de ces hypotheses, i.e. I’élimination des différents délais avant de pouvoir
convertir, racheter ou revendre l’obligation, sont posées dans le but de simplifier
I’écriture de I’algorithme. Ces hypotheses ne sont pas supposées changer grandement
les prix calculés d’obligations. L’algorithme qui sera présenté peut tres facilement

s’adapter aux délais de transactions (voir par exemple [BBKLOT]).

De plus, il est aussi important de mentionner que, comme la plupart des algorithmes
de programmation dynamique, le temps a été discrétisé ce qui implique qu’il n’est
possible d’exercer les différentes optionalités de I'obligation qu’aux dates d’observa-
tion. Cela vient bien rejoindre le c6té pratique puisqu’en réalité il n’est pas possible

d’exercer ce type d’options de maniere continue.

4.2 Procédure générale

L’algorithme servira a calculer le prix d’une obligation en ¢ = 0 dénoté vg(zg, ro)
ou x; est égal au logarithme népérien de la valeur du sous-jacent et est régi par
I’EDS (3.8). Le tout consiste a calculer une grille de valeur du sous-jacent & chaque
instant de discrétisation ¢ et la méthodologie présentée se rapprochera grandement

de la méthodologie générale présentée a la section 2.3 (p. 15).

4.2.1 Constitution de I’algorithme

L’algorithme se base sur la deuxiéme approche proposé dans [SIL12]. Quelques
modifications ont été apportées pour notre premiere approche et des modifications
supplémentaires ont été faites pour la deuxieéme approche qui sera présentée a la
section 4.3 (p. 46).

La procédure proposée pour le calcul de prix d’obligations est basée sur la construc-

tion d’une grille d’observation du log sous-jacent et du taux d’intérét sans risque.
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La premiére étape consiste a choisir les extremums pour chacune des deux variables
et on suppose donc que la probabilité de sortir du domaine créé par ces intervalles,

[Tmin s Tmaz] X [Tmin s Tmaz], €st quasi-nulle.

Donc, supposons que 'on souhaite connaitre la valeur de I'obligation convertible a
tm pour toutes les valeurs de la grille. Etant donné les équations (2.1) et (2.4), on a

montré plus tot que 'essentiel du travail consiste a calculer :
hold _ b1
Ut (mtm7rtm) =P (tmv thrl) E [vtm+1 ($7T)|‘th]

et qui revient a calculer 'intégrale double suivante :

hold Tmax Tmax
O (Tt s Tt ) = P (tm s timng1) / / Vtpsr fX0, Ry, (T,7)dx dr.
x T

min min

Puisqu’une formule fermée est connue pour les obligations zéro-coupon sous le mo-

dele de taux d’intérét de Vasicek, il n’est nécessaire que de travailler sur I'intégrale.

Approximation de vy, ,

Puisque nous procédons récursivement, la valeur de ’obligation est connue en
tm+1 sur tous les points de la grille. Les points de la grille sont choisis de sorte & étre
les points de Gauss-Lobatto pour qu’il soit ensuite possible d’utiliser les Tranformées

de Fourier Rapides (TFR) pour calculer les coefficients spectraux.

On choisit IV + 1 points pour la variable X; et M + 1 pour R;. Soit
{z; :0<1l<..<i<..<N}

et
{rj:0<l<..<j<..<M}

respectivement les points de Gauss-Lobatto des variables x et r qui sont donc posi-

tionnés de la maniere suivante :

1 T
Ty, = 5 (l'mam + Tyin — (xmax - SCmin)COS (N)) (41)
1

iy
o= 3 (x = Tmaz + "min — (Tmaz — Tmin)COS (ﬁ)) ) (4.2)
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Les polynémes de Tchebychev a 2 variables sont alors utilisés pour approximer la

fonction valeur vy, .,

N M
Vtr (@,7) =YY Chy Ti(er + di @) Ty(cz + da ) (4.3)
k=0 =0

ou les parametres ¢y, o, dy et dg sont définis par (3.31).

Les coefficients spectraux sont déterminés en utilisant la fonction valeur évaluée aux

points définis par (4.1) et (4.2) et en utilisant la méthode présentée a la section 3.3.2.

Donc, en prenant la forme définie par (4.3) et en l'utilisant avec l'espérance de
I’expression (4.1) on obtient que la valeur de détention de I'obligation aux points de

la grille (z;,7;) est :

Uf:fd(:rri,rj) = P (tm,tms1|Re,, = ;) Et oy, (2,7) | F ]
N M
~ P (tmatm—i-l‘Rtm = Etm+1 Z Z Clek 01 + dq .%') X
k=0 =0

Ti(co + dar) | Fe,]

N M
= P(tmtmi1|Re, =75) Y > Crpy B4 [Ti(cr + dy z)x
k=0 1=0

1(62 + do 7“) ’]:tm]

/ max / max [Tk(61 + dl :C)X

main min

N
= P(tm,tm+1|Rtm:Tj Z

ng

Tl(cz +dar) thm:%Rtm:rj (z, T)} dx dr

NE

N
= P (tm,tms1|Re, =75) >

Cry D (i, rj) (4.4)

e
o
~
Il

o
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ou

Tmazx Tmax
DkJ(ﬂji, rj) = / / [Tk(q +dy :L') Tl(Cz +da 1") szm=Zi,Rtm=Tj (l‘, T‘)} dx dr.
Tmin Tmin
(4.5)
Il est possible a partir de quelques changements de variables de simplifier I'expression

(4.5). Posons premierement

o T px (@)
Ux(l’i)
& = T_HR(TJ),
or(r;)
. 1
de* = —dz
0x
1
de" = —dr
OR
z — ux(x;
eivk(xmax) = mM;X(Z.)( l).
1
Tmin — px (T
€ (Tmin) = m”;X(Z.)( .
KA
r o Tmaz*,UfR(Tj)_
6+(rmaw) = O'R(Tj) ;
Ponin — fg (T
O (rmin) = m“;R(:‘l)( i)
J

En utilisant la fonction de densité conjointe gaussienne proposé par le théoreme

3.2.1, la double intégrale se résume a :

61 (xmaz) 6:, ('rmaz)
Dyy(zi,m5) = / /

Z_ (-’Emzn)

" (rovin) [T (c1 + di (px (m;) + € ox (@) ¥

1
271 — p? 8
1

exp (—2(1_/02) ((EI)Q + (€2 =2pe” €r))] de® de’. (4.6)

Ty (c2 + d2 (ugr(rj) + € or(ry)) ¥

Proposition 4.2.1. Il est possible de simplifier (4.6) en posant les variables sui-
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vantes :
~ el + €~
1 = ;_ T
~ 2
dl T T
_ €, +e"
2 = r )
€ —€"
~ 2
d2 - r )
€, —¢
Ce qui ameéne la forme suivante :
6i(xmaac) €T+(7"maac)
Dy i(x;r;) = / / T 61+d16 Cz—l-dgﬁ X
’ ( ’ J) Ei(ivmin) ei(rmin) |: ( ) ( )
1 x\2 r\2 x .7
exp (— 5= ((€9)* + (") = 2pe”e")
( 20=77) ) de® de".  (4.7)

27

1— p?

Démonstration. Soit c1, dy, co et do définis par (3.31) et ¢, di, & et dy définis par

(4.7).

On commence a travailler avec le polynome de Tchebychev qui dépend de x et on

remplace les valeurs de c; et dj :

Tk (c1 +di (px(wi) + € ox(x;)) =

Tmaz + Tmin T
Ty ( (ux + € ox)
Tmazx — Tmin Tmax — Tmin
(xmazr - ) + (xmin - ,UJX) 2eo0x
T, ( +
Tmazxr — Tmin Tmaxr — Tmin
xmaz ,U«X + Tmin —HX 2e¢0x
ox + ox
mmaz -’Emzn Tmazx —Tmin
ox
el +e” 2€
zmax IJX +,LLX Tmin Tmaz— WX +EX —Tmin
ox
< €l +e- 2€ >
_ r _ x
6+ 6 6+ €
Tk c1 + d1 6)

Les termes é; et d~2 sont obtenus par la méme démarche. O
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hold

tm

En résumé, on a que la valeur de détention a t,,, i.e. v
les équations (4.4) et (4.7).

(xi,7;) est donnée par

Une des méthodes pour calculer ces valeurs serait :

1. évaluer la matrice des coefficients spectraux C}; en utilisant les valeurs de

Pobligation & t,,11 ;
pour chaque couple de la grille (x;,7;) & t,,, calculer I'intégrale Dy, (x4, ;) VK et [;
calculer la double somme (4.4) ;

multiplier la valeur de la double somme par P (¢, tmt1 |Rtm =rj);

ot N

répéter les étapes 2 a 4 pour tous les couples de la grille.

Le probleme avec la méthode présentée est que (N +1) x (M + 1) doubles intégrales
doivent étre calculées a chaque pas de temps. Le calcul de cette double intégrale
en utilisant les quadratures pose un probléme puisqu’elles sont lentes a converger.
De plus, il est possible d’utiliser la propriété de récurrence des polynomes de Tche-
bychev pour construire un algorithme rapide, mais il est discuté dans [SER09] que
I'utilisation de la récurrence peut amener des explosions numériques, i.e. que 'accu-

mulation de petites erreurs amene des prix non-raisonnables.

C’est pour cette raison que [SIL12] propose d’enlever la dépendance de la double
intégrale Dy ;(z;,7;) au couple (z;,7;) de la grille et de plutot en faire dépendre
le coefficient C}; qui devient alors C’k,l(xi,rj). En fait, comme il est possible de
remarquer, la double intégrale ne dépend du couple (x;,7;) que de par les bornes
d’intégration. L’argument que [SIL12] propose est qu’en prenant des bornes d’inté-
grations assez larges on s’assure que l'intervalle va contenir les mouvements les plus

probables des variables aléatoires.

La maniere pour transférer la dépendance au couple (z;,7;) est de travailler avec
deux grilles de points, c’est-a-dire une grille extérieure qui est fixe (la méme que
I'on a présenté plus tot) et une grille d’interpolation dont les bornes vont varier en

fonction du couple de points (z;,7;).
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Construction de la grille d’interpolation

Pour la sous-grille, les points de Gauss-Lobatto seront de nouveau utilisés pour
permettre d’utiliser les TFR. C’est pour cette raison qu’il est préférable que ce soit
Cl, qui dépende de (z;,7;); exécuter (N + 1) x (M + 1) calculs de matrices des
coefficients spectraux a ’aide des TFR est beaucoup plus rapide que de calculer le

méme nombre de doubles intégrales avec 'utilisation de quadratures.

Les bornes de Dy (x;,7;) sont définies par €” (x;), €4 (x;), € (r;) et € (r;). Ces
bornes doivent étre fixées pour que la probabilité que le vecteur de loi gaussienne
bivariée sorte de cet intervalle soit quasi-nulle, par exemple, prendre les bornes a 6

écarts-types serait acceptable. Donc, la forme pour Dy, ; est alors :

ey .5 . 7o 1
Dy = /efi /J_ [Tk(cl+d1€) ﬂ<02+d26)X27rﬂ1—(p(x,r))2x
exp (_2(11—p2) ((ex)2+(er)2 —2pe” er)ﬂ de® de". (4.8)

La nouvelle forme d’approximation pour la valeur de détention de I’équation (4.4)

au point (z;,7;) est alors définie par :

n <
vfﬁld(xi,rj) ~ P (tm7tm+1‘Rtm = T‘j) Z Z Cm(aci,rj) Dk,l (4.9)
k=0 =0
oun+1 et ( +1 représentent le nombre de points pour chacune des variables sur la

sous-grille.

Le choix des bornes de l'intégrale doit étre conséquent avec la sous-grille d’interpo-
lation. Cette grille d’interpolation, comme nous ’avons déja mentionné, dépend du

couple (z;,7;) &ty de la grille extérieure.

La grille d’interpolation est construite de maniere a fixer les bornes pour que soit

prises en compte les bornes d’intégration de (4.8). Les bornes de la grille d’interpo-
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lation sont alors définies par :

Tmin(Tiy i) = px(xi,ry) — € ox(x:);
Tmaz(xism5) = px(xiry) + € ox ()
Fmin(rj) = pr(r;) — € or(r;);
Pmaz(r5) = pr(rj) — €} or(r)). (4.10)

A noter qu’il est préférable de choisir les valeurs e pour qu’elles soient opposées i.e.

€ = —€4.

Une fois les bornes de la grille d’interpolations calculées, les (n+ 1) x ({ 4+ 1) points

de la grille utilisées sont définis par

_ 1/, . . N T
:Up(33i7 T]) = 5 (xmaz + Tmin — (l‘max — .'L'mzn) COS (np>) )
. 1/, - _ . T
rq(rj) = ) (Tmaa: + Tmin — (Fmaz — Tmin) COS (Cq>> ; (4.11)

oupe{0,1,...,n}etqge{0,1,..,(}.

Un des problemes soulevés en utilisant cette méthode est que les valeurs de 'obliga-
tion & t,,4+1 ne sont connues qu’aux points de la grille extérieure et, comme il a été
possible de le constater, les points de la grille d’interpolation ne sont pas nécessai-
rement les mémes. Il est possible de pallier ce probleme en effectuant une premiere
approximation par les polynomes de Tchebychev sur les valeurs connues de la grille
extérieure et d’utiliser cette approximation pour ensuite interpoler les valeurs néces-

saires a la sous-grille, i.e la grille d’interpolation.

Par ailleurs, un autre probleme survient en utilisant I'interpolation, i.e. que ’on ne
connait que les points a l'intérieur des bornes de la grille externe et qu’a certains
couples de points de la grille d’interpolation, ces derniers peuvent sortir des bornes.
Pour résoudre ce probleme, [SIL12] parvient a imposer certaines conditions aux

bornes de la grille extérieure pour s’assurer que les bornes de la grille d’interpolation
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soient toujours a l'intérieur, c’est-a-dire que

Fmin(Tisr;) > Tmin, Yi €{0,1,..,N} & Vj € {0,1,..., M};
Fmaz(Ti, 7)) < Tmaw, Vi €{0,1,..,N} &Vj €{0,1,....M};

Fmin(rj) > Tmin, V7 €{0,1,...,M};

Frnaz(15) < Tmaz, Y3 € {0,1,..., M}. (4.12)

Cependant, il n’est pas possible de trouver une valeur pour ,in, Tmaz, Tmin €t Tmaz
qui vont satisfaire ces conditions aux bornes. Cela est di au fait que la variable
aléatoire X; suit un mouvement brownien arithmétique et qu’elle dépend en tout
temps de R;. Certaines conditions sont satisfaites, mais au méme moment d’autres

conditions ne peuvent plus étre respectées.

Deux choix s’offrent pour résoudre ce probléme : soit de forcer les bornes d’interpo-
lations a étre égales aux bornes de la grille extérieure si elles sortent de ces dernieres
ou bien de laisser la grille d’interpolation comme elle est et de poser une hypothese
d’extrapolation pour les points qui sont a 'extérieur de la grille externe. Il est pri-
mordial de ne pas utiliser les polynémes d’interpolation pour extrapoler a ’extérieur
de la grille, il est connu que d’utiliser ces polynémes pour extrapoler peut causer
de graves problémes numériques. Puisque les polynomes peuvent étre de degré tres
élevé, il est commun de voir la valeur des polynoémes exploser a l'extérieur de la
région interpolée. Nous proposons donc d’utiliser la deuxieme méthode étant donné
les caractéristiques du type de produit calculé, c’est-a-dire que les nombreuses condi-
tions d’exercice amenent des prix relativement plus stables aux bornes et donc les

hypotheses posées forment de meilleures approximations.
C’est un total de 8 cas qui doivent étre considérés :

= Tp > Tmaz & Tqg > Tmaz;
— Tp > Timaz & Tg < Tmin;
= Tp < Tmin & Tq > Tmaz;
— .i'p < Tmin & ’I:q < Tmin ;
- ip > Tmaz & fq S [Tmin7rmax};
- Tp < Tin & 'Fq € [rminyrmaz];

- .pr S [xminvmmax] & 7:q 2 Tmaz 3

- Tp € [xmm’mmax] & 7:q < Tmin.-
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Extrapolation

Prenons un des cas les plus fréquents pour les obligations convertibles, i.e. le
cas ou une option de rachat et de revente sont ajoutées a 'option de conversion.
La valeur de ce type d’obligation, dii aux nombreuses options qu’elle contient, ne
peut varier grandement. Nous allons premierement présenter 'impact des options de
maniere séparée, c’est-a-dire que nous considérons que 'effet simple et non les effets
croisés entre options. Voici les principaux effets des différentes optionalités sur une

obligation vanille :

— l'option de rachat de ’obligation donne une assurance a I’émetteur, car si les
taux d’intérét diminuent, et donc la valeur de I’obligation augmente, I’émetteur
va racheter I'obligation pour émettre une nouvelle dette a plus faible cotit (taux
plus bas) : cela a pour effet de mettre un plafond & la valeur de I'obligation ;
de plus cette option amene de la convexité négative pour des faible taux, mais
toujours une convexité positive pour les taux élevés (la figure 4.1 montre la
convexité négative qu’apporte ’ajout d’une option de rachat a une obligation

zéro-coupon) ;

FIGURE 4.1 — Obligation zéro-coupon avec et sans option de rachat (montant de
rédemption de 100$ et d’échéance 1 an)
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— l'option de revente quant a elle implique une assurance au détenteur de I’obli-
gation, car si les taux d’intérét du marché augmentent, la valeur du marché de
I’obligation diminue. Donc, le détenteur exercera son option de revente a un
prix fixe pour profiter de la force des taux d’intérét et donc d’accorder un prét
(acheter une obligation) a un taux plus avantageux pour lui. De plus, I'op-

tion de revente, contrairement a I'option de rachat, «ajoute» de la convexité
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a l'obligation pour des taux élevés (voir figure 4.2);

FIGURE 4.2 — Obligation zéro-coupon avec et sans option de revente (montant de
rédemption de 100$ et d’échéance 1 an)
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— l'option de conversion est aussi une assurance pour le détenteur de 1’obligation,
mais ne dépend pas seulement du taux d’intérét comme les options de rachat
et de revente, i.e. qu’elle agit de maniere intrinseque a une non diminution
de la valeur de l'obligation dans le cas que les taux augmentent si bien str
la valeur de I'action de I’entreprise ne diminue pas. Cette option amene alors
un deuxieme plancher a la valeur de I’obligation, mais implique aussi que si la
valeur de 'action de la compagnie se valorise beaucoup et les taux d’intéréts

restent stable alors la valeur de I’obligation n’est théoriquement pas bornée ;

De plus, il est important de noter que les options de rachat et de revente sont aussi
étroitement liées a la valeur de 'action de la compagnie lorsqu’il y a aussi une option
de conversion. Lorsque l'action de la compagnie prend de la valeur, cela fait néces-
sairement augmenter le prix de ’obligation convertible par ailleurs, la compagnie ne
désire pas que la valeur au marché de sa dette ne prenne trop d’importance alors
elle exercera son option de rachat ce qui créé un plafond artificiel au prix de I'obli-
gation convertible. De plus, si le prix de I'action diminue, I’obligation aura tendance

a diminuer pour retrouver sa valeur sans option de conversion.

Etant donné les nombreuses contraintes qui affectent la valeur d’une obligation
convertible dans le cas ou elle contient aussi des options de rachat et de revente,
nous posons comme hypothese qu’a 'extérieur de la grille, la valeur du droit contin-
gent est égale a sa valeur a la borne. Donc, elle est constante a l'extérieur de la

grille. Cette hypothese n’est pas trop simpliste di aux caractéristiques de ce type
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d’obligation mentionné précédemment. Puisque les bornes sont choisies de sorte a
englober un domaine tres large, les variations dans la valeur de I'obligation aux va-
leurs extrémes se veulent, en théorie, minimes. En termes mathématiques, cela est

résumé dans ’énoncé 4.2.1.

Enoncé 4.2.1. Soit les hypothéses d’extrapolations suivantes :
~ Zp > Tmaz & Tq € [Tmin, Tmaz] — V(Zp, Tq) = V(Tmaz, Tq) ;
~ Zp < Tnin & Tq € [Tmin, Tmaz] — V(Zp, Tq) = V(Tmin, Tq) ;
~ Zp € [@min, Tmaz) & Tq > Tmaz — V(Tp, Tq) = (Tp, "mag) ;
~ Tp € [Tmin, Tmaz) & Tqg < Tmin = 0(@p, Tq) = V(Tps Tmin) 5
~ Tp > Taz & Tq > Tmaz — V(Tp, ) = V(Tmaz, Tmaz)

— Tp > Tmaz & Tqg < Pmin — V(ZTp, Tq) = V(Tmaz, Tmin) ;
~ Tp < Tin & Tg > Tmaz — V(Tp, 7q) = V(Tmin, Tmaz) ;

- jp < Tin & fq < Tmin — U(Zi'pa":q) = U(xmina""mm);

De plus, il est possible de poser la méme hypothese dans le cas ou l'obligation
n’est que convertible et rachetable. Cela est di au fait que 'option de revente agit
comme plancher lorsque les taux d’intéréts diminuent, mais dans le cas ou les taux
diminuent et ’action de la compagnie reste assez stable, cela a aussi pour effet d’agir
comme valeur plancher. Bien que ce soit une approximation, nous croyons qu’elle ne
devrait pas avoir un trop gros impact sur la valeur finale de ’'obligation. Donc, les

valeurs extrapolées seront les mémes que celles montrés ci-haut.

Dans le cas ou 'obligation n’est que convertible, nous allons aussi poser I’hypothese
que la valeur du droit contingent est constante a l’extérieur de la grille externe,
mais avec comme seule différence lorsque Z; est plus grand en valeur que Zqz.
Puisque I'obligation n’est que convertible, pour les grandes valeurs du sous-jacent, il
est certain que le détenteur va exercer son option de conversion, puisque ’obligation

vanille ne vaut presque rien relativement a ’option de conversion.
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— So0it Tp > Tpmaz & Tq € [Tmins Tmaz] — V(Tp, Tq) = v (Zp, Tq) ;
— So0it Tp > Tmaz & Tq < Tmin — V(Tp, Tq) = V(Tp, Tmin) ;

— So0it Tp > Tpmaz & Tq > Tmaz — V(Tp, Tq) = v (Tp, Tmaz)

4.2.2 Algorithme

Maintenant que les bases ont été jetées, il est possible d’énoncer en détail I’algo-
rithme. Comme il a déja été mentionné, il est important de commencer par définir
les extremums des variables X; et R; tout au long de la durée de vie de I'obligation.
Les bornes Zin, Tmaz, Tmin €t Tmaz peuvent étre choisies de maniere totalement ar-
bitraire, mais il est par ailleurs préférable de prendre en compte la distribution des
variables. Nous proposons donc de poser les bornes a 6 écarts-types de la moyenne,

i.e.

Tmin = px (20,70, T) — 6 X ox (0, T)  Tmin = pr(r0,T) —6 X or(ro,T)
Tmaz = px (20,70, T) + 6 X ox(20,T) Tmaz = pr(ro,T) + 6 x or(ro,T).

De plus, il est essentiel de poser le nombre de points N et M utilisés pour chacune
des variables, les expériences numériques peuvent aider a déterminer des valeurs
acceptables. Apres avoir fixé ces nombres, les points de la grille externe peuvent étre
déterminés a partir de (4.1) et (4.2).

La double intégrale (4.8) doit alors étre calculée puisqu’elle ne dépend pas du couple
(xi,7j) de la grille auquel on se trouve et sa valeur est la méme & chaque pas de
temps si ces derniers sont constants. De plus, les bornes €7, €%, €” et €, de I'intégrale
doivent étre fixées. Une fois les bornes choisies, elles sont aussi utilisées pour créer la
sous-grille. Il est primordial que les dimensions de la sous-grille restent constantes a
travers le temps pour ne pas avoir & recalculer de nouvelles valeurs de (4.8) puisque

leurs dimensions sont les mémes.

De plus, il est possible d’utiliser le fait que la matrice constituée des valeurs de Dy,
lorsque ¢ et n sont égaux, est symétrique. Donc, on propose d’utiliser un sous-grille

de taille n x ( ou n = ¢ = £. Ainsi le temps de calcul requis pour calculer la matrice
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Dy,; est presque coupé de moitié en utilisant le fait que Dy = Dy .

Puisque I’on se trouve a I’échéance de I'obligation la matrice de valeur, vy, est connue
en chacun des points de la grille. Nous allons donc présenter l'itération du passage

detyr =T aty_q.

1. A partir de la matrice de valeurs v, exécuter une interpolation de Tchebychev

pour extraire le coefficient Cy,; en utilisant 1’équation :

N M
Vs .%'1,7"] Z Z Clek 01 +d; .CI?Z)TZ(CQ + dy 7“]) (4.13)
=0

2. Pour le point (z;,7;), construire la sous-grille d’interpolation ;

3. Calculer les valeurs de 'obligation pour chacun des points de la sous-grille en
utilisant (4.13) ;

4. Exécuter a nouveau une interpolation de Tchebychev pour cette sous-grille

propre a (z;,7;) :
£ ¢
Oty (Tp, Tq) Z Z (i, 7)) Tr(é1 + dy @) Ty(E2 + da 7y); (4.14)
5. Calculer la valeur de détention en utilisant (4.9), i.e
£ £
vf]gldl (zi,75) = P (tapr—1, tar | Rem = 75) Z Z (@i, 7j) X Dy (4.15)
k=0 (=0

6. Les étapes 2 & 5 doivent alors étre répétées pour tous (x;, ;) oni € {0,1,..., N}
et j € {0,1,..., M}.

hold

7. Lorsque la matrice vy'?'?,

est complétée, la matrice vy, , doit étre déterminé en
utilisant les caractéristiques d’exercices de I'obligation présentées a la section

2.1.2 (p. 12).

Une fois la matrice v,, , calculée, on réitere les étapes 1 a 7, mais en utilisant cette
derniere comme matrice connue et on calcule les valeurs de la matrice v;,, ,. On

continue jusqu’a ce que v, soit calculée.
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4.3 Deuxieme approche
Une importante caractéristique des points de Gauss-Lobatto doit étre considérée
lors de leur utilisation : ils ne sont pas distribués uniformément sur l'intervalle, mais

sont plutot concentrés sur les extrémités (voir figure 4.3). Cela amene le probleme

F1GURE 4.3 — Distribution des points de Gauss-Lobatto - 48 points
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que si l'intervalle est centré autour de la monnaie de I'obligation (at-the-money) et
que les bornes de U'intervalle sont arbitrairement éloignées du centre pour s’assurer
que les variables n’en sortent pas, il n’y a alors que peu de points qui viennent ex-
pliquer la convexité autour de la monnaie et beaucoup aux bornes ou la fonction est

généralement linéaire.

Une des manieres de pallier cette faille est de séparer I'intervalle initial d’interpo-
lation en plusieurs sections. Nous proposons de couper chaque intervalle des deux
variables en trois parties. La Figure 4.4 montre avec 16 points par intervalle la dis-
tribution de ces derniers. Les intervalles sont déterminés de la maniére suivante :
[—1, —0.1], [-0.1, 0.1] et [0.1, 1]. Ainsi le nombre de points utilisés est le méme,
mais il est possible d’aller placer plus de points a I’endroit ou la fonction fluctue le

plus.

Dans le cas présent, ce n’est que la grille extérieure qui sera séparée. Nous propo-
sons pour l'intervalle des deux variables d’étre séparé a + 2 écarts-types. Pour une

distribution gaussienne, la probabilité de rester a lintérieur de 2 écarts-types est
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FIGURE 4.4 — Distributions des points de Gauss-Lobatto - 3 intervalles
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:cb_6 = ux(zo,r0,T) — 6 X ox (20, T) ; rb_ﬁ = pgr(ro,T) — 6 x ogr(ro,T)
x(jz:uX@o,ro,T)fZXUX($0,T) : T‘;QI,MR(T(),T)*ZXO'R(T(),T)
:UZFQ = ux(zo,r0,T) +2 X ox(x0,T) ; 7’1;” = pgr(ro,T)+2 x or(ro,T)
LE;F(S:MX(SUQ,’I“(),T)+6XO'X(CL‘O,T) : T;ﬁZILLR(To,T)JrfiXO'R(TO,T)

Cela crée alors les intervalles suivants :

(.42 46 . . t2 46
P : Ty 5Ty, OV Ty 5Ty

(2 2 . (2 2
1/}2 Ty Ty ’ ¢2 ATy 5Ty

. -6 ,.—2 . . -6 ,,—2
Y3 |xy Ty 5 s {rb Th } .

En séparant les intervalles de la maniere précédente, on va créer 9 régions différentes
a lintérieur de la grille et donc autant de régions d’interpolations. Les points a
I'intérieur de chacune des régions sont définis par les points de Gauss-Lobatto avec

comme bornes ceux délimitant 'intervalle.

Il est alors nécessaire, pour exécuter une interpolation de Tchebychev, de calculer
le méme nombre de coefficients spectraux que de régions. La fonction valeur est

maintenant approximée de la maniere suivante :

3 N m
vt (x4, 75) = Z Z [Z ZC’Z?’% Ty (cfg + dlfg :m) T, (cgh + dgh rj)] X

g=1h=1 Lk=01=0

Lisiewgt X Lirjepny  (4.16)
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Algorithme

L’algorithme est tres similaire a ce qui a été présenté a la section 4.2.2. Comme
il a été mentionné, la sous-grille d’interpolation n’a pas a étre séparée, elle dépend

du point de la grille extérieure ou nous nous trouvons.

En résumé, ce n’est que la premiere étape de l'algorithme qui doit étre changée,

i.e. 'approximation initiale de wv; est maintenant calculée en utilisant (4.16).

m—+1
Cette nouvelle approximation sert a calculer les différents points de la sous-grille
d’interpolation. De plus, il est important de noter que les hypotheses d’extrapolation

restent les mémes.



Chapitre 5
Résultats numériques

Ce chapitre présente une analyse de la convergence des deux algorithmes, pro-
posés respectivement aux sections 4.2.2 et 4.3, ainsi que les résultats obtenus pour

des obligations contenant plusieurs types d’options.

5.1 Convergence des algorithmes

Il est premierement primordial de s’assurer que les algorithmes convergent vers
une valeur connue. Pour ce faire, nous proposons premierement de comparer la
convergence des 2 approches au prix d’une obligation zéro-coupon et de, par la

suite, les comparer les algorithmes aux résultats obtenus par [BBKLO07].

5.1.1 Obligation zéro-coupon

Malgré que les prix d’une obligation zéro-coupon n’est affecté que par le taux
d’intérét sans risque et non par la valeur de ’action d’une compagnie, nous allons
utiliser comme référence ce prix qui a une forme fermée dans le modele de taux d’in-
téréts de Vasicek [V77]. Cela permet de voir si les algorithmes convergent comme il

devrait et comment cette convergence est affectée par le choix de la méthode.

Les tableaux 5.2 et 5.3 montrent les prix obtenus selon respectivement la premiere

et la deuxieme approche du prix d’une obligation zéro-coupon d’échéance 5 ans. De

49
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plus, erreur relative obtenue et le temps de calcul pour chacun des scénarios consi-

dérés sont aussi présentés. Le tableau 5.1 résume les caractéristiques de 1’obligation.

TABLE 5.1 — Parametres pour le modele de Vasicek
o | 0.44178462
6 | 0.04347029
or | 0.13264223
T=5

La variable ni représente le nombre de points par variable de la sous-grille d’inter-
polation, la variable M représente le nombre de points pour la variable R; pour la
premiere approche tandis que pour la deuxieme approche, elle représente le nombre
de points par région ; dans le cas présent, puisqu’il y a trois régions d’interpolations,

il y a 3 x M points pour R;.

Comme il est possible de constater, la convergence est tres similaire pour les deux
algorithmes. Par contre, nous croyons que la deuxiéme approche est plus efficace
lorsqu’il y a deux variables d’états en jeu. De plus, on peut voir que le deuxieme
algorithme prend plus de temps pour calculer un prix ce qui est normal. Pour que
I’algorithme fonctionne correctement, nous devons poser que N = 1; ce qui fait que
chaque région contient 1 point, donc une grille totale extérieure de taille 3 x (3M)

(une grille 3 fois la taille de celle de la premiere approche).

5.1.2 Comparaison a des obligations gouvernementales rachetables

[BBKLO7], comme il I’a été mentionné dans le chapitre de la revue de la littéra-
ture, propose un algorithme de programmation avec approximation linéaire pour le
calcul d’obligations vanilles (aucune option), rachetables et avec option de revente.
Nos résultats sont comparés a ceux rapportés dans [BBKLOT7] puisque les auteurs

utilisent aussi le modele de Vasicek pour la modélisation des taux d’intérét.

Obligations vanilles

Les prix calculés sont pour une obligation qui paye des coupons annuels au taux

de 4.25 % et qui a une échéance de 20.172 ans. Les parametres pour le modele
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TABLE 5.2 — Convergence du prix d’une obligation zéro-coupon - lére approche

lere approche
a = 0.44178462, 0 = 0.04347029, o, = 0.13264223, T' =5
n
M 4 8 12 24
prix 0.740443 0.740489 0.740544 0.740528
12 | err. rel | (-1.607e-04) (-9.845e-05) (-2.349e-05)  (-4.553e-05)
temps 14.06s 15.67s 17.52s 41.89s
prix 0.740556 0.740559 0.740563 0.740567
18 | err. rel | (-7.102e-06) (-2.845e-06) (2.224e-06)  (7.907e-06)
temps 14.95s 16.46s 19.16s 47.89s
prix 0.740550 0.740562 0.740564 0.740561
24 | err. rel | (-1.500e-05)  (6.834e-07)  (3.803e-06)  (-1.354e-06)
temps 15.69s 18.57s 22.28s 56.66s
prix 0.740493 0.740561 0.740561 0.740561
36 | err. rel | (-9.230e-05) (-3.263e-07) (-1.241e-06) (-7.849e-07)
temps 16.94s 20.72s 26.98s 71.50s
prix 0.740421 0.740560 0.740561 0.740561
48 | err. rel | (-1.891e-04) (-1.707e-06) (-6.160e-07) (-5.850e-07)
temps 19.36s 23.97s 33.15s 95.10s
prix 0.740718 0.740555 0.740561 0.740561
72 | err. rel | (2.109e-04) (-9.031e-06) (-6.992e-07) (-7.293e-07)
temps 21.31s 29.66s 45.35s 135.40s
prix 0.740578 0.740572 0.740561 0.740561
96 | err. rel | (2.245e-05)  (1.440e-05) (-1.179e-06) (-7.147E-07)
temps 24.56s 36.74s 60.78s 182.31s

de Vasicek sont les mémes que ceux utilisés pour les obligations zéro-coupon de

la section précédente. Il n’est pas nécessaire de spécifier les parametres pour la

dynamique du sous-jacent puisque ce dernier n’affecte pas le prix de l’obligation.

Le tableau 5.4 montre les résultats obtenus selon les deux approches présentées plus

tot. Comme il est possible de constater, les deux versions de ’algorithme convergent

lorsque l'obligation contient aussi des coupons et la convergence se fait avec des

grilles de tailles assez petites.

La figure 5.1 montre la convergence de la deuxiéme approche de ’algorithme

pour l'obligation vanille présentée plus haut avec rg = 0.05. Comme on peut voir la

convergence est obtenue avec une grille d’interpolation assez petite, avec n; = 12 le
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TABLE 5.3 — Convergence du prix d’une obligation zéro-coupon - 2e approche

2e approche
a = 0.44178462, 0 = 0.04347029, o, = 0.13264223, T' =5
to=0 T=5 ro=0.05 o, =0.15 6 = 0.06
ny
M 4 8 12 24
prix 0.741662 0.740674 0.741198 0.741194
4 | err. rel. | (1.486E-03) (1.523E-04) (8.591E-04) (8.545E-04)
temps 67.32s 73.90s 87.06s 143.28
prix 0.740544 0.740715 0.740409 0.740571
6 | err. rel. | (-2.404E-05) (2.072E-04) (-2.054E-04) (1.269E-05)
temps 81.14s 90.40s 102.39s 153.18s
prix 0.740291 0.740560 0.740586 0.740529
8 | err. rel. | (-3.647E-04) (-1.406E-06) (3.259E-05) (-4.452E-05)
temps 94.96s 103.86s 117.57s 175.06s
prix 0.740653 0.740563 0.740563 0.740561
12 | err. rel. | (1.231E-04) (2.016E-06) (2.219E-06) (-6.815E-07)
temps 118.78s 137.96s 152.81s 226.26s
prix 0.740632 0.740559 0.740561 0.740561
16 | err. rel. | (9.472E-05) (-3.717E-06) (-7.440E-07) (-1.038E-06)
temps 129.90s 147.44s 160.79s 255.84s
prix 0.740568 0.740567 0.740561 0.740561
24 | err. rel. | (8.753E-06) (6.827E-06) (-1.225E-06) (-7.053E-07)
temps 145.48s 162.11s 185.66s 332.90s
prix 0.740559 0.740561 0.740560 0.740561
32 | err. rel. | (-3.751E-06) (-1.173E-06) (-2.614E-06) (-1.067E-06)
temps 165.89s 186.19s 217.08s 422.15s

prix de l'obligation est précis a la quatrieme décimale.

FIGURE 5.1 — Progression de 'erreur en fonction de n;

2

x10®
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TABLE 5.4 — Valeurs d’obligations vanilles

a = 0.44178462, 6 = 0.04347029, o, = 0.13264223, T'=5
, lere approche 2e approche BBKLO7
O 1 (m=24,n1=12) (m=24,n1 =12) p=2400
0.01 0.92742 0.92742 0.92742
0.02 0.90895 0.90895 0.90895
0.03 0.89088 0.89088 0.89088
0.04 0.87318 0.87318 0.87319
0.05 0.85587 0.85587 0.85587
0.06 0.83892 0.83892 0.83892
0.07 0.82233 0.82233 0.82233
0.08 0.80609 0.80609 0.80609
0.09 0.79019 0.79019 0.79020
0.10 0.77463 0.77464 0.77464

Obligations rachetables

Un autre tableau des résultats présent dans [BBKLO7] contient les prix d’obli-
gations rachetables qui a les caractéristiques suivantes : I’échéance est a T' = 20.172
avec des coupons annuels au taux de 4.25% dont le premier & étre payé est a
t; = 0.172. L’obligation peut étre rachetée a chaque année a partir de ;7 = 10.172

aux prix donnés par le tableau 5.5.

TABLE 5.5 — Prix de rachat

Ci1 = 1.025
C1o = 1.020
Ci3 = 1.015
Cis = 1.010
C15 = 1.005
Cig = ... = Ca1 = 1.000

Le tableau 5.6 montre les valeurs de I'obligation rachetable pour différentes valeurs
de taux d’intéréts initiales. Comme il est possible de le constater, les prix que nous
obtenons sont légerement décalés de ceux de [BBKLO07]. Cela est principalement di
aux hypotheses que nous avons posées au départ : I’élimination de tout délai de tran-
saction et de décision ; et 'effet des coupons courus a été supprimé. Ces différences

d’hypotheses, comme les résultats le démontrent, produisent une légere différence
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qui est tout a fait acceptable. La convergence de I'algorithme peut quand méme étre

observée lorsqu’une option de rachat est ajoutée.

TABLE 5.6 — Valeurs d’obligations rachetables

a = 0.44178462, 0 = 0.04347029, o, = 0.13264223, T' = 20.172, coupon = 0.0425
lere approche 2e approche BBKLO7
O m=24m =12)  (m=24,n; = 12) p = 1200
0.01 0.83504 0.83504 0.84285
0.02 0.81866 0.81867 0.82630
0.03 0.80262 0.80263 0.81009
0.04 0.78693 0.78694 0.79423
0.05 0.77157 0.77157 0.77871
0.06 0.75654 0.75653 0.76351
0.07 0.74182 0.74181 0.74862
0.08 0.72740 0.72739 0.73406
0.09 0.71328 0.71328 0.71980
0.10 0.69946 0.69947 0.70583

Comme il est possible de constater aux tableaux 5.4 et 5.6, les deux versions de
Palgorithme convergent bien vers des résultats connus. Cela est rassurant et permet
de croire que la méthode va converger si l'on ajoute une variable d’état supplémen-
taire, i.e. la valeur de I'action de la compagnie émettrice. Nous devons comparer les
résultats a ceux de [BBKLO7] puisqu’il n’y a pas de résultats dans la littérature qui
proviennent d’une modélisation similaire a la nétre pour des obligations. Par ailleurs,
il serait possible d’en faire la comparaison avec des options d’achats européennes sur
actions et avec taux d’intérét stochastique ou aux obligations zéro-coupon sous le
modele de Vasicek & deux facteurs (forme fermée). Par contre en comparant aux deux

produits mentionnés, nous ne considérons plus ’aspect américain de 1’algorithme.

5.2 Analyse des résultats

Cette section fera la comparaison des résultats obtenus avec les deux algorithmes
pour les obligations convertibles ainsi que les combinaisons possibles avec les options

de rachat et de revente.
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5.2.1 Résultats : obligations convertibles avec options de rachat et
de revente

Cette section porte sur 'analyse des prix d’obligations convertibles obtenus
lorsque sont ajoutées les options de rachat et de revente. La valeur de ce type d’obli-
gation, comme il en a été brievement discuté plus tot, reste assez stable, i.e. elle ne

peut sortir des bornes créées par les prix de rachat et de revente.

L’obligation calculée vient a échéance dans 5 ans avec valeur de rédemption de 1 et
contenant des options de conversion, de rachat et de revente pouvant étre exercées
a n’importe quel moment 2 ans apres ’émission. Les caractéristiques de 1’obligation

sont résumées au tableau 5.7. Les coupons sont semestriels.

TABLE 5.7 — Caractéristiques de l'obligation convertible considérée

taux de coupon 4.25%
, 0 sit < 2ans
1.10 si t > 2ans
P, 0 sit < 2ans
0.90 si t > 2ans
0 sit < 2ans
e 0.3 si t > 2ans

Les parametres utilisés pour la dynamique de ’action de la compagnie et du taux
d’intérét sont donnés au tableau 5.8; il est bon de noter que les parametres pour
le taux d’intérét sont les mémes que ceux utilisés pour les résultats de la section

précédente, i.e. la comparaison aux résultats de [BBKLO7].

TABLE 5.8 — Parametres de I'obligation convertible considérée
Tt

o | 0.44178462

6 | 0.04347029

or | 0.13264223

S

Os 0.15

p 0.3
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Le tableau 5.9 montre I’évolution du prix de 'obligation en fonction de la taille de la
grille extérieure. La taille de la grille intérieure (ou d’interpolation) reste constante
a 12 x 12; comme on ’a fait remarquer plus tot, cette taille de grille donne de bons

résultats.

TABLE 5.9 — Variations des prix de 'obligation convertible en fonction de la taille
de la grille - Les caractéristiques de 'obligation sont mentionnés aux tableaux 5.7 et
5.8

lere approche | 2e approche
ro = 0.05 Sp =100

M x N Prix M x N Prix

12 x 12 0.934656 || 6 x6  0.94107
16 x 16  0.937531 8§x8 0.94323
18 x 18 0.943645 || 12 x 12 0.94313
24 x 24 0.941990 || 16 x 16 0.94336
32 x 32 0.944290 | 20 x 20 0.94438
36 x 36 0.943549 || 24 x 24 0.94317
40 x 40 0.943130 || 28 x 28 0.94300
48 x 48 0.942884 || 32 x 32 0.94315
64 x 64 0.943079 || 36 x 36  0.94307
72 x 72 0.943038
80 x 80 0.943226
96 x 96 0.943027

Il est possible de voir que le prix de I'obligation converge, mais est légérement in-
stable. Ce probleme provient principalement du fait que la méthode suppose que
I’obligation prend des valeurs constantes a l’extérieur de ses bornes. Pour résoudre

ce probleéme, il faudrait utiliser de meilleures hypotheses d’extrapolations.

Variations en fonction des valeurs initiales (Ry et Sp)

Le tableau 5.10 contient le prix de ’obligation convertible pour la premiere et la
deuxieme méthode selon différentes valeurs initiales pour I'action de la compagnie et
le taux d’intérét. Il est a noter que, pour les deux approches, la grille d’interpolation
est de taille n; = 12. De plus, le taux de conversion est changé pour v = 0.65.
Changer la valeur de v a pour effet de faire varier davantage la valeur de I'obligation

en fonction de Sy et il est donc plus facile de voir son effet graphiquement.

Les figures 5.2 et 5.3 montrent la surface de prix de ’obligation montré au tableau
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TABLE 5.10 — Obligations convertible avec option de rachat et de revente - Les

caractéristiques de ’obligation sont mentionnés aux tableaux 5.7 et 5.8
lere approche (N x M = 40 x 40)

S0l 00 100 110 1.20

0.01 1.027 1.041 1.060 1.084
0.02 1.012 1.027 1.048 1.072
0.03 0.998 1.014 1.035 1.061
0.04 0.984 1.001 1.023 1.049
0.05 0.970 0.988 1.011 1.039
0.06 0.957 0.976 0.999 1.028
0.07 0.944 0.963 0.988 1.018
0.08 0.931 0.952 0.977 1.008
0.09 0.919 0.940 0.967 0.999
0.10 0.907 0.929 0.957 0.990

2e approche (N x M = 20 x 20)
0.01 1.025 1.039 1.058 1.081
0.02 1.011 1.025 1.045 1.069
0.03 0.996 1.012 1.032 1.058
0.04 0.982 0.999 1.020 1.046
0.05 0.969 0.986 1.008 1.036
0.06 0.956 0.974 0.997 1.025
0.07 0.943 0.961 0.986 1.015
0.08 0.930 0.950 0.975 1.005
0.09 0.918 0.938 0.964 0.996
0.10 0.906 0.927 0.954 0.987

7o

5.10 sous la deuxieme méthode. Il est possible de constater que les caractéristiques
principales des obligations sont respectées, c’est-a-dire que le prix augmente lorsque
R; diminue. De plus, pour des valeurs élevées de Ry, l'obligation vanille ne vaut
presque rien ce qui implique que ce sont principalement les autres options qui entrent
en jeu. Il est aussi possible de voir que ’obligation se comporte comme une option
d’achat sur action, ce qui est normal puisque c’est ce qui vaut le plus. Pour des
valeurs élevés de Sy I'obligation devient plus linéaire et se comporte de plus en plus

comme une action de compagnie.

Les figures 5.4 et 5.5 montrent respectivement la surface de prix selon plusieurs taux
d’intéréts initiaux spécifiques et valeurs initiales de I’action. Ces figures permettent

une meilleure visualisation de la surface de prix.
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FIGURE 5.2 — Surface de prix (M = N = n; = 12)) - Les caractéristiques de 1'obli-

gation sont mentionnés aux tableaux 5.7 et 5.8

FIGURE 5.3 — Surface de prix (M = N =nj = 12)) - Les caractéristiques de I’obli-

gation sont mentionnés aux tableaux 5.7 et 5.8
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FIGURE 5.4 — Valeur de l'obligation (R; fixe) - Les caractéristiques de 1’obligation
sont mentionnés aux tableaux 5.7 et 5.8
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FIGURE 5.5 — Valeur de 'obligation (S; fixe) - Les caractéristiques de 1'obligation
sont mentionnés aux tableaux 5.7 et 5.8
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Conclusion

Dans ce mémoire, on propose une nouvelle méthode pour I’évaluation d’obli-
gations convertibles pouvant aussi contenir des options de rachat et de revente.
L’utilisation d’un programme dynamique couplé aux approximations spectrales est
nouvelle pour résoudre le probleme d’évaluation d’obligations convertibles. De plus,
la deuxieme approche apporte de nouveaux éléments aux méthodes de programma-
tion dynamique et, plus précisément, a leur utilisation pour ’évaluation d’obligations
convertibles, c’est-a-dire qu’elle combine les méthodes d’interpolations plus conven-

tionnelles et les éléments finis.

Nous avons montré au dernier chapitre que les deux versions de ’algorithme convergent
vers des solutions connues et que les prix obtenus respectent bien les nombreuses
caractéristiques des obligations. La deuxieme version de ’algorithme dispose mieux
les points lors de I'approximation de la fonction valeur et permet a tous et a chacun
de modifier les parametres de la grille extérieure, i.e. le nombre de régions et leurs

délimitations.

Quelques avenues intéressantes n’ont pas été explorées dans ce mémoire. La méthode
peut s’adapter a tout modele dont la fonction de densité est connue, i.e. qu’elle n’a
pas besoin d’étre gaussienne comme nous l’avons fait. La méthode est inspirée de
[SIL12]; nous avons pris une fonction de densité conjointe du taux d’intérét et de
l'action de la compagnie tandis que [SIL12] utilise une fonction de densité définis-
sant les deux facteurs d’un modele de taux d’intérét (Vasicek a deux facteurs ou
Gaussien ++). Il pourrait alors étre intéressant de voir comment réagirait 1’algo-
rithme en termes de temps de calcul et de précision si le modele de taux d’intérét
est changé par un Vasicek deux facteurs par exemple. La méthode fonctionnerait
toujours puisque la densité conjointe de ce modele est aussi gaussienne. Les modeles

a deux facteurs sont connus pour mieux modéliser les différentes formes de courbe

60
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possibles. De plus, la méthode pourrait aussi étre adaptée au modele de Hull-White.

Cela donnerait une reproduction parfaite de la structure a terme initiale.

Comme nous ’avons mentionné, il n’est pas nécessaire que la fonction de densité
conjointe de 'action de la compagnie et du taux d’intérét soit gaussienne. Une piste
de recherche intéressante pourrait étre de tenter de trouver un modele de taux d’in-
térét qui, combiné a un modele Variance-Gamma pour 'action de la compagnie,

permettrait I’obtention d’une forme fermée pour la fonction de probabilité jointe.

Finalement, il serait intéressant de voir si un autre type d’approximation ne serait
pas aussi efficace, comme par exemple les splines cubiques et de ne pas seulement
approximer la fonction valeur, mais la fonction valeur multipliée par la fonction
de densité. En connaissant a ’avance le polynoéme, la double intégrale pourrait se

calculer de maniere analytique et ainsi éviter de passer par les quadratures.
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