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I- INTRODUCTION

Le risque de longévité agrégé correspond a I’éventualité que les taux de mortalité
observés pour une population et une année données soient inférieurs a ceux qui
étaient anticipés par les actuaires. Certaines entités économiques, telles que les
fonds de pensions, doivent alors verser plus de rentes qu’elles ne I’avaient
initialement prévu. Afin de limiter I’impact de ces situations sur leurs finances,
elles cherchent a se protéger contre le risque de longévité. Toutefois, en raison du
caractere non diversifiable de ce dernier, les compagnies d’assurance sont
réticentes a offrir ce type de couvertures. Une solution alternative consiste alors a
développer des instruments financiers négociés en bourse, dont les flux monétaires
dépendent d’indices de survie de la population considérée. Cependant, le marché
est incomplet : il n’existe effectivement a ce jour aucun actif de mortalité transigé.
Par conséquent, I’évaluation de ces produits de longévité nécessite 1’estimation
d’une prime de risque a partir de données de marché. Or, ces derniéres sont quasi-
inexistantes, puisque les quelques transactions réalisées a ce jour ont été effectuées

de gré-a-gré.

La prime ne pouvant étre calculée avec précisions, 1’objectif principal de ce travail
est d’étudier la sensibilité de I’évaluation des dérivés de longévité a celle-ci. Il
devrait exister une relation positive entre la prime de risque et le prix de ces
produits : plus le risque est percu comme étant élevé par les investisseurs, plus la
couverture devrait étre colteuse. Notre recherche permet de chiffrer la force de
cette relation. Pour ce faire, nous évaluons a I’aide de la transformation de Wang
des forwards et swaps de survie de différentes maturités, dont le sous-jacent est la
mortalité de la population canadienne. A notre connaissance, il s’agit de la
premiére étude de ce type portée sur le Canada, un pays pourtant fortement exposé

au risque de longévité agrégé.

Ce rapport de recherche débute par un bref apercu de la spécificité de la mortalité,
ainsi que des écrits pertinents a notre ¢tude. Le modéle d’évaluation est ensuite

présenté puis appliqué au cas de la population canadienne.



II- SPECIFICITE DE LA MORTALITE

A) Evolution de la mortalité

Durant le X1Xeme et le XXeme siécle, les taux de mortalité des pays développés
ont considérablement diminué. Alors que 1’espérance de vie d’un canadien de sexe
masculin n’était que de 56 ans en 1921, elle était de plus de 78 ans en 2007. Sur la
méme période, I’espérance de vie d’une canadienne est passée de 58 ans a presque
83 ans. En outre, a partir de 1950, cette allongement de la durée de vie moyenne
s’explique notamment par la progression de celle des personnes agées de 65 ans et
plus. La Figure 1 présente 1’évolution de 1’espérance de vie a la naissance et a 65

ans pour les hommes et les femmes canadiens de 1921 & 2008™.

Figure 1 Evolution de ’espérance de vie i la naissance et a 65 ans
pour la population canadienne.
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B) Risque de longévité

Les taux de mortalité suivent ainsi une tendance baissiére depuis plus d’un siécle.
Cependant, leur évolution demeure difficile a anticiper. En effet, il a été démontré
que leurs diminutions ou augmentations suivent un processus stochastique. Par
consequent, les futurs taux de mortalité ne peuvent pas étre prévus avec certitude ;
cette difficulté est a la base du risque de longévité. Celui-ci s’observe a deux
niveaux : individuel et agrégé. Ce premier correspond au fait qu’une personne
puisse vivre plus longtemps que la moyenne de sa cohorte, une cohorte étant
définie comme un groupe d’individus nés a une méme période. Le risque de
longévité agrégé (RLA), quant-a-lui, fait référence a la probabilité que 1’espérance
de vie observée d’une cohorte soit supérieure a celle qui était anticipée par les

démographes et actuaires.

Le RLA peut étre considéré comme un risque positif et négatif a la fois. Il s’agit
d’un risque positif dans le sens ou la population vit en moyenne de plus en plus
longtemps, et ce, en raison de I’amélioration des conditions sanitaires et des
progres de la médecine. Toutefois, il s’agit d’un risque négatif d’un point de vue
financier. En effet, les systemes de retraite des pays développes, tels que les fonds

de pension, versent généralement aux retraités une rente jusqu’a leur déces. Afin




de prévoir les montants totaux a payer, ils posent des anticipations sur les taux de
mortalité agrégés. Lorsque le groupe d’individus couverts par le systéeme vit en
moyenne plus longtemps que ce qui était attendu, ce dernier se voit obliger de
distribuer un montant plus important de rentes. Il est alors exposé au risque de

manquer de capital pour subvenir a ses engagements financiers.

De plus, I'une des particularités du RLA est son caractére non-diversifiable.
Milevsky, Promislow et Young (2006) ont étudié ce phénomene. Pour une période
donnée, tant que le taux de mortalité moyen de la cohorte est déterminé, les déces
individuels demeurent des variables aléatoires indépendantes. La Loi des Grands
Nombres peut alors s’appliquer. Prenons I’exemple d’un fond de pension qui
connait les statistiques de mortalité de la population canadienne, mais ignore celles
de son groupe de pensionnaires. Alors, plus son échantillon de population sera
grand, plus ses statistiques de mortalité se rapprocheront de celles connues pour la
population totale, et moins ses anticipations seront risquées. Au final, son risque

de longévité sera minimisé.

Or, le taux de mortalité agrégé évolue, et de maniére non totalement prévisible. Il
n’est donc pas connu avec certitude. Dans ce cas-ci, la Loi des Grands Nombres ne
s’applique pas, car les déces individuels ne sont plus des variables parfaitement
indépendantes. Seule une évolution coordonnée des ages de déces peut
effectivement permettre de modifier la mortalité agrégée. Les trépas individuels
deviennent donc en partie corrélés. Dans cette situation, plus le fonds de pension
couvre une partie importante de la population, plus il augmente son exposition au
risque. En effet, en cas de diminution non anticipée de la mortalité agrégée, un
groupe de taille plus grande implique un plus grand nombre de rentes non prévues

a payer.

Par conséquent, le RLA est dit non diversifiable, et les divers systemes de retraite

peinent a s’en couvrir.



C) Agents cherchant a diminuer leur exposition

Quatre contreparties différentes supportent présentement le RLA au Canada : les

gouvernements, les fonds de pension et les compagnies d’assurance.

Au Canada®, le gouvernement fournit tout d’abord un régime de retraite aux
employes du gouvernement et aux employés du secteur public. Par ailleurs, il offre
deux programmes d’aide aux revenus pour les personnes agées et retraitées aux
rentrées d’argent considérées comme faibles : le programme de la Sécurité de la
vieillesse, et le programme de Supplément de revenu garanti. Son exposition au

risque de longévité est donc considérable.

Dans ce méme pays, les compagnies sont exposées a travers les fonds de pension
qu’elles offrent a leurs employés, et plus particuliérement ceux a prestations

déterminées. En moyenne, en 2009, les fonds étaient sous capitalisés de 7%°.

Enfin, les compagnies d’assurance sont exposées au risque de longévité a travers
les programmes d’annuité qu’elles offrent. Dans un contrat d’annuité jusqu’au
déces, un individu échange un montant d’argent contre la garantie de recevoir
périodiquement des revenus jusqu’a sa mort. Il se protege ainsi contre son risque
de longévité individuel. L’assureur vend un grand nombre de contrats, et évalue
leurs prix a 1’aide de prévisions sur le taux de mortalité agrégé. Lorsque ses
anticipations s’aveérent faussées, il devra effectuer davantage de versements qu’il

ne I’anticipait, et n’aura pas vendu ses annuités a un prix suffisamment elevé.

Ces entités économiques peuvent chercher a transférer leur risque de longévité.
Les groupes d’agents possiblement & méme de supporter ce risque sont: les
assureurs et réassureurs, le gouvernement, et les marches financiers. Le réle de ces
deux premiers acteurs a éte discute en details dans Brown et Orszag (2006) ; nous

synthétisons ici quelques conclusions des auteurs.

“Site web Le genre et la pauvreté. <http://www.genderandhealth.ca/en/modules/pauvrete/pauvrete-
pauvreteetvieillissement-06.jsp?r=>
*DBRS (Juin 2010), Canadian Private Pension Plans in 2009 — Performance Maintened,
Challenges Remain, Industry Study.



D) Contreparties potentielles

1) Les Compagnies d’assurance

Les opérations des compagnies d’assurance Se basent sur le principe de
diversification. Or, tel qu’énoncé ci-dessus, le RLA n’est pas diversifiable. Par
conséquent, les compagnies d’assurance sont réticentes a offrir des couvertures
contre le risque de longévité. En effet, 1’accepter dans leur bilan les oblige soit a
maintenir un capital de réserve élevé et codteux, soit a transférer le risque a des
réassureurs, qui eux aussi préférent limiter leur exposition. A cela s’ajoute le
probléme de sélection adverse existant dans la vente de contrats de longévité : les
agents préts a acheter une couverture contre le RLA sont aussi ceux qui sont

conscients que leur exposition a ce risque est forte.

Par conséquent, les compagnies d’assurance montrent de la réticence a émettre des
produits de longévité. C’est pourquoi, elles le font uniquement a des prix trés
élevés, ce qui exacerbe le probleme de sélection adverse. Toutefois la vente de ce
type de produits peut leur permettre de se couvrir contre le risque de mortalité,
auquel elles sont exposées dans les polices d’assurance vie. La possibilité d’un

recours au systéeme privé semble au final étre limitée.

2) Le gouvernement

Tout d’abord, le gouvernement est le seul a pouvoir transférer le risque de
longévité d’une génération a une autre. La richesse des jeunes cohortes est
essentiellement composée de leur capital humain, tandis que celle des retraitées
découle essentiellement de leur droit a la retraite. Ainsi, le gouvernement cherche
a transférer le risque de longévité vers les nouvelles générations, plus a méme de
le supporter, en faisant par exemple augmenter la période de cotisation.
Cependant, un probléme se pose : le gouvernement transfere-t-il de facon optimale
le risque ? Il a souvent été prouve que les décisions de ce dernier sont davantage

prises dans le but de satisfaire les votants actuels que dans celui d’optimiser le



bien-étre futur de la société. Il reste donc a savoir si le gouvernement est capable

de jouer convenablement ce réle.

En outre, il pourrait également émettre des titres de dette, dont les coupons
dépendraient du taux de survie observé pour la population. Les agents exposés au
RLA acheteraient ces obligations dites de longévité pour se couvrir, ou bien les
utiliserait pour calculer un indice du taux de mortalité agrégé. Toutefois, le RLA
serait alors transféré au gouvernement, qui y est déja fortement exposé. Ce type de

dette ne ferait qu’augmenter le risque financier de I’Etat.

3) Les marchés financiers

Les marchés financiers constituent une troisieme solution envisageable a la gestion
du RLA. Celle-ci se fait alors a I’aide de produits financiers, dont les flux
monetaires fluctuent en fonction d’un indice de survie (IS). Un IS fournit le
nombre de survivants d’une population au fur et & mesure des années. Sur une
période donnée, plus les taux de survie ont été éleves, plus I’acheteur de la
couverture recoit une indemnité importante. Soulignons ici que le RLA n’est pas
éliminé de la société ; il est seulement transférer a ceux qui sont préts a le

supporter.

Ces produits dits de longévité ont la capacité d’attirer les investisseurs tels que les
fonds de couverture, et ce, pour deux raisons. Premierement, cette classe d’actifs
est tres faiblement corrélée avec les actions, obligations et autres investissements
alternatifs. Deuxiémement, une prime de risque importante y est rattachee,

notamment parce qu’il s’agit aujourd’hui d’un marché non liquide.

D’autres investisseurs potentiels ont été étudiés par Thomsen (2008). L’auteur
s’est intéressé aux compagnies positivement exposées au risque de longévité, telles
que les firmes pharmaceutiques ou encore les maisons de retraite. Celles-ci
bénéficient de la longévité, puisque plus la population vit longtemps, plus elle a
recours a leurs services : médicaments, soins, etc. Elles sont donc exposées au

risque de mortalité, et constitueraient une contrepartie intéressante a qui transférer



le RLA. Cependant, ces acteurs ont jusqu’a présent montré peu d’intérét pour le

marché de la longévité.

Ainsi, I’offre et la demande sont déséquilibrées : beaucoup cherchent a se couvrir
contre le RLA, mais peu sont préts a le supporter. Des trois solutions proposees, le
recours aux marchés financiers semble étre la plus viable, et ¢’est sur quoi la suite

de ce travail va porter.

E) Le recours aux marchés financiers

Il existe plusieurs difficultés inhérentes au développement d’un marché de produits

de longévité.

Ces instruments financiers peuvent prendre toutes sortes de formes : obligations,
futures, swaps ou encore options. Elles seront expliquées en détail par la suite. En
outre, la construction de ces produits est sujette a un trade-off : standardisation
versus efficacité de la couverture. Un contrat trés standardisé, du type futures, a
I’avantage de faciliter la création d’un marché liquide et peu sujet au risque de
contrepartie. Toutefois, la population sous-jacente doit étre suffisamment grande
afin d’attirer beaucoup d’investisseurs. La couverture offerte par ces contrats tres
normalisés est alors sujette a un risque de base : le risque que les taux de survie
different entre la population utilisée comme sous-jacent au produit, et la

population a laquelle I’acheteur de la couverture est exposé.

Par ailleurs, I’évaluation de ces produits de longévité est également complexe.
D’une part, il s’agit d’un marché particuliérement non-liquide, notamment en
raison de son jeune age. D’autre part, la mortalité n’est pas un actif transigé
comme le sont généralement les titres et contrats financiers ; il n’existe a cette date
aucune d’indice de survie négociable. Par consequent, ce marché est dit incomplet,
et la construction d’un portefeuille de réplication n’est pas réalisable. 1l est donc
nécessaire d’utiliser des méthodes d’évaluation adaptées, qui pose I’existence
d’une prime de risque. Cependant, cette derniere ne peut étre estimée qu’a partir

de données de marchés. Or, celles-ci sont quasi-inexistantes puisque, jusqu’a



présent, la majorité des contrats de longévité ont été transigés over-the-counter.
Enfin, il n’existe pas de structure a terme des taux de survie. Ceux-ci doivent donc

étre simulés afin de pouvoir évaluer ces produits de longévité.

Nous allons a présent d’écrire I’éventail d’instruments de longévité proposés dans
la littérature, ainsi que les modéles de prévision de la mortalité et d’évaluation en

marché incomplet employables pour les évaluer.
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I11- LITTERATURE

A) Produits de longévité proposés

Différents types de produits de longévité ont d’ores et déja été proposes dans la

littérature. Nous en faisons ici une breve description.

1) Obligations de longévité

Les obligations de longévité ont été 1'une des premicres pistes de recherche
explorées pour transférer le RLA. Plusieurs types en ont été proposés dans la
littérature ; notre étude se concentre principalement sur celle décrite par Blake et
Burrows (2001). Tout d’abord, cette obligation se caractérise par des coupons dont
le montant est proportionnel & un indice de survie. A une date donnée, plus le
nombre de survivants d’une population de référence est grand, plus 1’acheteur de
la couverture regoit des coupons elevés. La maturité de I’obligation peut étre
considérée comme étant stochastique, puisque ce titre vient a échéance
uniquement lors du déces de la derniére personne de la cohorte. EIP/BNP ont tenté
d’émettre une obligation basée sur ce modéle, mais ou la maturité était fixée a 25

ans. Cependant, I’émission fut un échec.

Notons que les versements de 1’obligation commencent dés 1’émission de celle-ci.
Les premiers flux monétaires comportent peu de risque de longévité, puisque les
prévisions faites sur la mortalité sont relativement fiables a court terme. Toutefois,
leur valeur aujourd’hui sera élevée, car ils sont actualisés sur une courte période.
Ainsi, la contrepartie achetant I’obligation paie tres cher pour des flux monétaires
qui lui apportent peu en termes de couverture contre le risque de longévité. En
réponse a cette critique majeure, il a été proposé une obligation dont les premiers
flux monétaires sont différés. Cette solution n’influence que peu le niveau de

couverture apporté, mais permet d’en réduire considérablement le co(t.
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Cette obligation de longévité offre une possibilité de couverture intéressante, et ce,
sous la forme d’un actif financier accessible a la grande majorité des investisseurs.
En effet, les fonds de pension peuvent investir dans les titres obligataires, mais
sont souvent restreints dans leur accés aux produits dérivés. Aussi, ce sont des
titres transiges over-the-counter, ce qui facilite la création d’un marché primaire et
secondaire liquide. Toutefois, cette obligation est sujette a deux principaux
inconvénients. D’une part, ¢’est une forme de couverture trés coliteuse. D’autre

part, qui serait prét a émettre ce type de titres ?

2) Swaps de survie

Le deuxieme instrument vers lequel se tourne la recherche est le swap de
longévité. Ce produit a été discuté par différents auteurs: Cox et Lin (2004),
Dowd, Blake, Cairns et Dawson (2005), et plusieurs swaps de longévité ont déja
été émis en gré-a-gré. Pour ne citer qu’un exemple, en avril 2009, ’assureur
Norwich Union est entré dans un contrat de ce type pour un montant de 475

millions de Livres®.

La forme de swap la plus classique proposée est celle du swap vanille de survie,
qui s’inspire largement du swap vanille de taux d’intérét. Il est composé de
plusieurs échanges de flux monétaires, basés sur une patte fixe et une patte
variable. Les paiements de la premiére sont fixés a I’initiation du contrat, et
dépendent d’anticipations sur tes taux de survie futurs. Ceux de la deuxieme sont
calculés & partir des taux de survie empiriquement observés dans le futur. A

chaque période, seule la différence entre les deux pattes est échangée.

Un tel produit comporte plusieurs avantages. Tout d’abord, il est gratuit d’entrer
dans un swap. De plus, ces contrats ne néecessitent pas un marché organisé et
liquide : ils sont négociés de gré-a-gré. lls sont par conséquent plus flexibles :

maturité, population choisie comme sous-jacent, etc. Cependant, ils ont deux

* Site web: Reuters. <http://uk.reuters.com/article/2009/03/24/norwich-union-longevity-
idUKLO05521020090324>
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faiblesses. D’un part, leur négociation en gré-a-gré limite le développement d’un
marché secondaire. D’autre part, le risque de contrepartie est élevé, et ce, d’autant

plus qu’ici s’agit généralement de contrats sur le long terme.

Une version simplifiée des swaps de longévité a été proposee, notamment par JP
Morgan : les contrats g-forward. Ce sont des swaps de survie, mais ou le paiement

est unique et se fait a maturité.

3) Futures

Les futures de longévité se baseraient sur le méme principe que les futures
actuellement transiges sur les marchés. Cependant, 1’actif sous-jacent serait un

indice de survie.

Une difficulté rencontrée par cette catégorie de produits est le développement d’un
marché liquide, qui nécessite la mise en place d’indices de survie régulierement
mis a jour. Ceux-ci commencent a étre développés par des firmes comme JP
Morgan. Par ailleurs, en raison de la forte standardisation des futures, le risque de
base inhérent a ces contrats est élevé. En revanche, le risque de contrepartie est

réduit dans ce type de marché organisé.

4) Options, Caps, Floors

Les options, caps et floors basés sur un indice de survie sont des produits
envisageables dans ’avenir. Ils permettraient d’introduire un caractére non linéaire
aux flux monétaires, et donc de se protéger contre un risque négatif tout en restant
exposeé a un risque positif. Toutefois, leur évaluation n’en serait que plus

complexe.
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B) Modéles de prévision de la mortalité

1) Types de modeéles existants

I existe trois grandes classes de modéles de mortalité : les modéles d’anticipation,

explicatifs et d’extrapolation. Ceux-ci sont définis dans Booth et Tickle (2008).

Dans le cadre des modéles d’anticipation, les experts démographiques donnent
leurs prévisions sur 1’évolution de la mortalité. Celles-ci contiennent généralement
une cible d’espérance vie, ainsi qu’un scénario pessimiste et optimiste. Par
exemple, The US Social Security Trustees fournit ses anticipations d’amélioration
de I’espérance de vie pour chaque age. Cette méthode a 1’avantage d’incorporer
plusieurs sources de données, qu’elles soient qualitatives ou quantitatives.
Cependant, elle est aussi tres subjective. Il est reconnu que les experts ont un biais
conservateur, ce qui les amene souvent a sous-estimer 1’amélioration de

I’espérance de vie.

Les modéles explicatifs, quant a eux, cherchent a déterminer quelles sont les
causes de mortalité, comment celles-ci vont évoluer, et quel en sera I’impact sur
I’espérance de vie. Il est particulierement difficile de faire des prévisions a partir
de ces modeles. Tout d’abord, les facteurs de déces doivent étre restreints a ceux
qui sont possiblement prévisibles. Idéalement, ils devraient aussi étre
indépendants, ce qui est rarement le cas. Il faut également avoir accés a
suffisamment de données sur ces facteurs pour obtenir une certaine robustesse des
résultats. Un dernier probléme se pose enfin, et non le moindre : il faut déterminer
comment une évolution du facteur va impacter concretement le taux de mortalité.
En pratique ces modeles ne sont donc pas utilises pour prédire la mortalité, mais

davantage pour expliquer son évolution passée.

Enfin, les méthodes d’extrapolation reposent sur une hypothése forte, celle de
I’existence d’une continuité entre les tendances d’évolution passées, et celles qui
s’observeront dans le futur. Ils tentent d’identifier ces tendances a 1’aide de

méthodes statistiques. Pour commencer, la plupart de ces modeles supposent que
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I’évolution des taux de mortalité suit un processus stochastique. Grace a cette
hypothese, il est possible de produire une distribution de prévisions, et non plus
uniquement une valeur déterministe. Ces modeéles sont donc les plus utilisés dans
le cadre d’évaluation de produits de longévité. lls se séparent en deux groupes : les
modéles en temps discret, et ceux en temps continu. La modélisation de la
mortalité n’étant pas 1’objectif principal de ce mémoire, nous allons présenter le
modele le plus utilisé en temps discret, et de méme pour le temps continu. Pour
une revue plus compleéte, il est possible de se référer a Cairns, Blake et Dowd
(2008).

2) Modeles en temps discret

Le modéle de mortalité le plus reconnu et le plus utilisé est trés certainement celui

a deux facteurs développé par Lee et Carter (1992).

ln(mx,t) = Ay + byky + &x

Le taux de mortalité m(t, x)dépend a la fois de 1’age x et de I’année t. Ainsi, une
personne agée de 50 ans en 1987 aura un taux de mortalité différent que celui

attribué a un individu de 30 ans en 1987, ou encore de 50 ans en 1995.

Le modéle de Lee et Carter présente plusieurs avantages. Premiérement, il est
particulierement simple, et nécessite peu de jugements de la part de celui qui veut
I’appliquer. Deuxieémement, des études empiriques menées sur plusieurs pays
développés montrent que le modéle explique une grande proportion de la variance
des taux de mortalité. Troisiemement, sa caractéristique stochastique permet
d’obtenir une distribution de la prévision de mortalité, et non une unique valeur
déterministe. Quatriemement, les parametres ont une interprétation bien définie :

a, permet de définir différents niveaux de mortalité pour chacun des ages.

k;, qui suit un processus stochastigue ARIMA, correspond au niveau
général de la mortalité au temps t.

b, définit la sensibilité d’un age a des variations de la mortalité agrégée.
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Cependant, le modéle de Lee et Carter posséde également des faiblesses.
Premiérement, il ne procéde pas a un lissage des données entre les ages. Ainsi, la
courbe des taux de mortalité par age pourra présenter des points d’inflexion.
Deuxiemement, le paramétre b, ne varie pas en fonction du temps. Or, il est
possible que la sensibilité d’un dge a 1’évolution de la mortalité agrégée change

avec les années.

Renshaw et Haberman (2006) ont par la suite proposé 1’ajout d’un troisiéme terme
au modele de Lee et Carter, cherchant a capturer I’effet cohorte. L’année de
naissance est alors prise en compte pour prévoir la mortalité. Le modéle prend

alors la forme :
ln(mx,t) = Ay + bk + CViox + Exp

Toutefois, les données nécessaires a 1’estimation des modéles age-période-cohorte
ne sont pas toujours disponibles, et les paramétres estimés par Renshaw et

Haberman ne sont pas stables.

3) Modeles en temps continu

Parmi les modeles en taux continu, ce sont ceux dits de fonction affine qui sont les
plus utilisés. Dahl (2004) a été le premier a appliqué 1’un d’entre eux a la prévision

de la mortalité.

Soit py)4+¢ la force de la mortalit€¢ a 1’dge x +t. ppy4¢ SUIt UN processus

stochastique tel que :
Appe e = @ (8, X, e )dt + 04 (8%, i) AW,
avec W,un mouvement Brownien standard.

Soit G (¢, x, upxj+e, T) 1a probabilité de survie de t & T d’un individu agé x + t ent,

sachant 1’information connue en t.

G(t, x;.“[x]+t'T) = AR BEXT ke
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avec A(t,x,T) et B(t,x, T) des fonctions déterministes. L intensité de la mortalité

suit alors un processus de mortalité de fonction affine.

Les modeles en taux continu ont 1’avantage de rendre possible 1’évaluation de
produits de longévité dont le pay-off est non linéaire. De plus, il est parfois
possible d’obtenir une solution sous forme fermée dans le cadre des modéles de
classe affine. En revanche, ils sont particulierement difficiles a calibrer. Aussi,
dans le cas de certains mod¢eles de classe affine, tel que le modele d’Ornstein-
Uhlenbeck, il existe une probabilité non nulle que les taux de mortalité soient
négatifs. Or, ceci est physiquement inconcevable.

C) Méthodes d’évaluation en marché incomplet

1) Principe d’utilité équivalente

Cui (2008) a proposé une méthode d’évaluation basée sur le principe d’utilité
équivalente. Elle permet de déterminer la prime d’assurance minimale exigée par
le vendeur de la couverture contre le RLA, ainsi que la prime maximale que

I’acheteur est prét a payer.

Etudions premiérement le cas de I’assureur. Tout d’abord, il faut maximiser deux
espérances d’utilit¢ de sa richesse : une dans la situation ou il y a signature du
contrat, et une dans celle ou le contrat n’est pas conclu. Dans le premier scénario,
I’espérance d’utilité¢ est fonction du RLA et de la prime d’assurance. Dans le
deuxiéme scénario, elle ne 1’est pas puisque 1’assureur choisit de ne pas signer le
contrat. Il est alors possible de calculer la prime qui égalise les deux espérances
d’utilit¢ optimales. L’auteur obtient ainsi la prime d’assurance qui laisse

indifférent 1’assureur entre signer ou non le contrat.

Dans le cas de I’assuré éventuel, il faut également maximiser son espérance
d’utilité dans les deux situations. Contrairement au cas de 1’assureur, la richesse de
I’assuré dépend du RLA uniquement dans la situation ou il ne signe pas le contrat.

Dans le cas contraire, il n’est plus exposé au risque de longévité, mais paie une
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prime d’assurance. L’auteur calcule ensuite cette prime qui laisse 1’assuré potentiel

indifférent entre se couvrir ou non.

Cui a appliqué cette méthodologie a différents produits de longévité : obligations,
swaps, floors, etc. Ses résultats sont les suivants. Plus la richesse de I’assureur est
grande, moins celui-ci exigera une prime élevée. Par ailleurs, le prix que 1’assuré
est prét a payer est fonction du risque de base, et du niveau de couverture dite

naturelle.

Parmi les avantages de cette méthodologie, nous retiendrons premi¢rement qu’il
s’agit d’un modéle flexible. Elle peut en effet étre appliquée a des produits de
longévité aux flux monétaires tres divers. Deuxiemement, elle permet d’obtenir un
intervalle acceptable pour la prime sans avoir recours a des donnéees de marchés.
Toutefois, I’un des inconvénients est qu’elle nécessite de poser une hypothése sur
les formes des fonctions d’utilité des assureurs et assurés potentiels, ainsi que sur
les coefficients d’aversion au risque de ces derniers. Enfin, il est possible d’obtenir
des résultats ¢loignés de la réalité des marchés, en raison de 1’absence de

calibrage.

2) Méthode du CAPM et du CCPAM

Friedberg et Webb (2007) ont cherché a évaluer des obligations de longévité a
I’aide de deux méthodes différentes : le Capital Asset Pricing Model (CAPM), et
le Consumption Capital Asset Pricing Model (CCAPM).

Ces auteurs ont tout d’abord repris le principe du CAPM. En appliquant celui-ci,
ils obtiennent le rendement d’un actif de longévite, rendement qui peut ensuite étre
décomposé en une portion sans risque a laquelle s’ajoute la prime de risque. Cette

derniére est fonction de la covariance entre 1’actif et le marché.

Au lieu d’estimer la prime de risque a I’aide cette derniére covariance, le CCAPM
utilise la covariance de D’actif avec I’utilit¢ marginale de la consommation.
Lorsque I’utilit¢ marginale est décroissante, la logique de ce modele est la

suivante : dans les états du monde ou la consommation est plus basse, 1’utilité
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marginale est plus élevée. Une unité supplémentaire de consommation procure
alors davantage d’utilit¢ que lorsque 1’agent se trouve dans un état riche. Par
conséquent, les individus sont préts a payer plus cher les actifs qui offrent de hauts
rendements en période de basse consommation. La prime de risque exigée sera
donc inférieure pour ces actifs. 1l est alors possible de définir le rendement espéré
comme la somme d’une composante sans risque et d’une prime, qui sera fonction

de cette covariance.

En appliquant ces deux méthodes a 1’obligation de longévité émise par EIB/BNP,
les auteurs ont estimé une prime de risque tres faible en comparaison des 20 points
de base généralement discutés pour 1’obligation. Ces deux modeles comportent
beaucoup d’inconvénients : premiérement, il faut avoir acces a des données de
marché pour estimer les covariances; deuxiémement, les résultats obtenus
semblent nettement sous-estimer la valeur de la prime ; troisiemement, les auteurs
suspectent qu’il existe un puzzle autour de celle-ci ; enfin quatriemement, il faut

poser de nombreuses hypothéses pour chacun des deux modeles.

3) Approche du ratio de Sharpe

L’utilisation du ratio de Sharpe pour évaluer les produits de longévité a été
discutée par de nombreux auteurs, le premier article publié a ce sujet étant celui de
Milevsky, Promislow et Yound (2006). lls ont présenté cette approche dans le
cadre d’une compagnie d’assurance vendant des annuités vie. Cette technique

d’évaluation s’effectue en plusieurs étapes.

Dans un premier temps, I’assureur doit constituer deux portefeuilles. Le premier
est formé de différents contrats d’annuités. Le deuxiéme est autofinancé, et
comprend des obligations du gouvernement et des fonds de marche monétaire. Le
nombre de titres du trésor a acheter est determiné de maniére a minimiser la
variance du portefeuille total de I’assureur. La variance minimale sera positive, en
raison de I’'incomplétude du marché. Ainsi, I’assureur aura couvert partiellement
son exposition. Dans un deuxiéme temps, celui-ci veut étre rémunéré pour la

portion du risque auquel il demeure expose. Il va prédéterminer un niveau de
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rendement par unité de risque qu’il exige, le ratio de Sharpe. Il est généralement
fixé aux alentours de celui admis pour les autres classes d’actifs, soit 0,25. Par la
suite, 1’assureur peut déduire le prix des annuités qui lui permet d’obtenir ce ratio

de Sharpe sur son portefeuille de contrats.

Cette méthode d’évaluation est 1’'une des plus utilisées. Toutefois, la valeur du
produit de longévité dépend grandement du niveau de ratio de Sharpe choisi,
lequel est fixé de maniére relativement arbitraire. En effet, en raison du manque de
données de marché, il est empiriqguement difficile de déterminer le ratio de Sharpe

adéquat pour les produits de longévite.

4) Transformation de Wang

Wang (2000) propose une méthode d’évaluation des actifs financiers basée sur la
distorsion de la fonction de distribution cumulative d’une variable aléatoire de flux
monétaires X. La distorsion se fait a I’aide d’une prime de risque A exigée par le
marché. Elle permet d’obtenir une nouvelle fonction de distribution cumulative,
dite ajustée au risque. Les flux monétaires déduits sous cette nouvelle distribution
peuvent ensuite étre actualisés au taux sans risque. La transformation se fait a

I’aide de la fonction suivante :
F*(x) = @[ Y(F(x)) — 4]

ou & est fonction de distribution cumulative de la loi normale standard, F(x) la
fonction de distribution cumulative de la variable X, et F*(x) la fonction de

distribution cumulative de X ajustée pour le risque.

Cette méthodologie a I’avantage d’étre une méthode d’évaluation universelle, car
elle est applicable a tout type de fonction de distribution F(x). De plus, elle
conserve les distributions Normale et Log-normale: si F(x) suit une loi
Normale(u ; 62), alors F*(x) suivra une loi Normale(u — Ao ; 62); si F(x) suit

une loi Log-normale(u ; a2), alors F*(x) suivra une loi Normale(u — Ao ; 02).



20

Toutefois, il est nécessaire d’avoir accés a des données de marché pour pouvoir
estimer la prime A. Aussi, il est indispensable de connaitre la distribution
cumulative de la variable X. Dans le cas d’évaluation de produits de longévité, il
est donc nécessaire d’utiliser un modele stochastique de prévision de la mortalite,
qui permet de simuler différents taux de survie et d’estimer une fonction de

distribution a partir de ceux-ci.

En marché incomplet, toute la complexité de 1’évaluation d’un produit financier
vient de la difficulté a estimer la prime de risque. Revoyons brievement les

différentes méthodes proposées dans la littérature.

Tout d’abord, le mode¢le se basant sur le principe d’utilité équivalente se distingue
des autres par le fait qu’il n’est pas calibré sur les données de marché : les résultats
théoriques peuvent alors s’¢éloigner significativement de la réalité empirique. En
outre, il nécessite de poser plusieurs hypothéses telles que les fonctions d’utilité

caractérisant les agents.

Les trois autres modéles sont davantage tournés vers le marché. Le CAPM estime
la prime de risque en se basant sur le beta du produit. Dans le cas du ratio de
Sharpe, une hypothése est posée sur la valeur de celui-ci, ce qui permet ensuite de
déduire la prime. Enfin, dans le cas de la transformation de Wang, lambda a besoin

d’étre calibré a 1’aide de données de marché.

Etant donnée la difficulté a estimer avec précision la prime de risque, nous allons
dans le cadre de ce meémoire chercher a analyser la sensibilité d’évaluation d’un

produit de longévité a celle-ci.
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IV- MODELE THEORIQUE

A) Objectifs de cette étude

Dans le cadre de ce travail, nous allons évaluer deux produits de longeévité, soient
des forwards (FS) et des swaps vanille de survie (SVS), dont le sous-jacent est la
mortalité de la population canadienne. Pour ce faire, nous aurons recours a quatre
principaux travaux : Lee et Carter (1992), Wang (2000 et 2007) et Dowd et al.
(2005). Ces recherches ont permis de développer respectivement un modéle de
prévision de la mortalité, une méthode d’évaluation en marché incomplet, et une

technique de valorisation des FS et SVS.

A travers cette étude, nous poursuivons plusieurs objectifs. Premiérement, afin
d’étre en mesure d’appliquer la méthodologie de Wang, il est nécessaire de
déterminer la prime de risque A a I’aide de techniques de calibrage. Or, le marché
des produits de longévité se situe actuellement a un stade de développement
primaire : le faible volume de transactions rend I’estimation de A trés difficile.
Ainsi, le premier objectif de ce travail est d’étudier la sensibilité du prix des FS et
SVS a des variations de cette prime. Deuxiemement, ces produits de longévité sont
évalués pour différentes maturités. La mortalité étant davantage volatile a long
terme qu’a court terme, nous voulons étudier 1I’impact de la durée des contrats FS
et SVS sur leur valorisation. Troisiemement, les FS et SVS sont des produits
relativement similaires : il est possible de créer un swap vanille de survie a 1’aide
de plusieurs forwards. Ainsi, ce travail a également pour objectif de comparer le
prix de ces deux types de contrats. Quatriemement, peu d’études ont été effectuées
sur I’évaluation de ces produits lorsque le sous-jacent est la mortalité canadienne.
Pourtant, cette société est elle-aussi tres exposée au risque de longévité. Le dernier

objectif est donc d’étendre au Canada la recherche sur ce sujet.

Ce mémoire se concentre sur les FS et SVS, et non sur d’autres produits, pour les
raisons suivantes. D’une part, entrer dans ce type de contrats est gratuit. Ces

dérivés ne donnent en effet lieu & aucun échange de flux monétaires a I’initiation.
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D’autre part, ils ne nécessitent pas un marché organisé et liquide, guére concordant
avec celui peu développé du risque de longévité. Aussi, leur négociation « over-
the-counter » les rend facilement adaptables aux besoins des deux contreparties :

maturité, population de base, notionnel, etc.

Finalement, le modéle de Lee et Carter a été sélectionné pour simuler les futurs
taux de survie nécessaires a 1’évaluation des FS et SVS. Cette méthodologie en
temps discret est suffisante pour valoriser ces contrats ; des prévisions en temps
continu de la mortalité ne sont en effet pas requises. De plus, les modéles en temps
continu sont particulierement difficiles a calibrer et peuvent générer des taux de
mortalité négatifs tout & fait inconcevables. Le modéle de Lee et Carter, le plus
reconnu et utilisé parmi ceux en temps discret, a donc été favorise pour effectuer

cette recherche.

Dans cette cinquieme partie, nous détaillons le procédé d’évaluation des FS et
SVS utilisé. Nous dégageons tout d’abord les particularités de ces produits, et par

la suite, nous expliquons les différentes étapes de la méthodologie de valorisation.

B) Forwards et swaps vanille de survie

1) Principe d’évaluation des forwards et swaps vanille de survie

Les flux monétaires générés par les FS et SVS dépendent de deux indices de survie
(IS) : celui anticipé (ISA) et celui réalisé (ISR). Pour une population de taille
initiale fixee, les IS donnent le nombre de survivants aprés qu’une certaine période
se soit ¢écoulée. L’ISR et 'ISA correspondent respectivement au décompte de
personnes vivantes effectué a la fin de la période, et au décompte anticipé en date
de I’initiation du contrat de longévité. Concrétement, I’ ISR n’est pas observe, mais

il peut étre déduit des taux de mortalité sur la période, qui eux le sont.

Dans un FS, I’acheteur de couverture paie I’'ISA et recoit I’ISR a 1’échéance du

contrat. En revanche, dans un contrat SVS, ces flux monétaires sont échangés a
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chaque date de paiement fixée. Ainsi, I'ISA et I'ISR s’apparentent respectivement

aux paiements de la patte fixe et de la patte variable d’un swap vanille de taux.

Afin d’évaluer des forwards ou swaps vanille de taux d’intérét, les financiers ont
recours a la courbe des taux a terme ; le taux fixe est alors établi de maniere a ce
que les contrats aient une valeur nulle au temps zéro. Or, il n’existe pas de
structure a terme des indices de survie. Ainsi, I’'ISR doit étre estimé a 1’aide de
simulations des futurs taux de mortalité. 1l sera alors nhomme indice de survie
simulé (ISS). Aussi, I’ISS n’est pas déterminé de maniére a ce que les FS et SVS
aient une valeur nulle a I’initiation. Dowd et al. (2005) proposent alors un
ajustement de I’'ISA pour remédier a ce probleme. Cet indice doit étre multiplié par
1+ m, ou 1 est une prime d’évaluation permettant d’égaliser au temps zéro les

flux monétaires des deux contreparties du contrat de longeévité.

2) Caractéristiques des forwards et swaps de survie évalués

Le sous-jacent des FS et SVS sera I’indice de survie de la population canadienne.
Plus exactement, nous aurons un IS spécifique a chaque sexe, puisque les taux de
mortalité des hommes et des femmes évoluent de maniére significativement
différente. Par conséquent, chaque contrat étudié est évalué séparément pour
chaque sexe. A Iinitiation des contrats de longévité, les deux populations initiales
sont respectivement de 10000 hommes et de 10000 femmes agés de 65 ans en
2011. A mesure que les années s’écoulent, les deux groupes vieillissent et leur
nombre de survivants respectif diminue. Ainsi, I’'ISA sera les prévisions faites au
début de I’année 2011 du total de personnes vivantes fin 2011, 2012, 2013, etc.
L’ISR, quant-a-lui, correspondra au nombre effectivement observé de survivants a
la fin de ces années-la. La population initiale est 4gée de 65 ans, car il s’agit de

I’age normal de départ a la retraite au Canada.

Plusieurs maturités sont envisagées pour les contrats de longévité. Les FS seront
évalués pour des échéances dans 5, 10, 15 et 20 ans, tandis que nous ne
considérerons que les SVS de maturité 10, 15 et 20 ans. Cette différence est

expliquée ci-apres. Dans le cas des différents forwards, les versements se font
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uniquement & maturité. Ainsi, les FS 5, 10, 15 et 20 ans donnent respectivement
lieu & des flux monétaires fin 2015, 2020, 2025 et 2030. Dans le cas des SVS, nous
avons choisi des versements quinquennaux uniquement. Prenons I’exemple d’un
SVS 10 ans ; celui-ci ne donnera alors lieu qu’a des paiements fin 2015 et 2020.
Par conséquent, un FS et un SVS 5 ans ne sont qu’un seul et méme contrat. Le
choix d’échange de flux monétaires uniquement a des intervalles de cinq ans se
justifie a 1’aide de deux arguments. D’une part, la mortalité est davantage volatile
a long terme qu’a court terme ; I’ISR peut se démarquer plus clairement de I’ISA
sur une période de cinq ans que sur une période plus courte. D’autre part,
I’application de la méthode d’évaluation de Wang est facilitée du fait du nombre

restreint d’échange de flux monétaires.

Figure 2 Flux monétaires d’un FS de maturité 15 ans

Note : dans un FS 15 ans, seul un échange de flux monétaires a lieu, et ce, a I’échéance du contrat.
N et 1T sont respectivement le notionnel et la prime d’évaluation du contrat, ’'ISA I’indice de
survie anticipé a I’initiation du contrat pour une cohorte de 10000 canadien(ne)s agé(e)s de 65 ans
en 2011, et I'ISR I’indice de survie réalisé aux dates de paiements pour cette méme cohorte.

N X (14 m) X 1SA5025

Agent voulant se »  Agent cherchant
couv_rlr contre le At =2025 une e_xposmon au
risque de risque de
longévité. < longévité.

Soient I’ISA; et ISR, les indices de survie anticipé et réalisé pour I’année t pour
une population initiale de 10000 personnes agées de 65 ans en 2011. Soit N le
notionnel du contrat. Les Figures 2 et 3 présentent les échanges de flux monétaires
ayant lieu respectivement dans un FS et un SVS de maturité 15 ans. lls sont
expliqués ci-dessus. En pratique, seule la différence entre les deux flux monétaires
est échangée a chaque période. Par exemple, dans le cas du FS 15 ans, la
contrepartie voulant se couvrir contre le risque de longévité recevra (paiera) si la

différence est positive (négative) :

N X ISRZOZS — N X (1 + T[) X ISA2025
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Figure 3

Flux monétaires d’un SVS de maturité 15 ans

Note : dans ce SVS 15 ans, les échanges de flux monétaires sont quinquennaux. N et 7T sont
respectivement le notionnel et la prime d’évaluation du contrat, 'ISA ’indice de survie anticipé a
I’initiation du contrat pour une cohorte de 10000 canadien(ne)s agé(e)s de 65 ans en 2011, et I'ISR

I’indice de survie réalisé aux dates de paiements pour cette méme cohorte.

N x (14 7) X ISAypq5

N X ISR3025

Agent voulant se »| Agent cherchant
couvrir contre le une exposition au
risque de At =2015 risque de
longévite. longévite.

N X ISR,015
N X (1 + 1) X ISAzp50
Agent voulant se »  Agent cherchant
couvrir contre le une exposition au
risque de At =2020 risque de
longévité longévité.

N X ISR020
N X (14 m) X 1SA5025
Agent voulant se » Agent cherchant
couvrir contre le N une exposition au
risque de At =2025 risque de
longévité. < longévite.
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3) Evaluation d'un FS et d’un SVS

Afin que le processus d’évaluation soit compréhensible, nous énoncons tout
d’abord les grandes étapes a suivre avant de les étudier plus en détail. Pour ce
faire, nous utilisons 1’exemple du FS 15 ans et du SVS 15 ans. Ces deux contrats

serviront par la suite a illustrer chacune des étapes d’évaluation.

Evaluer ces deux contrats équivaut a calculer la prime 7 par laquelle I'ISA doit
étre ajusté. Soit VA(.) la valeur actuelle d’un flux monétaire, c’est-a-dire sa valeur

au début de I’année 2011.
Etudions tout d’abord le cas du SVS 15 ans. Nous voulons que :
VA[(1 + ) X Patte fixe| = VA[Patte variable]

La prime mr étant identique pour chacune des périodes de paiement du SVS, nous

avons alors :
(1 + m) X VA[Patte fixe] = VA[Patte variable]
A I’aide des indices de survie, cette derniére équation s’écrit :

(14 m) XN X [VA(SAyp15) + VA(ISAzp00) + VA(ISAg25) ]
= N X [VA(ISS;015) + VA(ISS3020) + VA(ISS3025)]

Remarquons ici que nous avons utilisé 1’indice de survie simulé (ISS) moyen pour
la patte variable, et non I’indice de survie réalisé (ISR), puisque ce dernier est
inconnu a ’initiation du SVS. En effet, a I’initiation du contrat, le futur niveau de
I’ISR en 2015, 2020 et 2025 est simul¢ un grand nombre de fois. Une moyenne de
toutes les valeurs simulées est ensuite calculée. Il s’agit de I’'ISS moyen ; il se veut
une bonne approximation de I’'ISR qui sera observé dans le futur, et sert de base a
I’évaluation des FS et SVS.

Ainsi, la prime du SVS 15 ans est égale a :

_ VA(SS3015) + VA(ISSz020) + VAUSS2025)
VA(ISAz015) + VAISAz020) + VAISAz025)

s15
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Il s’agit & présent de déterminer le taux d’actualisation adéquat. A Dinitiation du
swap, I’ISA est connu avec certitude pour chacune des dates de paiements. En
effet, ce sont des prévisions faites début 2011 du nombre de survivants fin 2015,
2020 et 2025. IIs seront calculés a 1’aide de la Table RP-2000 et de facteurs
d’amélioration de la mortalité ; il s’agit d’une des principales méthodes utilisées
par les actuaires canadiens. Par conséquent, les flux monétaires calculés a partir

des ISA sont certains ; ils peuvent étre actualisés au taux sans risque.

En revanche, utiliser 1’ISS moyen comme approximation de I’ISR comporte un
risque : il existe une probabilité non nulle que I’ISR soit finalement différent de
I’ISS moyen fin 2015, 2020, 2025. La contrepartie offrant la couverture contre le
risque de longévité s’expose a la possibilité que I’ISS moyen soit inférieur a I’ISR,
ce qui lui générerait des flux monétaires négatifs plus importants que ceux
anticipés. Or, I’ISR n’est pas un actif transigé ; ce risque ne peut donc étre couvert
de la méme maniére qu’il le serait dans un marché complet. La contrepartie veut
étre alors remunérée pour cette éventualité. L’application de la transformation de
Wang permet d’obtenir un ISS moyen ajusté pour ce risque (ISSAR). L’ISSAR est
alors actualisable au taux sans risque. Soit ISSAR[ I’ISSAR a la fin de I’année ¢
pour I’évaluation d’un FS, quelle que soit sa maturité. Soit ISSARST ’ISSAR a la
fin de ’année t pour 1’évaluation d’un SVS de maturité T. En effet, les ISSAR ne
seront pas égaux pour les deux types de contrats. De plus, les ISSAR seront
différents dans le cas d’évaluation de SVS de maturités distinctes, ce qui ne sera
pas le cas pour les FS. Cette différence découle directement de I’application de la

transformation de Wang, expliquee plus tard dans ce travail.
Par conséquent, la prime du SVS 15 ans est égale a :

ISSARSYS.  ISSAR3LS, ISSARSSS:

as_ (A+n° T AN T T
[SAz015 1SA5020 ISAz025
(1+7r)> " (14+7r)1° " (14715

-1

+ +

De la méme maniere, la prime du FS 15 ans est égale a :
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ISSARJ s

LF15 _ (1+1r)° _1
ISA3025

(1+1r)°
Ici, seuls les indices de survie en 2025 sont considérés puisque le FS 15 ans ne
donne lieu a aucun échange de flux monétaires avant 2025. Les facteurs

d’actualisation peuvent ici se simplifier, et la prime est alors égale a :

ISSARJ s

f15 _
af15 =
15‘12025

C) Calcul de I’indice de survie anticipé

Les actuaires effectuent continuellement des prévisions sur les futurs taux de
mortalité ; ces anticipations leur permettent ensuite d’estimer les passifs futurs liés
aux versements des pensions. Dans le cadre de cette recherche, nous aurons donc

recours a la principale méthode utilisée par les actuaires pour calculer les ISA.

Selon IInstitut Canadien des Actuaires®, les projections doivent tenir compte
d’améliorations dans les taux de mortalité. En effet, ceux-ci ont largement diminué
par le passe et devraient poursuivre cette tendance en raison de progres sanitaires,
médicaux, etc. Deux méthodes sont alors envisageables. La premiere consiste a
utiliser des tables de mortalité générationnelles ; chaque génération a alors ses
propres taux de mortalite. La deuxiéme consiste a appliquer des facteurs
d’amélioration a une table de référence. Les tables génerationnelles étant peu

accessibles, nous utiliserons la deuxiéme technique dans ce travail.

La table de mortalité statique la plus récemment développée est la Table RP-2000 ;
Produite par la Société des Actuaires, elle contient des taux de mortalité de
référence pour 1’année 2000, classifiés par age et par sexe. Elle est accompagnee

de facteurs d’amélioration, appelés facteurs AA, qui permettent de prévoir au-dela

5 SOCIETE DES ACTUAIRES. « The RP-2000 Mortality Tables ».
<http://www.soa.org/files/pdf/rp00_mortalitytables.pdf>.


http://www.soa.org/files/pdf/rp00_mortalitytables.pdf
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de ’année 2000 les taux de mortalité spécifiques a chaque age et chaque sexe. A
partir de ces prévisions, il est ensuite possible de construite les ISA.

Soient mg, et sy, les taux de mortalité et taux de survie anticipés pour les
individus d’age x en t. La Table RP-2000 contient ainsi pour les deux sexes et
pour tout age les taux mg ,o00. Enfin, les taux de survie se déduisent des taux de

mortalité de la maniére suivante :
Sfcl-,t = 1 - mg',t

Soient AA, les facteurs d’amélioration pour les individus d’age x. Remarquons ici,
qu’afin de simplifier les équations, les notations utilisées sont les mémes pour les
hommes et les femmes, bien que les données soient différentes pour les deux

SEXeES.

Afin d’étre en mesure d’évaluer les FS et SVS, nous avons besoin de connaitre les
ISA aux dates de paiements possibles, soit fin 2015, 2020, 2025 et 2030.
Rappelons ici que la population de base est composée de 10000 hommes ou
femmes agés de 65 ans en 2011. lls seront alors agés de 66 ans en 2012, 67 en
2013, etc.

Le calcul des indices se fait en deux étapes. Tout d’abord, les taux de survie
doivent étre calculés, et ce, en utilisant la Table RP-2000 et les facteurs
d’amélioration :
a _ a — a 2011-2000
Se5,2011 = 1 — Mgs 2011 = 1 — Mgs 2000 X (1—AAgs)
a _ a _ a 2012—-2000
Se6,2012 = 1 — Mgg 2012 = 1 — Mg 2000 X (1 —AAg)
a _ a — a 2030-2000
Sga,2030 = 1 — Mgy 2030 = 1 — Mgy 2000 X (1 —AAg,)
Il est ensuite possible de calculer les ISA de la maniére suivante :

—_ a a a a a
ISA3015 = 10000 X Sg5 2011 X Se6,2012 X S67,2013 X S68,2014 X S69,2015

J— a a a a a
ISA3020 = ISA3015 X S70,2016 X $71,2017 X S72,2018 X 573,2019 X 574,2020

J— a a a a a
ISA3025 = ISA020 X 752021 X S76,2022 X $77,2023 X S78,2024 X 579,2025
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— a a a a a
ISA3030 = ISA2025 X Sg0,2026 X S81,2027 X 83,2028 X 583,2029 X S84,2030

Par exemple, I’ISA fin 2015 n’est autre que la taille de la population initiale
multipliée par les taux de survie correspondant a I’age des personnes pour chacune
des cing premiéres années : 2011, 2012, 2013, 2014 et 2015.

Les ISA des hommes et des femmes ne sont pas égaux car leur Table RP-2000 et

leurs facteurs d’améliorations sont différents.

Nous allons a présent expliquer le processus de calcul des ISS.

D) Calcul de I’indice de survie simulé

Le calcul des ISS se fait en deux temps. Il est tout d’abord indispensable d’estimer
séparément les paramétres du modéle de Lee et Carter pour les hommes et les
femmes canadiens. Une fois cette étape effectuée, il est possible de prévoir les

futurs taux de mortalité et d’en déduire les ISS.

1) Estimation du modéle de Lee et Carter

Les ISS se veulent une bonne approximation des indices de survie qui seront
réellement observés en 2015, 2020, 2025 et 2030. Afin de les calculer, nous avons
choisi d’utiliser le modéle de Lee et Carter. Nous posons ici comme hypothése
qu’il nous permettra d’obtenir des prévisions plus proches de la réalité future que
celles découlant de la méthode des actuaires. Cette proposition semble raisonnable
pour deux raisons. D’une part, les méthodes employées par les actuaires ont
historiquement donné des anticipations trés conservatrices, qui ont
considérablement surestimé les taux de mortalité. D’autre part, il a ét¢ démontré
que la mortalité suit un processus aléatoire. Ainsi, un modele stochastique, tel que
celui de Lee et Carter, semble préférable a une méthodologie non stochastique

telle que celle & laquelle les actuaires ont recours.
Le modeéle proposé par Lee et Carter (1992) se présente sous la forme :

ln(mx,t) = Ay + byk; + &5
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Le logarithme naturel du taux de mortalité en ’année t d’une personne d’age x
peut s’exprimer a 1’aide de trois termes. A chaque age est attribué une valeur a et
une valeur b, supposees constantes dans le temps. De plus, un coefficient k est
assigné a chaque année de données utilisée pour I’estimation. Toutefois, seule la
variable m, . est historiquement observable. Une régression linéaire classique ne

permet donc pas d’estimer le modele.

Pour résoudre cette difficulté, les auteurs ont imposé deux contraintes au modele :

La somme de tous les {b,} doit étre égale & un, tandis que la somme de tous les
{k.} doit étre égale a zéro. Chacune des variables du modéle posséde alors une

interprétation économique clairement définie.

La serie des {k;} s’apparente a un indicateur temporel du niveau de mortalité. Par
exemple, k, o0 Sera inférieur a k, s, Si en 2060 les taux de mortalité a tout age ont
globalement été plus faibles que ceux observés en 2050. Puisque la somme de tous
les {k.} doit étre nulle, les années pour lesquelles les taux de mortalité auront éte
les plus faibles se verront assigner des {k.} négatifs. Si une tendance décroissante
est observée dans la série historique des {k.}, cela signifie que les taux de
mortalité diminuent dans le temps. Les {b,} donnent la sensibilité des taux de
mortalité de chaque age a des changements dans les niveaux de mortalité
généraux. Pour un x donné, plus b est éleve, plus une variation des {k;} aura un
impact important sur les taux de mortalité a cet &ge. Enfin, les {a,} sont les
moyennes dans le temps des logarithmes naturels des taux de mortalité respectifs a

chaque age x.

Deux méthodes d’estimation ont été proposées par Lee et Carter. La premicre est

basée sur la méthode de la décomposition en valeur singuliere, tandis que la
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deuxiéme en est une approximation. Dans cette recherche, nous utiliserons cette

derniere, qui est plus intuitive. Le modéle s’estime alors en quatre étapes.

Premiérement, les {a,} sont, pour tout x, la moyenne dans le temps du logarithme
naturel des taux de mortalité a cet age. Soit n le nombre d’années de données

utilisé pour estimer le modele, alors :
1
a, = —z In(m, ), pour tout x.
n :
t

Deuxiemement, du fait que la somme des {b,} ait été fixée a un, une

approximation des {k;} peut étre calculée de la maniére suivante :
k, = z In(my;) — a, , pour tout t.
X

Troisiemement, les {b,} peuvent alors étre estimés a I’aide de régressions
linéaires, effectuées séparément pour tous les x. Soit Y,, une série temporelle

spécifique a chaque x, telle que :
Y, = ln(mx,t) —a,

Le vecteur Y, contient n éléments, soit le nombre d’années de données utilisé pour
estimer le modele. Alors, pour chaque x, nous effectuons une régression linéaire
sans constante, dans laquelle Y, est la variable dépendante, et la série des {k;} la
variable explicative. Ainsi, nous devons effectuer autant de régressions qu’il n’y a

de x.

Quatriemement, Lee et Carter suggerent de ré-estimer les {k.}, et ce, parce que
calculés de la sorte, ils ne permettent pas de générer les tables de vie réellement
observées. Celles-ci contiennent le nombre de déces observés pour chaque age et
chaque sexe. En effet, les {k;} ont été calculés en attribuant la méme importance
aux taux de mortalité de tous les ages. Cependant, la taille de la population differe
a tout age. Par conséquent, un méme taux de mortalité pour deux x différents ne
donnera pas necessairement le méme nombre de déces. Lee et Carter proposent

donc de ré-estimer les {k.} pour rectifier cette limite. Soit N, , la taille de la
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population d’age x en 1’année t. Soit D, le nombre de déces, tout age confondu, en

I’année t. Pour chaque t, il faut alors déduire par itérations le k associé, tel que :

D, = Z Ny ce®*hxke pour tout t,
X

En effet, e%*bxke permet de calculer le taux de mortalité des individus d’Age x en
I’année t. Ce taux est ensuite multiplié par le nombre d’individus de ce groupe, ce
qui permet d’obtenir le nombre de déceés en I’année t, parmi les individus d’age x.
Le méme calcul est effectué pour tous les x. La somme du nombre de décés a
chaque age en t permet d’obtenir le nombre de morts total durant cette année. Il
s’agit ensuite de retrouver le k de la période qui permette d’approcher le plus
justement possible du nombre de déces total réellement observé. Une nouvelle

recherche par itérations est effectuée pour chaque t.

Une fois ces quatre étapes terminées, nous connaissons les {a,}, {b,} et {k.} qui
permettent de modéliser le plus fidelement possible la surface de mortalité
observée. Cette derniere correspond aux différents taux de mortalité a travers le
temps et les &ges. Nous pouvons alors utiliser le modele pour prévoir les taux de

mortalité futurs.

2) Prévisions a [’aide du modeéle de Lee et Carter

Les {a,} et {b,} sont supposés fixes dans le temps par le modele de Lee et Carter.
Seuls les {k;} varient avec les années. Ainsi, faire des previsions des taux de
mortalité équivaut a prévoir les {k.} futurs, soient k,yq1, k2912, €tC. Puisqu’il
s’agit d’un série temporelle, les auteurs proposent d’utiliser un processus
autorégressif (ARIMA) afin de modéliser la série des {k.} et d’anticiper les futurs
niveaux de mortalité. Il sera alors possible a partir de ces derniers de calculer les
futurs taux de mortalité pour les ages souhaités. Plusieurs modeles ARIMA seront
testés dans ce travail pour modéliser les séries de {k,} relatives aux hommes et aux

femmes. Le plus performant uniguement sera retenu.
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Toutefois, prenons ici ’exemple que les {k;} suivent un processus autorégressif

d’ordre un avec constante. Ce modele AR(1) s’écrit alors :
kt = 9 + d)kt—l + gt, 0]:]. gt~ i.1. d N(O, 0-2)
avec ¢ < 1.

Pour commencer, 6 et ¢ doivent étre estimés a 1’aide d’une méthode des moindres

carrés non linéaire, et la variance des résidus &, calculée.

Il est ensuite possible de simuler une multitude de trajectoires possibles pour les
futurs k. Une trajectoire de k comprend vingt valeurs, une pour chaque année
comprise entre 2011 et 2030. Prenons I’exemple d’une entre elle. Au début de
I’année 2011, k,0,0 €St supposé étre connu. En revanche, k,p11, ko012, €tC.

doivent étre simulés. Nous avons alors :

ko011 = 0 + dkao10 + E2011

ko012 = 0 + dkoor1 + Er012

k2030 = 0 + Pkaozo + 030

oU &911, £2012, etc. sont des tirages indépendants d’une loi Normale de moyenne

nulle et de variance o2, o2 étant la variance des résidus du modéle AR(1).

Remarquons ici que k,q;, est simulé & partir de la valeur k,q,,. Simulée pour cette

méme trajectoire. Il en va de la méme logique pour les k suivants.

Une fois les différentes trajectoires simulées, il est possible d’en déduire des
trajectoires de taux de survie. Soit 5%, le taux de survie simulé pour une personne
d’age x en I’année t. Puisque la population initiale est 4gée de 65 ans en 2011,

nous calculons pour chaque simulation les valeurs suivantes :
~T _ T
S65,2011 = 1 — exp(aes + beskz011)

§g6,2012 =1— exp(age + b66E2012)
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§§4,2030 = 1—exp(ag, + b84E2030)

Il est ensuite possible de calculer I’ISS fin 2015, 2020, 2025 et 2030 pour chaque

trajectoire :

— ar ar ar ar ar
1553015 = 10000 X Sgs52011 X Sp6,2012 X S67,2013 X S68,2014 X S69,2015

— ar T T ar ar
1585020 = 1552015 X $70.2016 X $71,2017 X $72,2018 X $73,2019 X 5742020

_ ~h,r ~h,r ~h,r ~h,r ~h,r
1552025 = 1552020 X 575 2021 X 5762022 X 5772023 X 5782024 X 5792025

_ ~hr ~hr ~hr ~hr ~hr
1553030 = 1552025 X Sg0,2026 X S81,2027 X S82,2028 X 5832029 X S84,2030

Les ISS des hommes et des femmes ne sont jamais supposés étre égaux. En effet,
le modéle de Lee et Carter est estimé séparément pour les deux sexes. Les {a,},

{b,} et {k,} sont donc différents, ce qui donne lieu a des prévisions distinctes.

Au final, nous obtenons autant de valeurs possibles pour I’ISS fin 2015, 2020,
2025 et 2030 que nous ne simulons de trajectoires différentes pour les k. Le niveau
de I’ISS a la fin de chacune de ces quatre années peut donc étre considéré comme
une variable aléatoire. Nous avons ainsi quatre variables aléatoires, correspondant
respectivement au niveau de I’ISS fin 2015, 2020, 2025 et 2030. Etant donné que
la taille de la population initiale est de 10000 personnes, ces variables prennent des

valeurs uniquement comprises entre 0 et 10000.

Soulignons ici que les simulations des k sont effectuées sous une mesure
historique. Elles ne pouvaient pas étre réalisées sous la mesure risque-neutre,
puisque celle-ci est non unique en raison du caractére incomplet du marché. Dans
le cas risque-neutre, il suffirait d’effectuer les moyennes de I’ISS fin 2015, 2020,
2025 et 2030 pour toutes les trajectoires, et de les actualiser au taux sans risque
pour évaluer les FS et SVS. Dans notre cas, nous allons avoir recours a la
transformation de Wang afin d’ajuster pour le risque les valeurs prises par les ISS,

de manicre a ce qu’elles puissent finalement étre actualisées au taux sans risque.
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E) Calcul de I’indice de survie simulé et ajusté pour le risque

La transformation de Wang se base sur une distorsion de la fonction de
distribution cumulative (FDC) d’une variable aléatoire X, de fagon & obtenir une
nouvelle FDC ajustée pour le risque. Soit Fyx(x) la FDC de la variable X, et F(x),

celle obtenue apres application de la transformation. Alors,
F*(x) = @[ Y(F(x)) — 4]

ou & est la fonction de distribution cumulative de la loi normale standard, et A la

prime de risque adaptee a la variable aléatoire X.

Cette formule est applicable dans le cas d’une variable aléatoire unique, ou bien
dans le cas de variables aléatoires indépendantes auxquelles la transformation peut

étre appliquée de facon séparée.

Soient X;, X,, X3 et X, P’écriture sous forme de variables aléatoires de I’ISS

respectivement fin 2015, 2020, 2025 et 2030.

Dans le cas des FS, il n’y a qu’un seul échange de flux monétaires a 1’échéance.
Par conséquent, nous pouvons appliquer la transformation de Wang (2000). Pour

un FS 15 ans, nous avons alors :
FL(x) = [cb-l (FX3 (x)) - /13]
ou A5 est la prime de risque considérée pour I’incertitude entourant 1’ISS fin 2025.

Dans le cas d’un swap vanille de survie, prenons 1’exemple d’un SVS 15 ans.
Trois échanges de flux monetaires seront alors effectués ; ils dépendront de I’ISR
fin 2015, 2020 et 2025. Or, ces trois valeurs de I’ISR sont corrélées. Par exemple,
plus le nombre observé de survivants fin 2020 sera faible, plus celui observe fin
2025 le sera également. Par conséquent, les trois variables aléatoires X;, X, et X;
sont dépendantes, et la méthodologie présentée dans Wang (2000) ne s’applique

pas.
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Toutefois, Wang (2007) propose une extension du modele dans le cas ou les
variables aléatoires considérées ne sont pas indépendantes. La transformation

s écrit alors :
Fy () = @ [0 (Fy,(0)) - 6]
OU IBl' = Z‘Ile pXi,Xj/lj

Les variables aléatoires X; doivent étre caractérisées par une copule Normale de

corrélation.

Plus précisément dans le cas d’un SVS 15 ans, nous avons :
FE () = @ |07 (Fy, (1) — B2, 00 B1%5 = A4 + py, Az + Py, s

FE () = @ |07 (Fy, (1) — B8], 00 B85 = 2, + pry s + Py s

FE5 () = @ |07 (Fy, (1) — B, 00 55 = 45 + pyy iy s + Py, 2

Cette méthode permet de fixer la prime A a des niveaux différents pour chaque
date considérée de I’ISS. Il sera par exemple possible d’assigner une prime de
risque plus importante pour I’ISS fin 2030 que I’ISS fin 2015. Par ailleurs, notons
que la FDC ajustée pour le risque de I’ISS fin 2025 sera différente pour le FS 15
ans et le SVS 15 ans. De méme, elle sera différente entre un SVS 15 ans et un SVS
20 ans, puisque des termes de corrélation avec la variable X, se rajouteront alors

aux calculs des S.

I1 apparait clairement qu’il est indispensable de connaitre les FDC des variables
aléatoires pour étre en mesure d’appliquer la transformation de Wang. Celles-ci
peuvent étre estimées a 1’aide des nombreuses valeurs simulées pour 1’ISS fin
2015, 2020, 2025 et 2030. Tel que nous I’avons mentionné précédemment, 1’ISS
est toujours compris entre 0 et 10000. Pour chacune des quatre années, il est donc
possible d’effectuer un décompte du nombre de fois sur le total des trajectoires ou
I’indice a été inférieur ou égal a j, avec j compris entre 0 et 10000. Une fois le
décompte effectué, il est divisé par le nombre de trajectoires simulées. Nous

obtenons alors, pour tout j compris entre 0 et 10000, la probabilité que le nombre
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de survivants soit inférieure ou égale a j, ce qui equivaut a une fonction de

distribution cumulative de I’ISS considéré.

Une fois les FDC de I’ISS fin 2015, 2020, 2025 et 2030 estimees, il suffit
d’appliquer la transformation de Wang expliquee ci-dessus. Il faut ensuite calculer
I’espérance du nombre de survivants simulé et ajusté a chaque date de paiement,
soient I’ISSAR.

Dans le cas du FS 15 ans, nous aurons alors :

10000
ISSARJ,s = 10000 — j F{ (x)dx
0

Dans le cas du SVS 15 ans, il s’agira de :

10000
ISSARSYS: = 10000 — f FZ15 (x)dx
0

10000
ISSARSLS, = 10000 — J FE15(x)dx
0

10000
ISSARSYS: = 10000 — f FZ15 (x)dx
0
Enfin, telle qu’écrite plus haut dans ce travail, la prime m du FS 15 ans s’écrit

alors :

ISSAR],.
ISA3025

f15 _

Par ailleurs, la prime = du SVS 15 ans s’écrit :

ISSAR3S3s | ISSARSSS, | ISSARSES:
a5 (415 T A+ T A+nt
[SA3015 | ISAz020 | [SAz055
1+7r)5 A+ " A+

1
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V- Application du modeéle

A) Calcul de I’indice de survie anticipé

Tel qu’expliqué ci-dessus, I’ISA se calcule gréce a la Table RP-2000. Toutefois, il
eXiste plusieurs de ces tables. La premiére est calculée a partir d’une population de
personnes dites actives par opposition aux personnes dites retraitées ; elle contient

des taux de mortalité pour les &ges compris entre 1 et 70 ans. La deuxiéme, est

Table 1 Table RP-2000 et facteurs d’amélioration AA pour les hommes
et les femmes

Note : la Table RP-2000 contient les taux de mortalité (mg ;) proposés comme référence pour
I’année 2000 par la Société des Actuaires. Ils sont regroupés par age x et par sexe. Il est possible de
leur appliquer des facteurs d’amélioration (AA) afin de prévoir les taux de mortalité des années
suivantes (¢1) : m%,; = m% 999 X (1 — AA, )!172000,

A Hommes Femmes
ge Table RP-2000 AA Table RP-2000 AA
65 0,013419 0,014 0,010364 0,005
66 0,014868 0,013 0,011413 0,005
67 0,016460 0,013 0,012540 0,005
68 0,018200 0,014 0,013771 0,005
69 0,020105 0,014 0,015153 0,005
70 0,022206 0,015 0,016742 0,005
7 0,024570 0,015 0,018579 0,006
72 0,027281 0,015 0,020665 0,006
73 0,030387 0,015 0,022970 0,007
74 0,033900 0,015 0,025458 0,007
75 0,037834 0,014 0,028106 0,008
76 0,042169 0,014 0,030966 0,008
77 0,046906 0,013 0,034105 0,007
78 0,052123 0,012 0,037595 0,007
79 0,057927 0,011 0,041506 0,007
80 0,064368 0,01 0,045879 0,007
81 0,072041 0,009 0,050780 0,007
82 0,080486 0,008 0,056294 0,007
83 0,089718 0,008 0,062506 0,007
84 0,099779 0,007 0,069517 0,007

déduite a partir d’un groupe d’individus retraités et en santé ; elle contient les
données pour les personnes agées de 50 a 120 ans. Enfin, la troisiéme table est une

combinaison des deux premieres ; elle contient ainsi des taux de mortalité pour
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tout &ge compris entre 1 et 120 ans. Dans cette étude, nous nous intéressons
principalement aux personnes retraitées de la tranche d’ages 65-89 ans. Par
conséquent, la deuxieme table proposée par la Société des Actuaires semble étre la

plus pertinente a utiliser.

La Table RP-2000 choisie, ainsi que les facteurs d’amélioration qui nous
intéressent, sont présentés dans la Table 1. Les taux de mortalité des hommes sont
systématiquement supérieurs a ceux des femmes. Plus 1’age considéré augmente,
plus cet écart a tendance a se creuser. Il est par exemple de 50 points de base (PB)
a 70 ans versus 302 PB a 84 ans. Toutefois, les facteurs d’amélioration des

hommes sont également au-dessus de ceux des femmes. Ils peuvent étre jusqu’a

Table 2 Nombre de survivants anticipé

Note : les {s%.} sont les taux de survie calculées pour une cohorte de canadien(ne)s agé(e)s de 65
ans en 2011, 66 en 2012, etc. a I’aide de la Table RP-2000 et des facteurs AA. L’ISA est I’indice de
survie qui peut étre déduit pour cette cohorte, lorsque la taille initiale de cette derniére est fixée a
10000 individus début 2011.

: ) ~ St ISA
Finde ’année  Age ’
Hommes Femmes Hommes Femmes

2011 65 0,9885 0,9902 9885 9902
2012 66 0,9873 0,9893 9759 9796
2013 67 0,9861 0,9883 9624 9680
2014 68 0,9851 0,9872 9480 9556
2015 69 0,9837 0,9859 9326 9422
2016 70 0,9826 0,9845 9163 9276
2017 71 0,9810 0,9832 8989 9121
2018 72 0,9792 0,9815 8802 8952
2019 73 0,9772 0,9799 8602 8772
2020 74 0,9749 0,9779 8386 8578
2021 75 0,9719 0,9763 8150 8374
2022 76 0,9691 0,9740 7898 8157
2023 77 0,9653 0,9710 7624 7920
2024 78 0,9610 0,9682 7327 7668
2025 79 0,9561 0,9652 7005 7401
2026 80 0,9504 0,9618 6657 7118
2027 81 0,9436 0,9580 6282 6819
2028 82 0,9357 0,9538 5878 6504
2029 83 0,9289 0,9490 5460 6172
2030 84 0,9192 0,9437 5019 5825

trois fois plus élevés que ceux des femmes, comme c’est le cas a 70 ans. Par

conséquent, la méethode des actuaires suggere que les taux de mortalités des
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hommes sont supérieurs a ceux des femmes, mais qu’a ’avenir ils devraient

diminuer plus rapidement que ceux de ces derniéres.

La Table 2 présente les taux de survie, ainsi que les valeurs de I’ISA pour chaque
année comprise entre 2011 et 2030. Toutefois, seules les valeurs de I’indice fin
2015, 2020, 2025 et 2030 seront utilisées dans 1’évaluation des FS et SVS. Bien
que les facteurs d’amélioration soient plus élevés pour le sexe masculin que
féminin, les taux de survie de ce premier demeurent systématiquement inférieurs a
ceux des femmes. Par conséquent, a mesure gue les années s’écoulent, 1’écart entre
le nombre de survivants masculins et féminins se creuse. En 2030, environ 50%
des hommes sont toujours en vie, tandis que la statistique s’¢léve a 58% pour les

femmes.

B) Estimation des parametres du modéle de Lee et Carter

1) Données

Afin de pouvoir estimer les paramétres du modele de Lee et Carter, trois bases de
données historiques sur la population canadienne sont nécessaires : les taux de
mortalité et le nombre d’individus pour chaque age et chaque sexe, ainsi que le
nombre de déces total par sexe. Ces informations sont disponibles annuellement

dans la Human Mortality Database.

Tel que nous I’avions montré dans la premiére partie de ce travail, les taux de
mortalité ont eu tendance a évoluer difféeremment a partir de la deuxiéme moitié du
XXéme siecle. C’est pourquoi, seules les données de mortalité a partir de 1950
vont étre utilisées pour estimer le modéle. En outre, la Human Mortality Database
n’est a cette date pas complétée pour les années 2008, 2009, et 2010. Ce probléme
sera contourné par la suite. Par consequent, nous possédons 58 années de données.
Par ailleurs, le modéele sera estimé pour des tranches d’ages de cing ans, et non
pour chaque age pris séparément. Ceci permettra de réduire le nombre de
parametres a estimer comparativement au nombre d’années de données. En effet,

nous aurons cing fois moins de {a,} et {b,} & évaluer. Enfin, la derniére tranche
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d’ages sera celle des 85-89 ans. Au-dela de 90 ans, la population est bien moins
nombreuse, ce qui rend les données historiques beaucoup plus variables d’une

année a ’autre.

Les bases de données utilisées sont présentées en annexe.

2) Estimation des parameétres

La premicre étape d’estimation du modele de Lee et Carter consiste a calculer les

{a,} al’aide de I’équation suivante :

1
a, = ZZ In(m, ), pour tout x.
t

Table 3 Parametres {a,} calculés pour les hommes et les femmes

canadiens
Note: les {a,} sont calculés pour la population canadienne, et sont égaux a:

1 ) \
a, = ;Ztln(mx‘t) ,pour tout x. lls s’interprétent comme la moyenne dans le temps du
logarithme naturel des taux de mortalité a I'dge x.

Tranches d’age @

Hommes Femmes
0 -4,2700 -4,4964
1-4 -7,3458 -7,5519
5-9 -7,9421 -8,2920
10-14 -7,9143 -8,3836
15-19 -6,8533 -7,7440
20-24 -6,5766 -7,6583
25-29 -6,6727 -7,5385
30-34 -6,5712 -7,2635
35-39 -6,3032 -6,8557
40-44 -5,9034 -6,4109
45-49 -5,4306 -5,9402
50-54 -4,9330 -5,4943
55-59 -4,4516 -5,0527
60-64 -3,9834 -4,6014
65-69 -3,5455 -4,1394
70-74 -3,1131 -3,6558
75-79 -2,6693 -3,1299
80-84 -2,2302 -2,6142
85-89 -1,7902 -2,0881

La Table 3 regroupe les {a,} par tranches d’ages de cinq ans pour les hommes et

femmes canadiens. Les {a,} calculés pour la population masculine sont
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systématiquement supérieurs a ceux de la population féminine ; ainsi, quelques
soit la tranche d’ages étudiée de 0 a 89 ans, les taux de mortalité des hommes ont
été en moyenne supérieurs a ceux des femmes. Ce résultat est en ligne avec le fait
que I’espérance de vie des femmes a été nettement plus grande que celle des
hommes sur le dernier siecle. Par ailleurs, les {a,} sont une fonction croissante de
x, ce qui reflete fidelement 1’augmentation attendue de la mortalité a des ages plus
grands. En outre, remarquons que les taux de mortalités a I’age 0 sont

particulierement éleves, reflétant les événements médicaux tels que la mort

soudaine du nourrisson.

La deuxiéme étape consiste a calculer les {k.} de la maniére suivante :

k, = Z ln(mx,t) —a, ,pour tout t.
X

Figure 4 {k.} estimés pour les hommes et les femmes canadiens
Note : les {k;} sont calculés a I’aide de la formule suivante : k, = )}, ln(mx,t) — ay, pour tout t.
IIs s'interprétent comme un indicateur temporel du niveau de mortalité.

15 T T T T T
k estimés pour les hommes
****** k estimés pour les femmes

_15 r r r r r
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010
Années

Les valeurs des {k;} de 1950 a 2007 sont transcrites en annexe, et représentées sur
la Figure 4. Tant pour les hommes que pour les femmes, les {k;} sont caractérisés
par une tendance décroissante trés marquée, s’interprétant comme une diminution

des taux de mortalité de 1950 a 2007. De plus, la pente est davantage inclinée pour
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les femmes que pour les hommes; la mortalit¢ s’est donc améliorée plus

rapidement pour la population féminine que pour celle masculine.

La troisiéme étape est 1’estimation des {b,} a 1’aide de régressions linéaires,

différentes pour chaque tranche d’ages, des Y, sur les k. tels que:

Y, = ln(mx,t) —a,

Table 4 Estimation des {b,} pour la population canadienne masculine et
féminine
Note : chaque b, est le résultat d’une régression différente des ¥, = ]n(mx_t) —a, sur les {k}.

Les {b,} donnent la sensibilité des taux de mortalité de chaque &ge a des changements dans les
niveaux de mortalité agréges.

hes d°4 Hommes Femmes

franches ddges SEC R? by SEC R?

0 0,1144 2,7200 0,9123 0,1067 0,8733 0,9700
1-4 0,1103 1,0140 0,9629 0,1046 0,2401 0,9912
5-9 0,1094 0,3839 0,9854 0,0902 0,6138 0,9705
10-14 0,0811 0,2820 0,9806 0,0661 0,3699 0,9670
15-19 0,0441 0,9544 0,8148 0,0389 0,5505 0,8726
20-24 0,0452 0,3626 0,9243 0,0454 0,3001 0,9446
25-29 0,0382 0,1357 0,9589 0,0518 0,1859 0,9728
30-34 0,0351 0,2460 0,9153 0,0504 0,1220 0,9810
35-39 0,0376 0,2090 0,9360 0,0491 0,1236 0,9798
40-44 0,0448 0,1170 0,9738 0,0470 0,0970 0,9826
45-49 0,0496 0,1212 0,9777 0,0443 0,0687 0,9861
50-54 0,0514 0,1202 0,9794 0,0410 0,0642 0,9849
55-59 0,0490 0,1162 0,9781 0,0395 0,0429 0,9891
60-64 0,0453 0,1222 0,9732 0,0397 0,0470 0,9881
65-69 0,0392 0,1761 0,9498 0,0395 0,0570 0,9855
70-74 0,0337 0,1610 0,9384 0,0402 0,0560 0,9862
75-79 0,0297 0,0909 0,9544 0,0413 0,1033 0,9762
80-84 0,0229 0,0941 0,9232 0,0345 0,0617 0,9796
85-89 0,0190 0,0862 0,9008 0,0290 0,0830 0,9619

La Table 4 regroupe les {b,} estimés pour les hommes et les femmes canadiens,
ainsi que la somme des erreurs au carré (SEC) et le R2 de chaque régression
effectuée. Tous les {b,} prennent des valeurs tres significatives. En effet, pour tout

x, la p-value est nulle pour le test d’hypothéses :
Hy: b, =0et Hy: by #0

Par conséquent, les p-values n’ont pas été transcrites dans le tableau. D’aprés ces

résultats, les trés jeunes ages des deux sexes ont été les plus sensibles a la
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diminution du niveau général des taux de mortalité. En outre, pour les cinq
tranches d’ages les plus €levées, les taux de mortalité des femmes ont montré plus
de sensibilité que ceux des hommes aux changements des {k,}. Concernant la
qualité de la régression, les R2 sont tres éleves ; ils sont dans la majorité des cas
supérieurs a 90%. Aussi, les SEC) de chacune des régressions sont relativement

faibles, et ce, surtout a partir de 40 ans.

Dans un quatriéme temps, Lee et Carter proposent de ré-estimer les {k.} de

maniere itérative tel que :

D, = Z N, e®*bxke pour tout t.
X

Figure 5 {k,} estimés et re-estimés pour les hommes canadiens

Note : les {k,} ré-estimés de la population canadienne masculine sont obtenus par une procédure
itérative, telle que: D, =Y, N,,e%*Pxkt pour toutt. N, est la taille de la population
masculine d’age x en ’année t et D, le nombre de décés, tout dge confondu, en I’année t. Ils
s’interprétent comme un indicateur temporel du niveau de mortalité.

10 T T T T |y
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Les résultats numériques sont présentés en annexe. Les Figures 5 et 6 permettent
de comparer respectivement pour les hommes et les femmes les deux séries de
{k:}. Dans le cas des hommes, la courbe des {k;} reé-estimés se situe
principalement au-dessus de celle des premiers {k;} calculés ; la seconde série

suppose donc des niveaux de mortalité historiques plus élevés. Toutefois, depuis
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les années 2000, nous pouvons observer la situation inverse. L’écart est d’autant

plus creusé pour les derniéres années d’observation.

Dans le cas des femmes, les {k.} ré-estimés de situe alternativement au-dessus et
en-dessous de la courbe des premiers {k.} calculés. En outre, tout comme pour les
hommes, les {k.} ré-estimes a partir du milieu des années 2000 sont inférieurs a la
premiere serié calculée. Par conséquent, les prévisions des futurs {k.} faites a
partir des séries ré-estimées donneront probablement des niveaux de mortalité

futurs plus faibles que si nous utilisions les séries initiales.

Figure 6 {k,} estimés et re-estimés pour les femmes canadiennes
Note : les {k,} ré-estimés de la population canadienne féminine sont obtenus par une procédure
itérative, telle que : D, = Y, N, ,e%*bxk pour tout t. N, est la taille de la population féminine
d’age x en ’année t et D, le nombre de décés, tout dge confondu, en ’année t.

15 T T T T T
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****** k ré-estimés
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3) Modélisation des {k,}

La cinquieme et derniére étape d’estimation du modéle de Lee et Carter consiste a
modéliser sous forme d’une série temporelle les {k,} ré-estimés pour les hommes

et les femmes canadiens.
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Lee et Carter (1992) proposent d’utiliser le modéle AR(1) suivant :
kt = 9 + kt—l + St,Ofl £t~ l ld N(0,0-z)

Toutefois, nous avons testé plusieurs variantes de processus AR(1). Leur
performance respective sont jugées a 1’aide des critéres d’information Akaike
(AIC) et Bayesian (BIC). Ces derniers permettent de comparer plusieurs modeles
sur la base de la somme des résidus au carré et du nombre de parametres a
estimer : plus le critére prend une valeur petite, plus le modele est performant. Le
critere BIC peénalise davantage que I’AIC I’ajout de variables explicatives. Il
permet ainsi d’obtenir des modéles plus parcimonieux. Les différents modéles
testés ont été estimés a I’aide de la méthode des moindres carrés non linéaire dans
RATS.

Table 5 Modeles de series temporelles testés pour la population
masculine, et coefficients AIC et BIC associés

Note : les modeles ont été appliqués a la série des {k,} ré-estimes des hommes, et régressé dans
RATS aI’aide d’une méthode des moindres carrés non linéaire. AIC et BIC sont respectivement les
critéres d’information Akaike et Bayesian.

Modéles Description du modéle AIC BIC
N°L1:k, = Pk q + & AR(1) sans constante, et ¢ < 1 -1,3165 -1.2807
N°2:ky=0+ki 1 +& AR(1) avec constante, et ¢ =1 -1.9723 -1.9365
N°3:k, =0+ ¢pk,_y +&  AR(1) avec constante, et p < 1 -2.2240 -2.1523
N°4 : k, = 8t + ¢pk,_, + &  AR(1) sans constante, ¢ < 1, et -2.2329 -2.1612
tendance linéaire
N°5:k, =0+ 6t + AR(1) avec constante, ¢ < 1, et -2.2015 -2.0940
dki1 + & tendance linéaire
N°6 AR(1) sans constante, ¢ < 1, et bris -2.2519 -2.1443
structurel
N°7 AR(1) avec constante, ¢ < 1, et bris -2.2788 -2.1354
structurel

Pour la série {k;} des hommes, nous observons une forte tendance baissiére, ainsi
que la présence d’un léger bris structurel au milieu des années 1970. En effet, a
partir de 1975, la pente négative semble étre plus prononcée. Par conséguent, nous
avons décidé de tester sept processus AR(1) différents. La Table 5 contient une
description de ces modeles, ainsi que les criteres AIC et BIC qui y sont associés.

Selon I’AIC, le modéle n°7 serait le plus performant : un AR(1) avec constante, et
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tenant compte du bris structurel. En outre, le BIC incite a choisir le modéle n°4 :
un AR(1) sans constante, mais tenant compte d’une tendance linéaire. Nous avons
choisi de retenir ce dernier plutét que le n°7 afin de suivre le principe de
parcimonie : en effet, deux paramétres en moins sont a estimer, ce qui s’est reflété

dans la valeur du BIC.

Pour le modéle n°4, § = —0,0128 et ¢ = 0,9967. Les p-values associées aux
deux tests suivants :

{H0:5:0 {H0¢=0

Hl: 6 * O Hl: ¢ * O
sont égales a zéro, ce qui permet de rejeter H,. Par conséquent, les deux
coefficients sont tres significatifs. Par ailleurs, la valeur prise par ¢ est
particulierement élevée ; il semble donc exister une trés forte autocorrélation dans
les {k.}. Aussi, le coefficient de tendance est négatif, ce qui était & attendu en
raison de la caractéristique baissiére de la série. Enfin, selon le R%, ce modeéle

permet d’expliquer 99,74% de la variance de la série.

Les résidus du modele n°4 ont un écart-type de 31,90%, et une moyenne de 0,0422
non significativement différente de zéro. Par ailleurs, la distribution des résidus
s’approche d’une loi Normale selon les statistiques suivante. Premiérement, le
coefficient d’asymétrie (Sk) est de -0,1341, indiquant une légére asymétrie
négative. Pour le test Hy: Sk = 0 et Hy: Sk # 0, la p-value est de 0,6872, ce qui ne

permet pas de rejeter I’hypothese nulle.

Deuxiemement, le coefficient d’aplatissement en excés® (Ku) est de 0,8864. Les
queues de la distribution des résidus sont donc légérement plus épaisses que celles
d’une distribution Normale. Toutefois, pour le test Hy: Ku = 0 et H;: Ku # 0, la
p-value est de 0,1994, ce qui ne permet pas de rejeter I’hypotheése nulle. Par

conséquent, ces deux coefficients sont non significativement différents de zéro.

® Le coefficient d’aplatissement en excés correspond & ’écart par rapport au coefficient
d’aplatissement d’une loi Normale, égal a 3.
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Troisiemement, la statistique de Jarque-Bera (JB) est de 2,0370, et pour le test
Hy:JB =0 et Hy: JB # 0, la p-value est de 0,3611. L’hypothése nulle n’est donc
pas rejetée. Ces trois statistiques permettent de confirmer que la distribution des
résidus peut étre considérée comme suivant une loi Normale de moyenne nulle et
d’écart-type 31,90%. Enfin, nous avons calculé la statistique Ljung-Box 15
(LB15) afin de savoir s’il y a toujours présence d’autocorrélations dans les résidus,
et ce jusqu’a 15 retards. Elle est égale a 16,9290, et le test d’hypothéses
Hy: LB15 = 0 et Hy: LB15 # 0 obtient une p-value de 0,3231. Ainsi, il n’y a plus
d’autocorrélations dans les résidus. Le modéle estimé permet donc de capter la
majorité de D’autocorrélation présente dans la série des {k.} des hommes

canadiens.

Pour la série {k;} des femmes, nous observons une tendance baissiére, sans aucun
bris structurel apparent. Nous avons testé cing processus pour les femmes. La
Table 6 regroupe ces différents modeéles, ainsi que leurs AIC et BIC respectifs. Ici
les deux criteres nous incitent a choisir le modéle n°5 : un processus AR(1) avec

constante et présence d’une tendance.

Table 6 Modeéles de séries temporelles testés pour la population
féminine, et coefficients AIC et BIC associés

Note : les modéles ont été appliqués a la série des {k,} ré-estimés des femmes, et régressé dans
RATS aI’aide d’une méthode des moindres carrés non linéaire. AIC et BIC sont respectivement les
critéres d’information Akaike et Bayesian.

Modéles Description du modeéle AIC BIC

N°Ll:k, = pkeq + & AR(1) sans constante, et ¢ < 1 -1,2213 -1,1854

N°2:k;=0+k_1+¢ AR(1) avec constante, et ¢ =1 -2,0604 -2,0245

N°3:k, =0+ ¢k, +&  AR(1) avec constante, et ¢ < 1 -2,0350 -1,9633

N°4 : k, = 8t + ¢pk,_, + &  AR(1) sans constante, ¢ < 1, et -2,0696 -1,9979
tendance linéaire

N°5:k, =0+ 6t + AR(1) avec constante, ¢ < 1, et -2,1395 -2,0319

bk + & tendance linéaire

Pour le modele n°5, 6 = 2,4940, § = —0,0948 et ¢ = 0,7539. Les tests de
significativité donnent respectivement des p-values de 0,0178, 0,0063 et 0. Les
trois coefficients sont donc trés significatifs. Le R? s’¢éléve a 99,74%. La constante

est relativement ¢élevée comparativement a la valeur nulle qu’elle prend pour la
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série des homes. Le coefficient de tendance est négatif tout comme dans le cas de
la population masculine. Enfin, le coefficient autorégressif est bien plus faible

pour les femmes que pour les hommes.

Les résidus du modele n°5 ont une moyenne nulle et un écart-type de 32,84%. Par
ailleurs, la distribution des résidus s’approche d’une loi Normale. Les coefficients
Sk et Ku sont respectivement de -0,0935 et -0,3285, ce qui est caractéristique
d’une distribution ayant une asymétrie négative et des queues moins épaisses que
celles d’une loi Normale. Toutefois, les tests de significativité de ces deux
coefficients donnent respectivement des p-values de 0,7789 et 0,6343 ; ils ne sont
donc pas significativement différents de zéro. De plus, la statistique JB est de
0,3394 et est non différente de zéro selon sa p-value de 0,8439. Par conséquent, les
résidus suivent une distribution approximativement Normale de moyenne 0 et
d’écart-type 32,84%. Enfin, la statistique LB15 est de 15,8431, et non

significativement différente de zéro avec une p-value de 0,3925.

C) Estimation des fonctions de distribution cumulatives

relatives a 1’indice de survie simulé

1) Simulation des {k,}

Une fois le modeéle de Lee et Carter estimé, et les {k;} modélisés, il est possible de
simuler les futurs taux de mortalité. Tout d’abord, il faut construire plusieurs
trajectoires possibles pour les k des vingt prochaines années: 2011, 2012, ...
2030.

Dans le cas des hommes, le modele autorégressif choisi est le suivant :

k. = —0,0128t + 0,9967k,_, + & avec &,.~N(0; 0 = 0,3190)
Le vecteur t permet de tenir compte de la présence d’une tendance linéaire. Il
prend la valeur de 1 en 1950, 2 en 1951, ... 61 en 2010, 62 en 2011, etc. Pour

simuler k,414, NOUS avons besoin de connaitre k,y10. OF, les bases de données de

mortalité sont longues a actualiser. Par conséquent, seules les données jusqu’en
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2007 sont disponibles. Nous avons donc effectué des prévisions des k,008, k2009,
et k010 de la maniére suivante :

ky008 = —0,0128 X 59 + 0,9967 X ky007

ky000 = —0,0128 X 60 + 0,9967 X ky0s

k010 = —0,0128 X 61 + 0,9967 X ky09

Nous obtenons alors k,qos = —14,6282, k009 = —15,3465, €t k,y,, = —16,0753.

Il est ensuite possible de simuler les kyo11, k3012, €tc. en procédant de la fagon

suivante :

ky011 = —0,0128 X 62 + 0,9967 X k010 + 2011

];2012 = _0,0128 X 63 + 0,9967 X 122011 + 52012

]‘é2030 = _0,0128 X 81 + 0,9967 X ];2029 + 52030

aveC &011, &012- --- £2030 dES tirages indépendants d’une loi Normale de moyenne
nulle et d’écart-type 31,90%. Il s’agit des caractéristiques de la distribution des
résidus du processus AR(1) utilisé pour modéliser la série {k;} des hommes. Une
trajectoire de k est un vecteur comprenant une valeur possible pour k11, k2012
... et ky030. Nous avons simulé 200000 trajectoires de k, ce qui revient a effectuer
200000 x 20 tirages de loi Normale. La Figure 7 présente les différentes

trajectoires de k simulées pour les hommes.

Dans le cas des femmes, le modele autorégressif choisit s’écrit de la manicre

suivante :
k. = 2,4940 — 0,0948t + 0,7539k,_, + &, avec &,.~N(0; o = 0,3284)
Le vecteur t est identique pour les hommes et les femmes. Tout comme dans le cas
des hommes, nous avons dd estimer les k,q08, k2009, €t k2010 :
k2008 = 2,4940 — 0,0948 X 59 + 0,7539%k 00,
k3000 = 2,4940 — 0,0948 X 60 + 0,7539k, 05

ky010 = 2,4940 — 0,0948 x 61 + 0,7539%k 009
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Figure 7 Trajectoires simulées pour les {k,} de la population
canadienne masculine

Note : les simulations des trajectoires de {k,} ont été effectuées a I’aide du modéle AR(1) : k, =
—0,0128t + 0,9967k,_, + ¢, avec ,~N(0; 6 = 0,3190) et t un vecteur de tendance égal a 62
ans 2011, 62 en 2012, etc.
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Nous obtenons alors k,y.s = —11,4885, k009 = —11,8571, €t ky0,0 = —12,2298.
Enfin, les k sont simulés de la maniére suivante :

ky011 = 2,4940 — 0,0948 X 62 + 0,7539% 5010 + €2011

ky012 = 2,4940 — 0,0948 X 63 + 0,7539% 5011 + 2012

kz030 = 2,4940 — 0,0948 x 63 + 0,7539%k 020 + &030

avec &011, &012» --- £2030 J€S tirages indépendants d’une loi Normale de moyenne nulle et

d’écart-type 32,84%.

Dans une méme trajectoire, un k, est plus fortement influencé par le k,_, dans le
cas des hommes que dans celui des femmes, en raison du coefficient autorégressif
plus élevé. Aussi, les trajectoires simulées pour les hommes sont davantage
inclinées que celles simulées pour les femmes. Ainsi, le modéle de Lee et Carter
semble prévoir une diminution plus rapide des niveaux de mortalité pour la
population masculine que féminine. Ce résultat concorde avec les prévisions des

actuaires.
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Figure 8 Trajectoires simulées pour les {k,} de la population
canadienne féminine

Note : les simulations des trajectoires de {k.} ont été effectuées a I’aide du modele AR(1):
k. = 2,4940 — 0,0948t + 0,7539%k,_, + &, avec &~N(0;0 = 0,3284) et t un vecteur de
tendance égal a 62 ans 2011, 62 en 2012, etc.
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2) Calcul de l'indice de survie simulé

Nous pouvons a présent calculer I’ISS pour chaque trajectoire a 1’aide de la
méthodologie expliquée dans la quatriéme partie de ce travail. Par la suite, nous
estimerons les fonctions de distribution cumulatives de 1I’ISS en 2015, 2020, 2025

et 2030 de manicre a étre en mesure d’appliquer la transformation de Wang.

Toutefois, nous avons décidé de présenter ici les moyennes de I’ISS sur les 200000
trajectoires pour chacune des vingt prochaines annees. Bien que ces moyennes ne
soient pas nécessaires a I’évaluation des FS et SVS, elles permettent une
comparaison avec I’ISA, ainsi qu’une comparaison entre la population masculine
et féminine. Les résultats obtenus sont transcrits dans la Table 7. Nous avons
également représenté graphiquement 1I’ISS moyen et 'ISA des deux sexes pour les

vingt prochaines années, cf. la Figure 9.
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Table 7 ISS moyen de 2010 a 2030

Note : pour chaque année t1, I’ISS moyen en t1 d’une cohorte de 10000 canadien(ne)s agé(e)s de
65 ans en 2011 correspond a la moyenne des 200000 valeurs simulées pour I’ISS en £1. Ces
dernieres ont été obtenues a partir des trajectoires simulées pour les {k,}, dont nous avons déduit
les taux de mortalité et survie désirés.

Fin de I’année Age Hommes Femmes
2011 65 9851 9903
2012 66 9708 9809
2013 67 9571 9717
2014 68 9441 9627
2015 69 9316 9539
2016 70 9109 9401
2017 71 8912 9268
2018 72 8725 9138
2019 73 8547 9012
2020 74 8377 8890
2021 75 8098 8693
2022 76 7836 8504
2023 77 7588 8321
2024 78 7354 8145
2025 79 7134 7976
2026 80 6740 7666
2027 81 6375 7372
2028 82 6037 7094
2029 83 5724 6829
2030 84 5433 6578

Dans le cas de la population féminine, I’ISA est systématiquement inférieur a
I’ISS. En 2015, la simulation prévoit 117 survivants de plus que la méthode des
actuaires ; en 2030, la différence est de 753 personnes. La Table RP-2000 et les
facteurs AA prévoient donc des taux de mortalité bien plus élevés que le modele
de Lee et Carter. Le cas de la population masculine est plus complexe. Les courbes
dessinées par I’ISA et I’ISS moyen se croisent a plusieurs reprises jusqu’en 2024.
A partir de cette année-la, I’ISS moyen demeure supérieur a I’'ISA. En 2030, la
différence entre les deux prévisions s’¢leéve a 413 personnes. Ainsi, les prévisions
des actuaires et du modeéle de Lee et Carter semblent plus en accords sur les futurs
taux de mortalité des hommes que sur ceux des femmes. Soulignons ici que cette
différence peut en partie étre expliquée par les facteurs d’amélioration plus élevés

pour le sexe masculin.




55

Figure 9 ISA et ISS moyen de 2010 a 2030

Note : pour chaque année t1, I’ISS moyen en t1 d’une cohorte de 10000 canadien(ne)s agé(e)s de
65 ans en 2011 correspond a la moyenne des 200000 valeurs simulées pour I’ISS en £1. Ces
dernieres ont été obtenues a partir des trajectoires simulées pour les {k,}, dont nous avons déduit
les taux de mortalité et survie désirés. L’ISA en t1 de cette méme cohorte a quant-a-lui été calculé
a I’aide de la Table RP-2000 et des facteurs d’amélioration AA.
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Par ailleurs, I’ISS moyen des femmes est continuellement au-dessus de celui des
hommes, tout comme ¢’était le cas pour I’ISA. Cet écart entre les sexes se creuse
au fur et a mesure des années pour les deux indices. Toutefois, il s’élargit
beaucoup plus vite dans le cas de I’ISS moyen que dans celui de ’ISA. En 2030, il
existe une différence de 1146 personnes entre la taille de la population féminine et
celle de la population masculine selon la simulation, tandis qu’elle est de 806

individus selon la méthode des actuaires.

3) Estimation des fonctions de distribution cumulatives

Il faut a présent estimer les fonctions de distributions cumulatives de I’'ISS fin
2015, 2020, 2025, et 2030. Elles sont approximées a 1’aide des 200000 valeurs de
I’ISS simulées a ces dates. Les FDC sont présentées pour les hommes et les
femmes respectivement sur les Figures 10 et 11. De plus, les quantiles a 2,5% et

97,5% de chaque distribution sont présentés dans la Table 8.
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Table 8 Quantiles des fonctions de distribution cumulatives des ISS

Note : pour chaque année t1, la fonction de distribution cumulative de I’'ISS en t1 d’une cohorte
de 10000 canadien(ne)s agé(e)s de 65 ans en 2011 a été estimée a I’aide des 200000 valeurs
simulées pour I’ISS en t1. Ces derniéres ont été obtenues a partir des trajectoires simulées pour les
{k,}, dont nous avons déduit les taux de mortalité et survie désirés.

Hommes Femmes
Quantile 2,5% Quantile 97,5% Quantile 2,5% Quantile 97,5%
2015 9292 9339 9527 9551
2020 8308 8443 8863 8917
2025 7007 7257 7932 8019
2030 5256 5605 6519 6637

Nous observons tout d’abord que les FDC sont relativement lisses. Les 200000
données utilisées pour les estimer semblent donc étre suffisantes pour obtenir des

distributions représentatives de celles de I’ISS a la fin des quatre années étudiées.

Nous constatons ensuite que pour chacun des sexes, I’écart entre les quantiles
97,5% et 2,5% est plus large a mesure que la FDC est estimée pour un ISS plus
lointain dans le temps. Par exemple, dans le cas des hommes, la différence est de
47 personnes pour I’ISS 5 ans, tandis qu’elle est de 359 pour I’ISS 20 ans. Dans le
cas des femmes, les écarts sont respectivement de 24 et 118 individus. Nous
constatons aussi que la masse de la distribution est plus concentrée pour les

femmes que pour les hommes.

Enfin, nous pouvons comparer le positionnement de I'ISA par rapport aux
quantiles. Pour les femmes, ’ISA est systématiquement a gauche du quantile
2,5%. Ainsi, les prévisions des actuaires ont une probabilité de réalisation
inférieure a 2,5% selon les simulations effectuées. Pour les hommes, I’ISA se situe
dans I’intervalle défini par les deux quantiles pour 2015 et 2020. Pour les deux

autres années, I’ISA se situe a gauche du quantile 2,5%.
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Figure 10
population masculine

Fonctions de distribution cumulatives de I’'ISS de la

Note : pour chaque année t1, la fonction de distribution cumulative de I’ISS en t1 d’une cohorte
de 10000 canadiens agés de 65 ans en 2011 a été estimée a I’aide des 200000 valeurs simulées pour
I’ISS en t1. Ces derniéres ont été obtenues a partir des trajectoires simulées pour les {k,}, dont
nous avons déduit les taux de mortalité et survie désirés.
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Figure 11 Fonctions de distribution cumulatives de I’ISS de la
population féminine

Note : pour chaque année t1, la fonction de distribution cumulative de I’ISS en t1 d’une cohorte
de 10000 canadiennes agées de 65 ans en 2011 a été estimée a 1’aide des 200000 valeurs simulées
pour I’ISS en t1. Ces dernieres ont été obtenues a partir des trajectoires simulées pour les {k,},
dont nous avons déduit les taux de mortalité et survie désirés.
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D) Evaluation des swaps et forwards de survie

1) Evaluation des forwards de survie

Dans un FS, seul un échange de flux monétaire est réalisé, et ce, a 1’échéance du
contrat. Nous pouvons ainsi appliquer la transformation de Wang adaptée au cas
d’une variable aléatoire unique, soit :

F*(x) = @[ Y(F(x)) — 4]

ou @ est fonction de distribution cumulative de la loi Normale standard, et A la

prime de risque. Dans ce travail, x est compris entre 0 et 10000.

Les FDC de I’ISS fin 2015, 2020, 2025 et 2030 ont d’ores-et-déja été estimées.
Quant-a-la prime de risque A, sept valeurs sont envisagées, soient 0, 0,025, 0,05,
0,10, 0,15, 0,20 et 0,30. Selon Dowd et al. (2006), cet éventail de primes englobe
la majorité des A possiblement réalisables. Il est a présent possible d’estimer les
FDC ajustées pour le risque. En raison du nombre important de graphiques
générés, ceux-ci sont présentés en annexe. Plus la prime de risque est élevée, plus
la courbe de la FDC se situe a droite. Ainsi, I’application de la transformation de
Wang permet de déplacer la masse de la distribution vers des événements ou 1’1SS
est plus élevé. Les probabilités associées a des faibles niveaux de I’ISS diminuent,
tandis que celles associées a des hauts niveaux augmentent. Remarquons que pour
le cas: A = 0, les courbes représentées sont celles des FDC initialement estimées a

partir des valeurs simulées pour I’'ISS.

A I’aide des nouvelles FDC, I’ISSAR fin 2015, 2020, 2025 et 2030 se calcule,

pour chaque sexe, par la formule suivante :

10000
ISSAR],,. = 10000 — f L (x)dx
0

10000
ISSARS ,, = 10000 — f F{ (x)dx
0

10000
ISSAR],,. = 10000 — f F{ (x)dx
0
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10000
ISSAR) ., = 10000 — f F{ (x)dx

0

Les intégrales ont été calculées dans Matlab a 1’aide d’une méthode trapézoidale.

Table 9 ISSAR selon différents scénarios d’évaluation des FS

Note : pour chaque année t1 et A considéré, ’'ISSAR est obtenu en appliquant la transformation de
Wang avec ce 4 a la fonction de distribution cumulative de I’'ISS en t1 d’une cohorte de 10000
canadien(ne)s agé(e)s de 65 ans en 2011. L’ISSAR correspond alors a 1’espérance de la nouvelle
distribution obtenue, soit le nombre de survivants simulé et ajusté pour le risque en ¢1.

Hommes
Fin 2015 Fin 2020 Fin 2025 Fin 2030
Casl: A= 9316 8377 7134 5433
Cas2:1=10,025 9316 8378 7135 5435
Cas3:1=0,05 9316 8378 7137 5437
Cas4:1=0,10 9317 8380 7140 5442
Cas5:1=0,15 9318 8382 7143 5446
Cas6:1=0,20 9318 8384 7146 5451
Cas7:1=0,30 9319 8387 7153 5459
Femmes
Fin 2015 Fin 2015 Fin 2015 Fin 2015
Casl:A1=0 9539 8890 7976 6578
Cas2:1=0,025 9539 8891 7976 6578
Cas3:1=0,05 9539 8891 7977 6579
Cas4:1=0,10 9540 8892 7978 6581
Cas5:1=0,15 9540 8892 7979 6582
Cas6:1=0,20 9540 8893 7980 6584
Cas7:1=0,30 9541 8894 7982 6587

La Table 9 présente les résultats obtenus pour I’ISSAR. Dans le cas 1, A = 0 et
I’ISSAR est égal a I’ISS moyen. Par ailleurs, a mesure que la valeur de la prime de
risque augmente, ’'ISSAR atteint des niveaux plus élevés. Considérons plus en
détail les cas 2 et 7, soient les scénarios les plus extrémes, avec A respectivement
égale a 2,5% et 30%. Nous remarquons que la différence entre ’ISSAR du cas 7 et
du cas 2 s’¢élargit a mesure que la maturité du FS augmente. Pour les hommes, elle
est de 7 individus pour I’ISSAR 2015, tandis qu’elle est de 24 pour ’'ISSAR 2030.
Pour les femmes, les différences sont respectivement de 2 et 9 personnes. Cet
¢largissement de I’écart avec le temps peut découler du fait que les distributions de
I’ISS sont moins concentrées pour des dates d’évaluation de I’indice plus

lointaines.
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Les primes de risque des FS se calculent alors tel que ci-dessous, et sont
présentées dans la Table 10 :

f
rs _ ISSARLy,s _
ISAz015
f
rio _ ISSARL
ISAZOZO
r
f15 _ ISSAR 055 _
ISA3025
h
20 _ [55AR5030
ISA2030

Les primes d’évaluation des FS 5 et 10 ans, dont le sous-jacent est la population
masculine, sont presque toutes négatives. Ce résultat s’explique du fait que pour la
plupart des cas envisagés pour A, I’'ISSAR est inférieur a I’'ISA. Rappelons que ce
dernier est de 9326 en 2015 et 8386 en 2020. Toutefois, lorsque la prime de risque
A est de 30%, la prime @ du FS 10 ans est petite, environ 1 point de base, mais
positive. Cela signifie que la transformation de Wang permet de faire passer
’ISSARL ), au-dessus de 1’ISA, 5.

Pour les FS 15 et 20 ans, la prime d’évaluation est systématiquement positive. De
plus, a mesure que la maturité du FS augmente, la prime 7 croit considérablement.
Prenons I’exemple du cas ou A = 10%. Pour un FS 15 ans, m = 1,93%, tandis que
pour un FS 20 ans, m = 8,42%. Cette différence considérable s’explique par
I’¢largissement de 1’écart entre I’ISA et I’'ISS moyen a mesure que les années

s’écoulent, ce qui apparaissait clairement sur la Figure 9.

Par ailleurs, il existe une relation linéaire entre les A et les /. Pour le FS 5 ans, la
/> croit de 0,65 PB lorsque A augmente de 500 PB. En outre, plus I’échéance du
contrat est lointaine, plus une variation de A a un impact important sur /. En
effet, dans le cas des FS 10, 15 et 20 ans, augmente respectivement d’environ
2, 4,5 et 8,8 PB pour un accroissement de 500 PB de A.
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Table 10 Primes d’évaluation 7t des FS pour différents 4
Note : la prime A permet d’ajuster I’ISS pour le risque ; nous obtenons alors 'ISSAR. Les primes

f
of5 = ISSARj g5

des FS de différentes maturités sont calculées a ’aide des formules suivantes : A
2015

f f
1:f10 = ISSAR%020 _ 1:7f15 = ISSARy025 _ 1-
' 1SA2020 ' 1SAz025 '

f
/20 — 1554R2030

A — 1. Pour une maturité donnée, seul I’'ISSAR varie d’un cas 4 un autre.
2030

Hommes
Fin 2015 Fin 2020 Fin 2025 Fin 2030
Casl:A=0 -0,00108 -0,00112 0,01842 0,08246
Cas2:1=0,025 -0,00105 -0,00101 0,01865 0,08290
Cas3:1=0,05 -0,00102 -0,00091 0,01888 0,08335
Cas4:1=0,10 -0,00095 -0,00071 0,01933 0,08423
Cas5:1=0,15 -0,00089 -0,00050 0,01978 0,08512
Cas6:1=0,20 -0,00082 -0,00030 0,02023 0,08600
Cas7:1=0,30 -0,00070 0,00011 0,02114 0,08777
Femmes
Fin 2015 Fin 2020 Fin 2025 Fin 2030
Casl:2=0 0,01244 0,03645 0,07761 0,12923
Cas2:1=0,025 0,01245 0,03649 0,07769 0,12936
Cas3:1=0,05 0,01247 0,03653 0,07776 0,12948
Cas4:1=0,10 0,01250 0,03661 0,07791 0,12974
Cas5:1=0,15 0,01253 0,03669 0,07806 0,13000
Cas6:1=0,20 0,01256 0,03677 0,07821 0,13025
Cas7:1=0,30 0,01263 0,03693 0,07851 0,13077

Les primes d’évaluation des FS sur la population féminine sont systématiquement
positives, puisque I’ISS moyen se trouvait au-dessus de I’'ISA pour toutes les dates
de paiement. Tout comme dans le cas masculin, I’échéance du contrat a un impact
important sur 7/. Reprenons le cas ol 2= 10%. Les FS 5 et 20 ans ont
respectivement des primes égales a 1,25% et 12,97%. La relation linéaire entre 4
et m/ est également observée. Pour une augmentation de 500 PB de A, m/
augmente respectivement de 0,3, 0,8, 1,5 et 2,6 PB pour les FS 5, 10, 15 et 20 ans.

Enfin, les primes n/ sont systématiquement supérieures pour les FS sur la
population féminine que sur la masculine. Tel que nous I’avions mentionné
précédemment, ’écart entre 1’ISS moyen et I’'ISA était significativement plus
important pour les femmes que pour les hommes.

Nous aimerions a présent discuter de I’interprétation économique des primes

d’évaluation. Rappelons que I’ISS moyen est le résultat de simulations du futur
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niveau de I’ISR. Toutefois, il existe une probabilit¢ non nulle que I'ISR soit
finalement différent de I’ISS moyen fin 2015, 2020, 2025 et 2030. Une
contrepartie offrant une couverture contre le risque de longévité s’expose alors a
1’éventualité négative —pour elle- que I’ISS moyen soit inféricur a I’'ISR. Or, ’ISR
n’étant pas un actif négocié, ce risque ne peut pas étre couvert en transigeant
I’indice. C’est pourquoi, la contrepartie exige d’étre rémunérée pour ce risque
qu’elle supporte, et ce, par une augmentation de la valeur actuelle des flux

monétaires qu’elle recevra dans le cadre du contrat.

Prenons 1’exemple du FS 15 ans de notionnel $1, sur la population masculine. En
2025, cette contrepartie paiera ISR,q,s €t recevra (1 + m/15) X ISA,q,s. OF, les
financiers n’ont aucun controle ni sur I’ISA, ni sur ’ISR. Ainsi, I’unique manicre
de dédommager la contrepartie est d’augmenter la prime d’évaluation /15, La
transformation de Wang permet d’effectuer cet ajustement a 1’aide de la prime de
risque A: plus le risque est jugé important, plus A est élevée. Imaginons deux
situations. Dans la premiere, le risque est considéré comme nul ou peut étre
couvert. Ceci équivaut a dire soit que ISR,y,s sera égal a ISS,,,5 avec une
probabilité de 1, soit qu’il est finalement possible de transiger I’ISR. Dans ce cas,
A =0, et "ISSARL,,. peut étre actualisé au taux sans risque. Dans la deuxiéme
situation, le risque que I’ISR,,5 SOit supérieur & 1SS,,,5 est jugé important, et il
est impossible de se couvrir contre celui-ci. Les marchés fixent alors 1 a 20%.

Calculons les primes d’évaluation m induites par ces deux scénarios a 1’aide des

ISSARJ,, spécifiques aux cas 1 = 0 et A = 20%.

ISSAR (1 = 0)
ISA3025

Situation 1: t/13(1) = —1=1,842%
ISSAR) < (A = 20%)

Situation 2: /15 (2) =
1543025

—1=2,023%

Par conséquent, la prime d’évaluation du FS 15 ans, soit /15, est composée de
deux tranches servant a rémunérer la contrepartie offrant la couverture contre le
risque de longeévité. La premiére portion de la prime sert a la compenser pour la

possibilité que I’'ISR soit supérieur a I’'ISA. Elle est égale a 1,84% dans notre
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exemple. La deuxi¢me portion dédommage 1I’agent pour le risque que I’ISR ne soit
pas égal a I’ISS moyen, ce risque ne pouvant pas étre couvert. Elle est égale a la

différence entre les primes w/1>(2) et n/15(1), soit 0,181%.

Le méme calcul a été effectué pour tous les scénarios envisagés. Les deuxiémes
tranches de la prime sont présentées en points de base dans la Table 11.
Nécessairement, elles sont une fonction croissante des A. Par ailleurs, elles
augmentent avec 1’échéance du contrat. Toutefois, elles demeurent relativement
faibles proportionnellement a la taille de la prime totale. Par conséquent, il
semblerait que 1’évaluation des FS soit davantage sensible a la capacité de I’ISS a

prévoir fidélement I’ISR, plutdt qu’a la juste détermination de la prime A.

Table 11 Deuxieme tranche de la prime (en PB) pour les FS

Note : la deuxiéme tranche de la prime s’obtient en faisant la différence entre la prime d’évaluation
7 du cas considéré, et celle du cas ot A = 0. Elle s’interpréte comme la prime supplémentaire que
le vendeur de la couverture veut recevoir pour supporter le risque entourant la prévision de I’ISR.

Hommes
Fin 2015 Fin 2020 Fin 2025 Fin 2030
Cas2:1=0,025 0,30 1,10 2,30 4,40
Cas3:1=0,05 0,60 2,10 4,60 8,90
Cas4:1=0,10 1,30 4,10 9,10 17,70
Cas5:1=0,15 1,90 6,20 13,60 26,60
Cas6:1=0,20 2,60 8,20 18,10 35,40
Cas7:1=0,30 3,80 12,30 27,20 53,10
Femmes
Fin 2015 Fin 2020 Fin 2025 Fin 2030
Cas2:1=0,025 0,10 0,40 0,80 1,30
Cas3:1=0,05 0,30 0,80 1,50 2,50
Cas4:1=0,10 0,60 1,60 3,00 5,10
Cas5:1=0,15 0,90 2,40 4,50 7,70
Cas6:1=0,20 1,20 3,20 6,00 10,20

Cas7:4=10,30 1,90 4,80 9,00 15,40
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2) Evaluation des swaps de survie

Dans le cas des SVS, plusieurs échanges de flux monétaires non indépendants ont
lieu ; nous utilisons par conséquent la deuxieme méthode proposée par Wang

(2007). La fonction de distribution cumulative ajustée pour le risque Fy, (x) se

déduit alors de la maniére suivante :

k
Fi @) = @07 (Fo(0) = Bi] 0t i = ) pr
j=1

avec Fy, (x), Fx,(x), Fx,(x), et Fy, (x), les fonctions de distribution cumulatives

respectives de I’'ISS fin 2015, 2020, 2025 et 2030.

Par conséquent, nous avons dans le cas du SVS 10 ans les fonctions suivantes :
F'(x) = @ [q)_l (FX1 (x)) - flo] ,0U B710 = A1 + px, x, A2 + Px, x, A3

F°(x) = @ [cb_l (FXZ (x)) - 2510] ,0U 310 =2y + px, x5, M1+ Px, x, A3

Pour le SVS 15 ans, la transformation de Wang s’écrit de cette maniére :
FES(x) = @ [0 (Fy, (1) — B335, 00 515 = Ay + px, w, 2z + Py, s

FES(x) = @ [0 (Fy, (1) — B525|, 00 B5° = 2y + pry vy s + P,

F;:S(x) = _‘D_l (Fx3 (x)) - '83:915_ ,0u B35 = A3 + Pxyx, M + Pxy x, 2
Enfin, dans le cas du SVS 20 ans, nous avons :

F2000) = @ |07 (Fy, (0) - 557

520

oupis =4 + le,xzflz + le,x3/13 + pXZ,X4/14-

F200x) = @ [0 (Fy, () - 57°)

520

ou 37" = A + px, x, Mt PxyxsA3 + Pxyx,Aa

F200x) = @ |07 (Fy, () — 5%°)
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s20

ou 3% = A3 + px, x, M1 + Pxy x,A2 + Px, xs A3

Il est tout d’abord nécessaire de calculer les corrélations entre les distributions des

différents ISS. Celles-ci sont présentées dans la Table 12.

Table 12 Corrélations entre I’ISS fin 2015, 2020, 2025, et 2030
Note : les corrélations entre le niveau de I’ISS a différentes dates ont été estimées a I’aide des
200000 trajectoires de I’ISS.

Hommes
1555015 1553020 1585025 1553030
ISS015 1
1555020 0,8709 1
1855025 0,7366 0,9373 1
155,030 0,6379 0,8463 0,9618 1
Femmes
1SS2015 1SS3020 1SS3025 1SS 2030
1SS3015 1
1855020 0,7300 1
1855025 0,4681 0,7865 1
1SS,030 0,3021 0,5373 0,8166 1

Les corrélations sont plus élevées lorsqu’une courte période de temps separe les
deux ISS. Par exemple, la dépendance linéaire est plus grande entre les ISS 2015
et 2020 qu’elle ne I’est entre les ISS 2015 et 2030. Elles sont respectivement de
0,87 versus 0,64 pour les hommes, et 0,73 versus 0,30 pour les femmes. Ainsi,
plus I’intervalle de temps est important entre les deux dates d’évaluation de I’ISS,
plus les deux niveaux de I’ISS pourront différer. Par ailleurs, plus les ISS sont
éloignés dans le temps, plus ils sont corrélés entre eux : la corrélation entre les ISS
2025 et 2030 est plus forte que celle existante entre les 1SS 2015 et 2020, soient
respectivement 0,96 versus 0,87 pour les hommes, et 0,82 versus 0,73 pour les
femmes. Enfin, il apparait clairement que les corrélations sont plus élevées dans le
cas de la population masculine qu’elles ne le sont dans celui de la population
féminine. Par exemple, celle de I’ISS 2015 et 2030 est plus que deux fois
inférieure pour les femmes. Cette différence s’explique par le fait que le
coefficient d’autocorrélation dans la modélisation des {k.} était bien supérieur
pour la série des hommes que pour celle des femmes : 0,9967 versus 0,7539. Par
consequent, un choc dans les niveaux de mortalité impacte plus fortement les k

des années suivantes dans le cas de la population masculine que dans celui de la
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population féminine, ce qui donne lieu a une plus grande corrélation entre les k
des différentes annees. Les ISS étant déduits directement de ceux-ci, il est logique

que nous retrouvions cette forte dépendance.

Dix scenarios sont envisagés pour les A ; ils sont répertoriés dans la Table 13. Dans
les sept premiers cas, les A sont égaux pour les FDC des variables X;, X,, X5 et X,
et compris entre 0 et 30%. Dans les trois derniers cas, les A different pour les quatre
variables aléatoires : plus la distribution est associée a un ISS lointain, plus A
augmente. En effet, le risque que I’ISS moyen différe de I’'ISR peut étre jugé plus

¢leve lorsque 1’échéance est a long terme plutdt qu’a court terme.

Table 13 Valeurs envisagees pour la prime de risque 4
Note : il s’agit de la prime qui sera utilisée pour appliquer la transformation de Wang.

Casl A=0
Cas2 A =0,025
Cas 3 A=10,05
AM=2A,=24;3=1 Cas4 1=0,10
Casb A=0,15
Cas 6 A=10,20
Cas7 A=10,30
Cas 8 A, =0,025; 4, = 0,05
A3 = 0,075; 1, = 0,10
Cas9 A4, =010 ;4,=0,12
M < e < A5 <Ay ;=014 ;1, =016
Cas 10 A, =005 ;1,=0,10
A; =015 ;1,=0,20

Les B peuvent alors étre calculés. lls sont présentés dans les Tables 14, 15 et 16.
Les S calculés pour I’évaluation des SVS sur la population masculine sont
systématiquement supérieurs a ceux calculés pour les SVS sur la population
féminine, puisque les ISS sont plus corrélés dans le cas des hommes que dans celui
des femmes. De plus, I’écart entre les betas des deux sexes se creuse a mesure que
A augmente. Par exemple, pour le SVS 20 ans, la différence entre les B, des
hommes et des femmes est de 0,019 et 0,224 respectivement lorsque A = 0,05 et
A =0,30.

Quelle que soit la maturité du SVS, les 8 sont une fonction croissante des 4, en

raison des corrélations strictement positives calculées. Pour les swaps de toute
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maturité, le cas 7 est celui donnant lieu aux g les plus élevés. Le maximum est

atteint avec B52° = 1,0963 pour les hommes, et #52° = 0,9213 pour les femmes.

Pour le SVS 10 ans, B, = B, lorsque 4, = A,, et ce, en raison de la construction de
la formule permettant de calculer les betas. Pour le SVS 15 ans, 3, est supérieur a
B, et B3, tant pour les hommes que pour les femmes : pour les deux sexes, I’ISS
2020 est celui possedant les corrélations les plus élevés avec les ISS 2015 et 2025.
Pour le SVS 20 ans, les 3, sont les plus €levés pour les hommes, tandis que ce

sont les 5 pour les femmes.

Table 14 B utilisés dans I’évaluation du SVS 10 ans

Note : les B sont calculés a partir des 4 et des corrélations existants entre le niveau de I’ISS évalué
a différentes dates.

Hommes Femmes
SVS 10 ans 5 5 5 5
Casl 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Cas?2 0,0468 0,0468 0,0432 0,0432
Cas3 0,0935 0,0935 0,0865 0,0865
Cas4 0,1871 0,1871 0,1730 0,1730
Casb 0,2806 0,2806 0,2595 0,2595
Cas6 0,3742 0,3742 0,3460 0,3460
Cas7 0,5613 0,5613 0,5190 0,5190
Cas 8 0,0685 0,0718 0,0615 0,0682
Cas9 0,2045 0,2071 0,1876 0,1930
Cas 10 0,1371 0,1435 0,1230 0,1365

Table 15 B utilisés dans I’évaluation du SVS 15 ans
Note : les B sont calculés a partir des 4 et des corrélations existants entre le niveau de I’ISS évalué
a différentes dates.

Hommes Femmes
SVS 15 ans
B B2 B3 B Bz B
Cas 1 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Cas 2 0,0652 0,0702 0,0668 0,0550 0,0629 0,0564
Cas 3 0,1304 0,1404 0,1337 0,1099 0,1258 0,1127
Cas 4 0,2607 0,2808 0,2674 0,2198 0,2516 0,2255
Cas 5 0,3911 0,4212 0,4011 0,3297 0,3775 0,3382
Cas 6 0,5215 0,5616 0,5348 0,4396 0,5033 0,4509
Cas7 0,7822 0,8425 0,8022 0,6594 0,7549 0,6764
Cas 8 0,1238 0,1421 0,1403 0,0966 0,1272 0,1260
Cas 9 0,3076 0,3383 0,3261 0,2531 0,3031 0,2812
Cas 10 0,2476 0,2841 0,2806 0,1932 0,2545 0,2521
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Table 16 B utilisés dans I’évaluation du SVS 20 ans
Note : les B sont calculés a partir des A et des corrélations existants entre le niveau de I’ISS évalué
a différentes dates.

Hommes Femmes

B B2 Bs Bs B B2 Bs Bs

Cas 1 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Cas 2 0,0811 0,0914 0,0909 0,0861 0,0625 0,0763 0,0768 0,0664
Cas 3 0,1623 0,1827 0,1818 0,1723 0,1250 0,1527 0,1536 0,1328
Cas 4 0,3245 0,3654 0,3636 0,3446 0,2500 0,3054 0,3071 0,2656
Cas 5 0,4868 0,5482 0,5453 0,5169 0,3750 0,4581 0,4607 0,3984
Cas 6 0,6491 0,7309 0,7271 0,6892 0,5000 0,6108 0,6142 0,5312
Cas7 0,9736 1,0963 1,0907 1,0338 0,7500 0,9161 0,9213 0,7968
Cas 8 0,1876 0,2267 0,2365 0,2304 0,1268 0,1810 0,2077 0,1957
Cas 9 0,4097 0,4737 0,4800 0,4600 0,3015 0,3891 0,4118 0,3690
Cas10 0,3752 0,4534 0,4729 0,4608 0,2536 0,3619 0,4154 0,3913

A présent, nous pouvons calculer I’ISSA fin 2015, 2020, 2025 et 2030 pour
chacun des SVS. Les résultats sont détaillés dans les Tables 17, 18 et 19.

Table 17 ISSAR selon différents scénarios d’évaluation du SVS 10 ans
Note : pour chaque année t1 et cas A considéré, ’ISSAR est obtenu en appliquant la transformation
de Wang avec le f8 (induit par les 4) a la fonction de distribution cumulative de I’ISS en ¢1 d’une
cohorte de 10000 canadien(ne)s agé(e)s de 65 ans en 2011. L’ISSAR correspond alors a
I’espérance de la nouvelle distribution obtenue, soit le nombre de survivants simulé et ajusté pour
le risque en ¢1.

Hommes Femmes
Fin 2015 Fin 2020 Fin 2015 Fin 2020
Cas1l 9316 8377 9539 8890
Cas2 9316 8378 9539 8891
Cas3 9317 8380 9540 8891
Cas4 9318 8383 9540 8893
Casb 9319 8386 9541 8894
Cas 6 9320 8390 9541 8895
Cas7 9323 8396 9542 8897
Cas8 9317 8379 9539 8891
Cas9 9318 8384 9540 8893
Cas 10 9317 8382 9540 8892

Les conclusions sont semblables a celles tirées pour les FS. Tout d’abord, plus A
est ¢élevé, plus I’ISSA 1’est aussi, tout comme c’était le cas pour les FS. L’ impact
de la transformation demeure relativement modéré. Toutefois, il est plus important
dans le cas des SVS sur la population masculine que dans celui des SVS sur la
population féminine, et ce, en raison des S plus élevés des hommes. En outre, plus

la maturité du SVS est élevée, plus la sensibilité de 1’évaluation aux A I’est aussi.
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Enfin, dans un méme SVS, plus I’'ISSA est éloigné dans le temps, plus il est

sensible a une variation de A.

Table 18 ISSAR selon différents scénarios d’évaluation du SVS 15 ans
Note : pour chaque année t1 et cas A considéré, 'ISSAR est obtenu en appliquant la transformation
de Wang avec le B (induit par les ) a la fonction de distribution cumulative de I’ISS en ¢1 d’une
cohorte de 10000 canadien(ne)s dgé(e)s de 65 ans en 2011. L’ISSAR correspond alors a
I’espérance de la nouvelle distribution obtenue, soit le nombre de survivants simulé et ajusté pour
le risque en ¢1.

Hommes Femmes
Fin 2015 Fin 2020 Fin 2025 Fin2015 Fin2020  Fin 2025
Cas1l 9316 8377 7134 9539 8890 7976
Cas 2 9317 8379 7138 9539 8891 7977
Cas3 9317 8382 7142 9540 8892 7978
Cas4 9319 8386 7151 9540 8894 7981
Cas5 9321 8391 7159 9541 8895 7983
Cas 6 9322 8396 7167 9542 8897 7986
Cas7 9325 8405 7184 9543 8901 7991
Cas8 9317 8382 7143 9540 8892 7979
Cas9 9320 8388 7154 9541 8894 7982
Cas 10 9319 8386 7151 9540 8894 7981

Table 19 ISSAR selon différents scénarios d’évaluation du SVS 20 ans
Note : pour chaque année t1 et cas A considéré, ’ISSAR est obtenu en appliquant la transformation
de Wang avec le B (induit par les 1) a la fonction de distribution cumulative de I’ISS en ¢1 d’une
cohorte de 10000 canadien(ne)s 4gé(e)s de 65 ans en 2011. L’ISSAR correspond alors a
I’espérance de la nouvelle distribution obtenue, soit le nombre de survivants simulé et ajusté pour
le risque en t1.

Hommes Femmes
Fin Fin Fin Fin Fin Fin Fin Fin
2015 2020 2025 2030 2015 2020 2025 2030

Cas1l 9316 8377 7134 5433 9539 8890 7976 6578
Cas 2 9317 8380 7139 5440 9539 8891 7977 6580
Cas 3 9318 8383 7145 5448 9540 8892 7979 6582
Cas 4 9320 8389 7157 5463 9541 8894 7983 6586
Cas5 9322 8395 7168 5479 9541 8897 7986 6590
Cas 6 9324 8402 7180 5494 9542 8899 7989 6594
Cas 7 9327 8414 7202 5524 9544 8903 7996 6602
Cas 8 9318 8385 7149 5453 9540 8893 7980 6584
Cas9 9321 8393 7164 5474 9541 8896 7985 6589
Cas 10 9320 8392 7164 5474 9541 8895 7985 6589

Une fois les nouvelles FDC estimées, les primes w5 sont calculées. Elles sont

présentées dans les Tables 20 et 21.
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Pour les contrats sur la population masculine, les primes des SVS 10 ans sont
négatives. Celles des SVS 15 et 20 ans sont positives, et en moyenne
respectivement égales a 0,5% et 1,5%. Remarquons ici que les 7 sont bien plus
faibles que les /. En effet, les primes des FS 15 et 20 ans se situaient environ a
1,9% et 8,4%. Cette différence s’explique du fait que les ISSAR 2015 et 2020, qui
étaient inférieurs a leurs ISA respectifs, sont inclus dans le calcul des SVS 15 et 20
ans. Par ailleurs, la prime d’évaluation 7 reste davantage sensible a la maturité du
swap qu’elle ne I’est a A. Concrétement, elle varie bien plus en fonction de 1’écart
entre I’'ISA et I’ISS moyen, qu’elle ne varie en fonction de la différence entre
I’ISSAR et I’ISS moyen. Enfin, une augmentation du taux d’intérét vient diminuer

significativement la prime d’évaluation.

Table 20 Primes d’évaluation 7 pour les SVS sur la population masculine
Note : la prime A permet d’ajuster I’ISS pour le risque ; nous obtenons alors 'ISSAR.
Swap 10 ans Swap 15 ans Swap 20 ans
Casl r=3% -0,00110 -0,00358 0,01374
r=5% -0,00110 -0,00306 0,01154
Cas 2 r=3% -0,00098 0,00385 0,01426
r=5% -0,00098 0,00332 0,01201
Cas 3 r=3% -0,00086 0,00413 0,01477
r=5% -0,00087 0,00358 0,01248
Cas4 r=3% -0,00063 0,00468 0,01580
r=5% -0,00064 0,00410 0,01342
Cas 5 r=3% -0,00039 0,00523 0,01683
r=5% -0,00041 0,00462 0,01435
Cas 6 r=3% -0,00016 0,00578 0,01785
r=5% -0,00018 0,00514 0,01529
Cas 7 r=3% 0,00031 0,00687 0,01988
r=5% 0,00027 0,00617 0,01714
Cas 8 r=3% -0,00092 0,00414 0,01507
r=5% -0,00092 0,00359 0,01275
Cas 9 r=3% -0,00058 0,00491 0,01645
r=5% -0,00059 0,00432 0,01401
Cas 10 r=3% -0,00074 0,00471 0,01640
r=5% -0,00075 0,00412 0,01395

Les primes des SVS sur la population féminine sont toutes positives. Elles sont en
moyenne respectivement égales a 2,3%, 3,6% et 5% pour les SVS 10, 15 et 20 ans.
L’analyse de sensibilit¢ se veut la méme entre les SVS sur les populations

féminine et masculine.
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Table 21 Primes d’évaluation 7t pour les SVS sur la population féminine
Note : la prime 4 permet d’ajuster I’ISS pour le risque ; nous obtenons alors I'ISSAR.

Swap 10 ans Swap 15 ans Swap 20 ans

Casl r=3% 0,02300 0,03647 0,04978
r=5% 0,02244 0,03456 0,04585
Cas 2 r=3% 0,02305 0,03656 0,04993
r=5% 0,02248 0,03464 0,04599
Cas 3 r=3% 0,02310 0,03665 0,05007
r=5% 0,02253 0,03473 0,04613
Cas 4 r=3% 0,02319 0,03683 0,05037
r=5% 0,02262 0,03490 0,04640
Cas 5 r=3% 0,02328 0,03701 0,05066
r=5% 0,02271 0,03507 0,04667
Cas 6 r=3% 0,02337 0,03719 0,05095
r=5% 0,02280 0,03524 0,04694
Cas7 r=3% 0,02355 0,03755 0,05154
r=5% 0,02297 0,03558 0,04748
Cas 8 r=3% 0,02307 0,03666 0,05017
r=5% 0,02251 0,03474 0,04621
Cas 9 r=3% 0,02321 0,03691 0,05056
r=5% 0,02264 0,03497 0,04657
Cas 10 r=3% 0,02314 0,03685 0,05055
r=5% 0,02258 0,03491 0,04656
3) Construction d’un swap de survie a partir de forwards

Un agent voulant se couvrir contre le RLA peut entrer dans un contrat FS ou SVS.
Toutefois, il peut également construire un SVS a ’aide de plusieurs FS. Prenons
I’exemple d’un SVS 15 ans versant des paiements quinquennaux. L’agent recevra
en 2015, 2020 et 2025 les mémes flux monétaires, soient ISR,y15, ISR5020 €t
ISR;(25 qu’il soit entré dans un SVS 15 ans ou dans trois FS : FS 5, 10 et 15 ans.
La couverture offerte est donc totalement identique. Par conséquent, il est prét a
verser les mémes montants dans les deux situations. Nous appellerons situation 1,
le cas ou I’agent achéte directement le SVS et situation 2, celui ou il construit sa

couverture a partir de FS.

Pour chaque SVS évalué précédemment, nous cherchons a calculer la valeur actuelle
des paiements que devra effectuer 1’acheteur de la couverture dans les deux
situations, soit la valeur actuelle de la patte fixe. Pour des fins de simplification, le

notionnel est fixé a $1, et le taux d’intérét est de 3%.
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Dans le cas du SVS 10 ans,

1SAz015 X (1 4+ 1510)  [SA,050 X (1 4 1510)

VA(situation 1) = A+ 1+ )t

ISAyp1s X (1 + 7% 1SAy050 X (14 /1)

VA(situation 2) = A+ (1+1)1°

Pour le SVS 15 ans, les flux monétaires sont alors :

ISAz015 X (1 +7°1%)  ISAzep0 X (1 +7°1%)  ISAzqps X (1 + 1°19)
(1+7)° 1 +r)to (1+7)5

VA(situation 1) =

ISAzg1s X (L +7/%)  ISAyp0 X (1 +7/10)  ISAygps X (1 +1/79)
(1+1)5 (1+r)to (1+7)5

VA(situation 2) =

Enfin, dans le cas du SVS 20 ans,

1SAz015 X (1+7°20) | ISApop0 X (1 + %)
(1+71)° 1+
L ISAs025 X (1 +2) | 1SAz005 X (1 + m20)
1+n)" 1+

VA(situation 1) =

ISAz015 X (1 + /%) 4 1542020 X (1 + /1)
(1+1)° 1+n"
4 1542005 X (1 + n/15) | 1545030 x (1 + f20)
1+n)" 1+7)%

VA(situation 2) =

La Table 22 présente la différence entre la valeur actuelle de la patte fixe dans la
situation 1 et dans la situation 2. Dans tous les cas, sauf lorsque A = 0, 1’agent
paiera plus cher en se couvrant avec un SVS qu’en le faisant en construisant un
portefeuille de FS. L’écart croit avec la valeur de A, ainsi qu’avec la maturité du
contrat. Il est également plus important dans le cas des hommes que dans celui des

femmes, ce qui est di aux g plus élevés pour la population masculine.

Par conséquent, un arbitrageur pourrait réaliser des profits sans mettre son capital
a risque. Pour ce faire, il lui faudrait entrer a la fois dans un contrat SVS ou il
recevrait la patte fixe, et dans plusieurs FS ou il paierait la patte fixe. De cette
maniere, les flux monétaires associés aux pattes variables s’annuleraient : ceux

gu’il recevrait des FS égaliseraient précisément ceux qui seraient dus dans le cadre
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du SVS, puisque les pattes variables ne dépendent aucunement des primes
d’évaluation. L’arbitrageur n’aurait donc aucune exposition au RLA. Toutefois,

I’échange des deux pattes fixes lui générerait un profit certain.

Table 22 Différence entre VA(Patte fixe) dans la situation 1 et la

situation 2

Note : pour chaque SVS possible, un portefeuille de FS a été construit de maniére a imiter les flux
monétaires générés par le SVS. La valeur actuelle de la patte fixe dans le cas du SVS et dans le
cas du portefeuille de FS a été calculée ; ce tableau présente la différence entre ces deux résultats
pour chaque scénario et chaque contrat.

Hommes
SVS 10 ans SVS 15 ans SVS 20 ans
Casl 0,00 0,00 0,00
Cas 2 0,78 3,28 7,97
Cas 3 1,56 6,55 15,93
Cas4 3,12 13,07 31,79
Cas5 4,68 19,57 47,58
Cas 6 6,23 26,04 63,30
Cas 7 9,31 38,89 94,51
Femmes
SVS 10 ans SVS 15 ans SVS 20 ans
Cas1 0,00 0,00 0,00
Cas2 0,28 0,99 2,15
Cas 3 0,56 1,98 4,29
Cas 4 1,12 3,96 8,57
Cas5 1,68 5,93 12,85
Cas6 2,23 7,89 17,11
Cas7 3,34 11,82 25,62

Reprenons I’exemple d’une couverture concernant la population féminine et
venant a échéance fin 2025, avec A = 0,15. En 2015, 2020 et 2025, I’arbitrageur
ne fait que transférer les flux monétaires de la patte variable de sa contrepartie des
FS a sa contrepartie du SVS. Quel que soit le nombre de survivants réalisés ces

annees-1a, la richesse de I’arbitrageur n’est pas affectee.

Il en est autrement pour les flux monétaires associés aux pattes fixes. En 2015, il
paie dans le cadre du FS 5 ans: 9422 x (1 + 1,2535%) = $9540, et recoit
9422 x (1 + 3,7012%) = $9770 dans le cadre du SVS 15 ans. Il fait alors un
gain d’environ $230,62. En 2020, le profit s’éléve a $2,70, soit un montant quasi
nul. En revanche, en 2030, il perd $303,84. Actualisés au début de I’année 2011,
au taux de 3%, ses profits futurs et certains s’élevent a $5,93. Ainsi, la

méthodologie de Wang semble laisser la place a une possibilité d’arbitrage.
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vi-  Conclusion

Notre recherche avait pour principal objectif d’étudier la sensibilit¢ du prix de
forwards et swaps de longévité a des variations de la prime de risque inhérente a
I’incomplétude du marché. La procédure d’évaluation utilisait deux grands
résultats de la littérature : le modéle de Lee et Carter, et la transformation de
Wang. Ce premier nous a servi a simuler les futurs niveaux d’un indice de survie
de la population canadienne, tandis que ce deuxiéme nous a permis d’ajuster les

résultats de la simulation en fonction de la prime de risque exigée par le marché.

Selon notre étude, les taux de mortalité anticipés par les actuaires canadiens se
situent au-dessus de ceux prévus par le modele de Lee et Carter ; le risque de
longévité semble donc bien réel. De plus, 1’évaluation des contrats de longévité est
bien plus sensible aux anticipations des futurs niveaux de mortalité, qu’elle ne 1’est
a la valeur de la prime de risque. En outre, plus la maturité du produit augmente,
plus une variation de la prime aura un impact important sur le prix de celui-ci.
Enfin, la construction de swaps de survie a I’aide de plusieurs forwards nous
permet de dire que la méthodologie proposée par Wang (2000 et 2007) semble
laisser la place a une opportunité d’arbitrage. En effet, une couverture a partir de
plusieurs forwards est moins cofliteuse qu’une couverture mise en place a 1’aide

d’un unique swap de survie.

En termes d’applications concretes, notre modele d’évaluation est sujet a deux
limites. D’une part, les données de mortalité sont actuellement publiées avec pres
de trois années de retard. Par consequent, aux dates de paiements prévues, I’indice
de survie réalisé sera toujours inconnu. D’autre part, le sous-jacent de nos produits
de longévité est la mortalité de la population canadienne. Or, celle-ci n’est pas
homogéne pour toutes les provinces, et toutes les classes de travailleurs ; le risque

de base peut donc étre important.

Puisque les prévisions des futurs taux de mortalité expliquent une grande partie de
I’évaluation de ces produits, il serait pertinent de refaire cette étude a 1’aide d’une

procédure utilisant un modéle autre que celui de Lee et Carter.



ANNEXES



77

Annexe 1 Evolution de ’espérance de vie a la naissance et 2 65 ans des

hommes canadiens de 1921 a 2007.

Espérance de vie

Espérance de vie

Annces A la naissance A 65 ans Annces A la naissance A 65 ans
1921 55,95 13,31 1965 68,75 13,56
1922 55,89 12,97 1966 68,78 13,63
1923 55,85 12,74 1967 68,93 13,73
1924 57,71 13,15 1968 69,10 13,61
1925 58,07 13,10 1969 69,17 13,69
1926 56,77 12,56 1970 69,33 13,76
1927 57,39 12,91 1971 69,61 13,89
1928 57,30 12,55 1972 69,48 13,78
1929 56,72 12,50 1973 69,66 13,87
1930 57,62 12,93 1974 69,74 13,84
1931 59,00 13,34 1975 69,99 13,97
1932 60,25 12,91 1976 70,38 14,02
1933 61,22 13,11 1977 70,63 14,23
1934 61,43 13,27 1978 70,91 14,35
1935 61,21 13,16 1979 71,31 14,54
1936 61,62 13,06 1980 71,60 14,49
1937 59,92 12,98 1981 72,01 14,67
1938 61,80 13,17 1982 72,29 14,61
1939 62,23 12,93 1983 72,69 14,78
1940 62,44 12,82 1984 73,01 14,92
1941 61,98 12,84 1985 73,03 14,84
1942 62,97 13,04 1986 73,23 14,96
1943 62,90 12,74 1987 73,51 15,12
1944 63,75 13,03 1988 73,57 15,05
1945 64,65 13,19 1989 73,87 15,29
1946 64,79 13,33 1990 74,22 15,53
1947 64,82 13,32 1991 74,44 15,57
1948 65,38 13,29 1992 74,69 15,77
1949 65,63 13,26 1993 74,63 15,66
1950 66,16 13,30 1994 74,88 15,82
1951 66,42 13,36 1995 75,02 15,87
1952 66,34 13,52 1996 75,39 15,99
1953 66,69 13,52 1997 75,68 16,11
1954 67,54 13,70 1998 75,94 16,17
1955 67,51 13,48 1999 76,16 16,37
1956 67,52 13,50 2000 76,64 16,75
1957 67,29 13,41 2001 76,92 17,01
1958 67,90 13,60 2002 77,16 17,13
1959 67,98 13,43 2003 77,32 17,32
1960 68,23 13,57 2004 77,69 17,61
1961 68,40 13,59 2005 77,85 17,80
1962 68,45 13,64 2006 78,31 18,15
1963 68,41 13,54 2007 78,35 18,17
1964 68,63 13,68
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Annexe 2 Evolution de ’espérance de vie a la naissance et 2 65 ans des
femmes canadiennes de 1921 a 2007.

Espérance de vie

Espérance de vie

Annces A la naissance A 65 ans Annes A la naissance A 65 ans
1921 58,16 13,87 1965 75,14 16,70
1922 58,14 13,63 1966 75,39 16,90
1923 58,05 13,27 1967 75,66 17,15
1924 59,85 13,95 1968 75,79 17,14
1925 60,44 13,83 1969 76,02 17,32
1926 59,12 13,30 1970 76,27 17,50
1927 59,95 13,84 1971 76,64 17,63
1928 59,87 13,48 1972 76,55 17,58
1929 59,25 13,29 1973 76,83 17,74
1930 60,31 13,86 1974 76,90 17,72
1931 61,65 14,16 1975 77,23 17,96
1932 62,53 13,72 1976 77,67 18,09
1933 63,37 13,91 1977 77,97 18,39
1934 64,01 14,28 1978 78,32 18,57
1935 63,72 14,07 1979 78,59 18,80
1936 63,80 14,01 1980 78,72 18,74
1937 62,83 14,01 1981 79,11 19,00
1938 64,91 14,34 1982 79,23 18,90
1939 65,33 14,08 1983 79,55 19,07
1940 65,70 14,08 1984 79,77 19,22
1941 65,68 14,16 1985 79,73 19,17
1942 66,54 14,46 1986 79,79 19,14
1943 66,42 14,09 1987 80,11 19,37
1944 67,03 14,41 1988 80,19 19,37
1945 68,13 14,76 1989 80,39 19,55
1946 68,38 14,84 1990 80,63 19,67
1947 68,90 14,88 1991 80,73 19,71
1948 69,44 14,86 1992 80,98 19,93
1949 69,85 14,89 1993 80,79 19,71
1950 70,59 14,99 1994 80,90 19,78
1951 70,86 14,99 1995 80,99 19,82
1952 71,40 15,47 1996 81,12 19,87
1953 71,80 15,41 1997 81,23 19,89
1954 72,69 15,82 1998 81,30 19,99
1955 72,87 15,78 1999 81,61 20,16
1956 72,83 15,78 2000 81,83 20,34
1957 72,97 15,85 2001 82,01 20,45
1958 73,68 16,08 2002 82,02 20,51
1959 73,64 15,88 2003 82,23 20,68
1960 74,16 16,18 2004 82,46 20,85
1961 74,46 16,31 2005 82,54 20,95
1962 74,44 16,41 2006 82,94 21,26
1963 74,51 16,33 2007 82,95 21,25
1964 75,08 16,72
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Annexe 3 Nombre total de déces des populations masculine et féminine
canadiennes, agees entre 0 et 89 ans

Nombre de décés

Nombre de décés

Annces Hommes Femmes Annees Hommes Femmes
1950 69152 51209 1979 91761 63971
1951 69873 52043 1980 92521 65487
1952 71420 51155 1981 92083 65348
1953 72028 51729 1982 92941 67104
1954 70583 49928 1983 92578 67155
1955 72921 50930 1984 92649 67638
1956 74592 52573 1985 94686 69891
1957 77796 53757 1986 95610 71666
1958 77137 53051 1987 95777 71733
1959 79212 55242 1988 98462 73360
1960 79562 54658 1989 98459 74063
1961 80299 54926 1990 98243 74757
1962 81470 56272 1991 99412 76096
1963 83287 57684 1992 99758 76557
1964 83116 56508 1993 103009 80311
1965 84308 57686 1994 102972 81490
1966 84896 57672 1995 104403 82865
1967 85146 57760 1996 104144 84085
1968 86181 58817 1997 104472 85361
1969 86934 59427 1998 105225 86053
1970 87692 59940 1999 105516 86241
1971 88083 60045 2000 103547 86504
1972 90626 62061 2001 103519 86920
1973 91273 62389 2002 104368 88837
1974 92554 63753 2003 105697 88962
1975 92601 63710 2004 104898 88856
1976 92660 63601 2005 105880 90113
1977 92600 63498 2006 104617 88559
1978 92533 63696 2007 107750 90882




Annexe 4 Table RP-2000 pour les
retraités masculins et féminins.

Taux de mortalité de la Table RP-

Ages 2000 pour les retraités
Hommes Femmes
50 0,005347 0,002344
51 0,005528 0,002459
52 0,005644 0,002647
53 0,005722 0,002895
54 0,005797 0,003190
55 0,005905 0,003531
56 0,006124 0,003925
57 0,006444 0,004385
58 0,006895 0,004921
59 0,007485 0,005531
60 0,008196 0,006200
61 0,009001 0,006919
62 0,009915 0,007689
63 0,010951 0,008509
64 0,012117 0,009395
65 0,013419 0,010364
66 0,014868 0,011413
67 0,016460 0,012540
68 0,018200 0,013771
69 0,020105 0,015153
70 0,022206 0,016742
71 0,024570 0,018579
72 0,027281 0,020665
73 0,030387 0,022970
74 0,033900 0,025458
75 0,037834 0,028106
76 0,042169 0,030966
77 0,046906 0,034105
78 0,052123 0,037595
79 0,057927 0,041506
80 0,064368 0,045879
81 0,072041 0,050780
82 0,080486 0,056294
83 0,089718 0,062506
84 0,099779 0,069517
85 0,110757 0,077446
86 0,122797 0,086376
87 0,136043 0,096337
88 0,150590 0,107303
89 0,166420 0,119154
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Annexe 5 Facteurs d’amélioration AA par age et par sexe.

Ages Facteurs AA Ages Facteurs AA
Hommes Femmes Hommes Femmes

1 0,020 0,020 46 0,014 0,017
2 0,020 0,020 47 0,015 0,018
3 0,020 0,020 48 0,016 0,018
4 0,020 0,020 49 0,017 0,018
5 0,020 0,020 50 0,018 0,017
6 0,020 0,020 51 0,019 0,016
7 0,020 0,020 52 0,020 0,014
8 0,020 0,020 53 0,020 0,012
9 0,020 0,020 54 0,020 0,010
10 0,020 0,020 55 0,019 0,008
11 0,020 0,020 56 0,018 0,006
12 0,020 0,020 57 0,017 0,005
13 0,020 0,020 58 0,016 0,005
14 0,019 0,018 59 0,016 0,005
15 0,019 0,016 60 0,016 0,005
16 0,019 0,015 61 0,015 0,005
17 0,019 0,014 62 0,015 0,005
18 0,019 0,014 63 0,014 0,005
19 0,019 0,015 64 0,014 0,005
20 0,019 0,016 65 0,014 0,005
21 0,018 0,017 66 0,013 0,005
22 0,017 0,017 67 0,013 0,005
23 0,015 0,016 68 0,014 0,005
24 0,013 0,015 69 0,014 0,005
25 0,010 0,014 70 0,015 0,005
26 0,006 0,012 71 0,015 0,006
27 0,005 0,012 72 0,015 0,006
28 0,005 0,012 73 0,015 0,007
29 0,005 0,012 74 0,015 0,007
30 0,005 0,010 75 0,014 0,008
31 0,005 0,008 76 0,014 0,008
32 0,005 0,008 7 0,013 0,007
33 0,005 0,009 78 0,012 0,007
34 0,005 0,010 79 0,011 0,007
35 0,005 0,011 80 0,010 0,007
36 0,005 0,012 81 0,009 0,007
37 0,005 0,013 82 0,008 0,007
38 0,006 0,014 83 0,008 0,007
39 0,007 0,015 84 0,007 0,007
40 0,008 0,015 85 0,007 0,006
41 0,009 0,015 86 0,007 0,005
42 0,010 0,015 87 0,006 0,004
43 0,011 0,015 88 0,005 0,004
44 0,012 0,015 89 0,005 0,003
45 0,013 0,016
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Annexe 6 Paramétres {k;} estimés pour les hommes et les femmes

canadiens.
k. estimés k. estimés

Années Années

Hommes Femmes Hommes Femmes
1950 8,5009 12,7270 1979 1,5576 0,2047
1951 8,3874 12,4048 1980 0,9835 -0,4032
1952 8,4731 11,4289 1981 0,2212 -1,2417
1953 8,0034 10,2535 1982 -0,6989 -1,9746
1954 6,6003 8,7835 1983 -1,2840 -2,7497
1955 6,5314 8,4179 1984 -2,0367 -3,1942
1956 6,4829 7,9954 1985 -2,1052 -3,2143
1957 6,8147 8,2354 1986 -2,4898 -3,4636
1958 5,9036 6,8953 1987 -2,7619 -4,1070
1959 6,0283 7,0600 1988 -2,8633 -4,4545
1960 5,6501 6,2409 1989 -3,56143 -4,3613
1961 5,2713 5,5650 1990 -3,8936 -4,9998
1962 5,2680 5,7384 1991 -4,4285 -5,4238
1963 5,3949 5,7555 1992 -4,7995 -5,7445
1964 5,0469 4,9465 1993 -4,8826 -5,6820
1965 5,0392 5,0072 1994 -5,1832 -6,0780
1966 5,1579 4,8144 1995 -5,5970 -6,1219
1967 5,0036 4,5581 1996 -6,5363 -6,6549
1968 4,6021 4,2501 1997 -6,9065 -6,8786
1969 4,6722 4,0946 1998 -7,7108 -7,5733
1970 4,3166 3,9688 1999 -7,9115 -7,9494
1971 4,0718 3,5091 2000 -9,0323 -8,3445
1972 4,4943 3,4764 2001 -9,4457 -8,6346
1973 4,1479 3,1164 2002 -9,8600 -8,6507
1974 4,0550 2,8803 2003 -9,9657 -9,4201
1975 3,7128 2,5435 2004 -10,6915 -10,0540
1976 2,8455 1,2956 2005 -10,4744 -9,7082
1977 2,5092 0,9807 2006 -11,3631 -10,1637
1978 2,2286 0,3576 2007 -11,5398 -10,2592
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Annexe 7 Parameétres {k,} ré-estimés pour les hommes et les femmes

canadiens.
Années k; ré-estimés Annges k. ré-estimés
Hommes Femmes Hommes Femmes
1950 8,1487 11,9588 1979 1,6410 -1,0262
1951 7,8519 11,7005 1980 1,2870 -1,1887
1952 7,7831 10,7747 1981 0,5965 -1,9900
1953 7,4257 10,4117 1982 0,2739 -2,0298
1954 6,4562 9,1108 1983 -0,3916 -2,7076
1955 6,6577 8,9505 1984 -0,9598 -3,2392
1956 6,6235 8,9990 1985 -0,9987 -3,1311
1957 6,9903 8,7715 1986 -1,3635 -3,1986
1958 6,2580 7,8030 1987 -1,9921 -3,8836
1959 6,3347 8,0070 1988 -1,9592 -4,0474
1960 5,9353 7,1584 1989 -2,6886 -4,5744
1961 5,6986 6,6540 1990 -3,4939 -5,1028
1962 5,6450 6,6000 1991 -3,8780 -5,3696
1963 5,8030 6,5934 1992 -4,4288 -5,9069
1964 5,4135 5,6097 1993 -4,1699 -5,3467
1965 5,4015 5,5251 1994 -4,8072 -5,6251
1966 5,2596 4,9801 1995 -5,0936 -5,8574
1967 5,0094 4,4299 1996 -5,8551 -6,1244
1968 4,9459 4,2365 1997 -6,4544 -6,3513
1969 4,7700 3,8139 1998 -6,9371 -6,7413
1970 4,5236 3,3303 1999 -7,5717 -7,3171
1971 4,1523 2,7108 2000 -8,9023 -7,8983
1972 4,4518 2,9000 2001 -9,7622 -8,4432
1973 4,2647 2,4295 2002 -10,3782 -8,5165
1974 4,1990 2,3165 2003 -10,8390 -9,0818
1975 3,7679 1,6423 2004 -11,8957 -9,7016
1976 3,3181 0,9078 2005 -12,5039 -9,9596
1977 2,8374 0,1795 2006 -13,8299 -11,1182
1978 2,3584 -0,4332 2007 -13,9202 -11,1254
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Annexe 8 Fonctions de distribution cumulatives ajustées

pour le risque pour les FS sur la population masculine. | ——

Cas 1
Cas 2
Cas 3
Cas 4
Cas 5
Cas &
Cas T

Fin 2015 (t=5)

1 T T T L L

0.9

0.8~

0.7

0.6~

0.5

0.4

Probabilités cumulatives

0.3

0.2

0.1

0 r r _ r r r

9260 9280 9300 9320 9340 9360 9380
Nombre de survivants




104
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Annexe 9 Fonctions de distribution cumulatives ajustées B—

pour le risque pour les FS sur la population féminine.

Cas 1
Cas 2
Cas 3
Cas 4
Cas &
Cas 6
Cas T

Fin 2015 (t=5)
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Probabilités cumulatives
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